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DIFFÊREHTIATION    d'uHE   INTÉGRALE    DÉFIKIE    PAR    RArPORl 

A    SES    LIMITES. 

448.  On  sait  qu'étant  donnée  une  fonction  quelconque 
de  x,  f{x)i  il  existe  toujours  une  autre  fonction  <p(jr) 
telle,  que  Ton  ait 

et  que  l'intégrale  générale  def(x)  dx  est  alors  représen- 
tée par 

?(*)  -r-C, 

C  éiant  une  constante  arbitraire. 

Désignons  par  u  l'intégrale  de  f(x)dx,  prise  entre 
deux  limites  a  et  b  \  on  aura 

u  =  |    f(x)dx  =  y{b) — ?(<*)• 
Stciui. — w«.,  IL  j 
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L'intégrale  déGnie  u  ne  dépend  plus  de  x9  mais  elle  est 
une  fonction  des  limites  a  et  fc,  et  Ton  peut  se  proposer 
de  la  différentier  par  rapport  à  Tune  ou  à  l'autre  de  ces 
limites.  On  y  parvient  aisément  sans  effectuer  l'intégra- 
tion. En  effet,  de  l'égalité 

u  =  &(b)  —  f(a)7 
on  déduit 


du  u  \ 


du 
db 


=  ?'(*). 


et  puisque  ç'  (x)  =  f(x)i 


3  ='<«• 


449.  Si  a  et  i  sont  des  fonctions  d'une  certaine  va- 
riable £,  indépendante  de  x,  en  désignant  par  du  la  diffé- 
rentielle totale  de  u  considérée  comme  fonction  de  la  va- 
riable indépendante  *,  on  aura  (I,  46)  [*] 

_         du   ,         du  .. 

du  =  -r-  da  -h  -77  d  b , 

et,  par  conséquent, 

(a)  du=  —  f{a)da+f(b)db. 

On  obtiendra  i/u  en  fonction  de  £  en  remplaçant  dans 
cette  formule  a,  £,  <&z,  rfA,  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  t. 

Interprétation  géométrique. 

450.  Soit 

?  =  /(*) 

l'équation  en  coordonnées  rec- 
tangulaires de  la  courbe  CD'  : 
l'intégrale  définie 

u=  I    f(x)dx 


Fig.  ioi. 


B  B'     x 


[  *]  (I,  46)  indique  un  renvoi  au  n°  46  du  premier  volume.  Les  ren- 
vois au  second  volume  seront  simplement  indiqués  par  le  numéro  du 
paragraphe. 
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représente  l'aire  ABCD.  Donnons  aux  limites  a  et  b  les 
accroissements  infiniment  petits 

ÀÀ'  =  da,     BB'  =  db  : 
on  aura 

À'C'D'B'  =  u  +  du 
et 

du  =  —  ÀA'C'C+  BB'D'D. 

Or,  on  peut  remplacer  A  A'C'C  et  BB'D'D  par  les  rec- 
tangles ACEA'  et  BDFB'  qui  n'en  diffèrent  que  de  quan- 
tités infiniment  petites  du  second  ordre  (I,  17);  on  aura 

donc 

AA'CC=f(a)da9     BB'D'D  =/(b)  db, 

et,  par  suite, 

dtt  =  —f(a)da+f(b)db. 

DIFFÉRENTIATION    d'uNE    INTÉGRALE   DÉFINIE    PAR    RAPPORT 

A    UN    PARAMÈTRE    QUELCONQUE. 

451 .  Supposons  que  la  fonction  placée  sous  le  signe  / 
dépende  d'une  variable  f,  autre  que  x,  et  soit 

Si  les  limites  a  etb  sont  indépendantes  de  ?,  on  aura, 
pour  l'accroissement  Al  donné  à  £, 


d'où 


tt  +  A«=    /     f(x,  t  -+-  M)  dr, 

'     /(r,  t  -+-  M)  dx  —    /    f[x%t)d# 

a  %/a 


par  suiie, 

th.   r  -*-  ûm  —  /  ij*.  r  \ 

dx, 


A< 


I  . 
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et,  si  Ton  fait  décroître  indéfiniment  A(,  on  aura,  à  la  li- 
mite, 


dt 


452.  Quand  a  et  £  dépendent  de  *,  du  désignant  la  diffé- 
rentielle totale  de  h,  et  — >  — ,  —  les  dérivées  partielles 

da    du    dt  * 

de  cette  fonction,  on  a 

du   _         r/tf   ,_        r/«  , 
du  =  —  da  -h  -77  <*£  H-  -r-  '//. 


Mais  (448,  45i  ) 

du  -,         %        ^" 

5  =  -/(.,«). 


** 


donc 


(4)    du  =  —f{a,t)da+f(b,t)db-hdti 


dt 


dx. 


Interprétation  géométrique. 

433.  Soit  CD  la  courbe  dont  l'équation  est,  en  coor- 
Fi&.  ioa.  données  rectangulaires, 

Si  OA  =  a,  OB  =  £,  on  aura 


«  =   l     /(.r,  r)  </x  =  ai 


aireACDB. 


B  B'  *  Donnons  à  r  l'accroissement  in- 
finiment petite  :  a  et  b  qui  sont  des  fonctions  de  t  re- 
çoivent des  accroissements  AA'=  rfa,  BB'=  rfé.  Eu 
même  temps  la  courbe  CD  se  change  en  une  autre  courbe 
EH  infiniment  voisine,  et  l'on  a 


b  +  db 


u-\-  du 


=  f  f  (x,  t  +  dt)dx  =  rire  A.' GUW. 


Mais 


aireA'GHB'  =  AEFB  —  AEGA'  +  BFHB'î 
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donc 

du  =  A'GHB'—  ACDB  =  (AEFB  —  ACDB)  —  AEGAr  +  BFHB', 

ou,  en  négligeant  des  infiniment  petits  du  second  ordre, 

Jrib  r\b 

f     f{xyt-*-dt)d.r—    J     f(x,t)dx 
a  J  a 

—/(a,  t)da+/(b,  t)db\ 
et  enfin 

du  =  dt   f    df{"2  ^  <**—/(">  ')<*<*  +/(*>  ')<&• 

DIFFÊRENTIATION  DURE  INTÉGRALE  INDÉFINIE,  PAR  RAPPORT 

A    UN    PARAMÈTRE    VARIABLE. 

454.  Soit  u  l'intégrale  indéfinie  de  f  (x,  t)  dx,  dans 
laquelle  t  désigne  un  paramètre  variable  qui  ne  dépend 
pas  de:r;  on  peut,  sans  rien  ôter  à  la  généralité  de  cette 
intégrale,  l'écrire  sous  la  forme 

U=    j      /(.r,  t)dr  4-^(f), 

i£  (/)  étant  une  fonction  arbitraire  de  t.  Diflcrentions 
maintenant  par  rapport  à  t,  en  supposant  que  a  ne  dé- 
pende pas  de  t  :  nous  aurons  (451  ) 

du         rx df(.r,  t)   _         ...  . 


mais  commeij/'  (t)  est  une  constante  par  rapport  à  x,  le 

de 


second  membre  revient  à  l'intégrale  indéfinie  de  -j-dx9  et 


l'on  peut  écrire 

Ainsi,  pour  différentier  une  intégrale  indéfinie,  par 
rapport  à  un  paramètre  variable,  il  suffit  de  difjeren- 
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/ier,  par  rapport  à  ce  patumètre,  la  fonction  placée  sous 

le  signe  I  • 

INTÉGRATION    SOUS    LE    SIGNE. 

455.  Si  l'on  multiplie  par  dy  l'intégrale  définie 

j  /(*>  y)^ 


»     •  «.* 


etqu  on  intègre  ensuite  par  rapport  a  j%  on  aura 

\djr  J     ^^x>y>idx' 

Or,  je  dis  que  l'on  peut  intervenir  Tordre  des  intégra- 
tions, et  écrire  la  formule 

Jdy  j   f(x,y)dx  =  J  dx  ff[x,y)dy. 

En  effet,  on  a  (451  ) 

J  a 

donc,  en  intégrant  les  deux  membres  de  cette  équation 
par  rapport  à  y,  il  en  résultera 

jf    dx  ff(x,y)dy  =  Jdy  J  f(*,y)dx. 

En  prenant  pour  limites  dey  les  constantes  c  et  */,  on 
aura 

(6)      f   dx  f   f(x,y)dy  =    f   dy   f  f(xty)'dx. 
Ja  Je  Je  J  a 

456.  L'interprétation  géométrique  de  cette  formule  est 
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facile;  car  ses  deux  membres  représentent  également  le 


Fig.  io3. 


volume  ABCDA'B'C'D'  corn- 
pris  entre  la  surface  qui  a  pour 
équation  z  =f(x}  y),  le  plan 
des  xy  et  les  quatre  plans  qui  ont 
pour  équations 

x  =■  a,     x  =  b9 
jr  =  c,     y  =  d. 


DÉTERMINATION    DE    l' INTÉGRALE 


X 


7T 

2 


sin". xdx. 


457.  On  peut  déterminer  une  intégrale  définie  quand 
on  connaît  l'intégrale  indéfinie;  mais  il  y  a  souvent  des 
simplifications.  Ainsi,  quand  on  a 

jf(x)dx  =  f{x)+U[x)tix9 


il  en  résulte 

b 


f  f[x)dr  =  f[b)-f{a)  H-  f  )(x)dx. 

et  si  $(x)  est  une  fonction  plus  simple  quet/(x),  l'in- 
tégrale cherchée  sera  ramenée  par  cette  formule  à  une 
intégrale  plus  simple. 

Soit,  par  exemple,  l'intégrale 


Tt 


s\nnxdx. 


«,.=   I       si 
Jo 

En  intégrant  par  parties,  on  a 
I  smmxdx  =  l  sin"-1.*  d( —  cosjt) 

—  —  sin*"1  x  cosx  -f-  ( n  —  i )  /  sinn"~a.r  cos* xdx\ 
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ou  bien,  en  remplaçant  cos*ar  par  i  — sin'tf, 

I  sin"  xdx  =  —  sin"-1*  cos.r  -+-(/?  —  i)  /  sin""* xdx 

—  [n  —  i)  1  sin"  xdx. 
De  là  on  tire 

/sin" xdx  = sin"-1  x  co%x  h /  sin"-"'  xdx, 
n                                  n     J 

Intégrons  maintenant  entre  les  limites  o  et  -*  et  obser- 
0  2 

vons  que  le  premier  terme  du  second  membre  s'annule 

à  ces  deux  limites,  n  étant  plus  grand  que  1  :  il  viendra 

(l)  itn=  "«-»• 

Soit  n  un  nombre  pair  :  nous  aurons  successivement 


_*  —  3 

n  —  2 


n-5 

*-4 


W« — 4  —  7  Un—c  i 


«,  =  ;«., 


Jo  % 


Si  Ton  multiplie  toutes  ces  équations  membre  à  mem- 
bre, il  vient 
.  .  «   1  *3  5       /?  —  1 

En  changeant  /*  en  n  -H  1  dans  la  formule  (1),  on  aura 

n 

^  il  -h  I 
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et  ensuite 


W*-l 

■ — 

n 

— 

2 

«»-*, 

n 

— 

I 

"*1-S 

— 

n 
n 

4 

3 

"it-M 

«a 

— 

i 
3 

«i 

9 

7T 


at=  /     sin-reir  =  i. 


En  multipliant  toutes  ces  équations  membre  à  membre, 
on  aura 

/5,  2  4  6        » 


357       «+i 

4o8.  La  formule  (1)  ne  peut  plus  servir  à  la  détermi- 
nation de  un  quand  n  n'est  pas  un  nombre  entier;  mais 
on  peut  l'employer,  dans  ce  cas,  à  réduire  l'indice  au- 
dessous  de  l'unité. 

Dans  tous  les  cas,  en  faisant  jy  =  sinjr,  l'intégrale 


x 


2 

smnxdx 
o 


se  ramène  à  la  suivante 


I 


l0    V^-r 
qui  est  algébrique. 

FORMULE    DE   WÀLLIS. 

459.  Les  formules  (a)  et  (3)  conduisent  à  la  valeur 
de  —  exprimée  par  un  produit  d'une  infinité  de  facteurs. 
En  effet,  puisque  sinx  est  moindre,  que  l'unité,  on  a 

sir^x^  sinn+,j? 
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pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  -} 
donc  on  a 


Jsinnxdx^>  j    sin^+'jrflfe:, 
o  J  o 


c'est-à-dire 

De  là,  et  des  formules  (2)  et  (3)  trouvées  plus  haut  (457), 
on  tire 

ir       a  2  4  4  *  n 


2        1    3  3  5       n  —  1   B  +  i 
On  aura  de  même 

ou  bien 

«2244  "  n      fl+î 

2        1    3  3  5       n  —  1   a  +  1   11  -h  1 

Donc,  si  Ton  pose 

2244  n  n 

1    3  3  5       n  —  1    n-\-i 

on  aura 

=  >A     et    l<k^±^=k(i+-^-) 

2  2  /I-4-I  \  fl  +  l/ 


Il  en  résulte  que 


ï  =  A(n-«)f 


a  étant  une  quantité  plus  petite  que  »  et  comme 

ceci  est  vrai,  quelque  grand  que  soit  n9  on  aura,  en  sup- 
posant n  =  00  , 

« 2  a  4  4  ^ 

a       1   3  3  5  5 


•  -—•••• 


Celte  formule  remarquable  a  été  découverte  par  Wall i s. 
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EXERCICES. 

i .  Démontrer  que 


£ 


n  sin  mx 


Q      s\nx 


dx  =  it 


m  étant  un  nombre  entier  positif  et  impair. 
9  l  m  dx  = la. 


3.  Étant  donnée  V intégrale 


L 


b 

f(x)ax, 


la  changer  en  une  autre  qui  ait  pour  limites  deux  nombres  donnés, 
à  l'aide  de  la  substitution  x  =  mjr-\-n}  m  et  n  étant  deux  nombres 
inconnus* 
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SUITE  DE  LA  DÉTERMINATION  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 

Intégrales  eulériennes  de  seconde  espèce.  —  Intégrales  obtenues  parla 
diflerentiation  ou  l'intégration  sous  le  signe,  —  par  des  considérations 
géométriques,  —  par  la  séparation  des  quantités  réelles  et  des  imagi- 
naires, —  par  une  équation  différentielle. 


INTÉGRALES    EULÉRIENNES    DE    SECONDE    ESPECE. 

460.  On  donne  le  nom  $  intégrale  eulèrienne  de  se- 


conde espèce  à  l'intégrale  définie 

(0  r(it)  =  f 

t/O 


00 

x*~x  t:~*dx. 
o 


On  doit  supposer  n  positif*,  car  si  n  était  égal  au 
nombre  négatif — p,  l'intégrale  considérée  aurait  une 
valeur  infinie.  En  effet,  on  #,  a  étant  compris  entre 
oeli, 

Ja    e  '  *X+P       Ja     ~C    x~  c     a" 

or,  poura  =  o,  -1-  est  infini  :  l'intégrale  I    x  p~*e  xdx 

c    a  Jo 

est  donc  infinie,  et  il  en  est  de  même,  à  fortiori,  de  Pin- 
tégrale  /     x~p~Ae~xdx. 


461.  L'intégrale  F  (n -h  ï)  peut  se  ramener  à  T  (n). 
En  intégrant  par  parties,  on  a 


/  x*e~*dx  =:  —  xne~*  -h  n   j  <r~* 


xn~*dx. 


Or,  xne~x  s'annule  pour  x  =  o,  et  aussi  pour  x  =  c~ 
En  effet,  puisque 


X  X1 


e*  =  I  H 1 h  .  .  .  H r. .  -"-...» 

I  1.2  l  .7..D .  .  .* 


JJ 
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on  a,  quel  que  soit  i, 
par  conséquent 

ri-n 


i . 2.  . .  i 


Or,  quand  on  prend  i]>",  ce  qui  est  évidemment  per- 
mis, le  second  membre  devient  infini  pour  x  =  oc  .  Donc 
le  produit  x~nex  devient  aussi  infini,  et  par  conséquent 
son  inverse  oc*é~*  devient  nul  pour  x  =  oo  . 

D'après  cela,  si  Ton  intègre  entre  les  limites  o  et  oo , 
on  aura 

Jf»00  /»00 

afe-'dx—n  I      e-*Jc*~l(Lt, 
O  v  O 

OU 

(2)  r(m-i)  =nr{n). 
462.   On  aura  de  même 

r (/»)  =  (/*  —  i)r(«  —  1),    r(«-i)  =  (/*- 2)r(«-2), 

et  si  ti  est  entier,  on  arrivera  à 

r(a)  =  ir(i), 

w  =/ 

•/o 
Par  conséquent,  on  aura  pour  n  entier  et  positif 

(3)  r(/i)  =  1.2.3. ..(«  —  1). 

Si  n,  sans  être  entier,  est  plus  grand  que  i,  la  formule 

r(*)=(«-i)r(/i-i) 

permettra  de  réduire  l'intégrale  T  (n)  à  l'intégrale  T  (v), 
dans  laquelle  v  désigne  un  nombre  positif  moindre  que  i; 
de  sorte  que,  pour  calculer  T  (/*),  il  suffit  d'avoir  les  va- 
leurs de  cette  fonction  pour  les  valeurs  de  l'indice  n  com- 
prises entre  o  et  i.    . 

463.  L'intégrale  T  (n)  peut  prendre  une  autre  forme; 


'OO 

r(i)=  |      e-*dx  =  u 
0 
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en  posant  e~x  = y,  ou  a 

.  i        .             tir 
*=l-j     dx=: —  « 

y  y 


£"-"-" = -f  {'?)'"  * =!'  (s1)"*1 


donc 


ÏW-r  (';)"*• 


INTÉGRALES    QUI    SE   DÉDUISENT  d'uNE    INTÉGRALE  CONNUE, 
PAR    LA   DIFFÉRENTIATION    SOUS    LE    SIGNE. 

464.  La  différent! ati on  sous  le  signe  permet  de  déduire 
d'une  intégrale  défi  nie  connue  de  nouvelles  intégrales. 
En  yoici  quelques  exemples  : 


J0      x'  4-  a       2 


Difleren lions  n   fois   par  rapport  à   a  :   il   en   résulte 

(n°451) 


x 


00  î .  2 . 3 . . .  /i   .         i    3  5       ?.n  —  i       î       *r 
■        dx  =z  —.—.—...  „ . •  —  9 

.      (^-Hai^1  2    %    2  2  «-t-j    2 

et,  par  suite, 

î  .3.5. . .  [in  —  i)       ir 


r*      dx      __ 

/ 


2.4.6.  .  .2/1  n+i- 

2tf 


e^'dx  =  —  • 
o  fl 


Si  Ton  différence  les  deux  membres  de  cette  égalité  n  —  1 
fois  de  suite  par  rapport  à  a,  on  aura 


f 


:xn'  ' </r  =  î .  2 . 3 .  •  .(«  —  1)  a~n, 
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oq  bien 


(*)  f 

Jo 


00 


r(") 

er**  x*~x  dx  z=l  — — - 

a* 


465.  Ce  dernier  résultat  subsiste  quand  on  remplace  la 
quantité  réelle  a  par  l'expression  imaginaire  a  -+-  b  ^/—  i, 
dans  laquelle  la  partie  réelle  a  est  positive. 

En  effet,  on  a 


/« 


{*+*>/-*)* dx  = -+-  C 


a  -f-  b\f —  i 

—  *-«*(cos  bx  —  J —  i  sin  bx) 

a  -f-  b  ^ —  i 
et,  par  conséquent, 


C, 


X 


00 


o  a  -4-  b  ^ —  î 


Si  maintenant  on  différentie  cette  égalité  n  —  i  fois  par 
rapport  à  a,  on  aura 

r00     f    m.  i — ^  ,  i.2.3...(/i  —  i) 

(3)  /      e-U+V^o*-1  dx  = -._ -n  '■ , 

ce  qui  est  la  dernière  formule  du  n°  464  étendue  au  cas 
plus  général  où  a  représente  une  expression  imaginaire 
a  -h  b  \/ —  i . 

4(56.  Cette  formule  fournira  d'autres  intégrales,  au 
moyen  de  la  séparation  des  quantités  réelles  et  des  ima- 
ginaires. Posons 

a  -4-  b  \J —  i  =  p  (cos  0  -f-  y  —  i  sin  ô), 

c'est-à-Jire 

.                                        a  b 

P=i  ya'-h  b7,     cosO  =  -- -  _>     sin 8  = 


y/a*  -h  b7  \l a*  -f-  b9 

F  équation  (3)  devient 

/»»  

I      e~~*s  cos  bx  —  ^ —  i  sin  bx)  x"-  '  dx 
Jo 

T(n)  (         a        / •      *\ 

z=l  — ~  (cos/*ô  —  y —  isni/2  0), 
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équation  qui  se  partage  en  deux  autres  : 


Jf*30                                             Tin) 
c-axjcit-t  sin  lx  fix  — sin  /zO. 

(4)  i    ° 

I      ^-««x"""1  cos  bx  dx  =  — —  cos/7  9 . 


p" 


Notre  démonstration  suppose  que  n  est  un  nombre  en- 
tier; mais  ces  formules  subsistent  quel  que  soit  n. 

INTÉGRALES  DÉDUITES    d'aUTRES  IN1ÉGRALES}  AU  MOYEN   DE 

l'intégration  SOUS   LE  SIGNE. 

•467.  L'intégration  des  intégrales  définies,  par  rapport 
aux  constantes  qu'elles  renferment,  fournit  encore  de 
nouvelles  intégrales.  Soit,  par  exemple,  l'intégrale 


X 


00 

e~ax  cosbxdx  = 


a' 


y 


qui   se  déduit  de  la  dernière   formule  (466)  en  faisant 
n==  i .  Il  en  résulte,  c  étant  une  constante  moindre  que  a, 

I     da  I      e~ax  cosbxdx  =  I     ,-• 

Je         Jo  Je    <*+** 


Mais  (4oo), 


'     da  I       c~ax  cos  bxdr  =  f      dx  I     e~ar  cosbxda 
c         Jo  Jo  Je 


Jo 


-ex f.—ax 

cos  bxdxi 


d'un  autre  côté, 


ra    ada     __\_    «'-h/;' 
'.     (V         " 


f2-f-Z>2        2    c7-hb* 
Donc 
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468.  Si  Ton  fait  6  =  0,  on  a 


X00  c~cx—  *-**  ,  a 
~x dx  =  \-. 


C 


On  obtiendrait  encore  ce  résultat  en  intégrant  relative- 
ment à  a,  entre  les  limites  c  et  a,  les  deux  membres  de  la 
formule 


x 


1 

e-**dx  =  - 
a 


469.  Par  le  même  procédé,  de  la  formule 

c***  sin  bxdx  =  — t-j 


t/o 


on  déduira 


/*  daf    e—sinbxd.c=f  J^ 

Je  Jo  Je  •    " 

=  arc  tang  -  —  arc  tang  -r  =  arc  tang  -~ 

Mais 

da  I      e—**  s\n  bxdx  =~l      dx  I     e~Htxsinbxda 

e         «/o  */o  Je 


-i 


00  ^— «»  ax 


g — w g- 

sïnbxd.v; 


donc 


(3) 


r*e-**—  e—'   ...  ,        £(*  —  c) 

I       sin  6xax  =  arc  tang  — i- 

J0  x  b    b*+ac 


470.  Si  l'on  fait  a  =  00  ,  c  =  o,  on  a 


(4) 


Jf*00  sinà.r  7T 

0         x  2 


pourvu  que  b  soit^>  o.  Si  Ton  avait  &<^o,  le  second  mem- 
bre serait •  Cette  intégrale  présente  donc  une  disconti- 
nuité remarquable  :  constante  lorsque  b  varie  en  conser- 

Stctui.— An.%  U.  2 
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7T  ,  ir 


?ant  le  même  signe,  elle  passe  brusquement  de à  - 

lorsque  &,  en  s'évanouissant,  passe  du  négatif  au  positif. 

EMPLOI      DE     CONSIDÉRATIONS     GÉOMÉTRIQUES     POUR      LA 
DÉTERMINATION  DE  CERTAINES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


471.  L'intégrale 


=x 


oo 


e—xdx 


a  été  déterminée  par  1VL  Poisson  à  l'aide  d'un  procédé 
très-remarquable.  Si  Ton  change  x  enjv*,  on  aura  encore 


et,  par  suite, 


=  /      e-**dx  f      c->tdy=  I      e-*-r*dxdy. 


Soient  maintenant  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy. 
Oz\  et 


Fig.  104. 


,-** 


et  l'intégrale  double 


jr  =  o,     z  =  e- 

les  équations  d'une  courbe 
située  dans  le  plan  zOx. 
Si  cette  courbe  tourne  au- 
tour de  Taxe  Oz^  elle  en- 
gendrera une  surface  ayant 
pour  équation 

z  =  e-*-J\ 


j        f      e-*-rxdxdy 


représentera  le  quart  du  volume  compris  entre  la  surface 
et  le  plan  xOy.  On  peut  évaluer  ce  volume  en  le  parta- 
geant en  une  infinité  de  tranches  cylindriques  dont  Oz 
soit  l'axe  commun.  La  tranche  terminée  aux  surfaces  qui 
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ont  pour  rayons  r  et  r-hdr  est  égale  à  sa  base  aitrrfr 
multipliée  par  sa  hauteur  z  ou  e~r2  :  on  a  donc 

►30 


A3 


d'où 
(1) 


4Jo 


,—r* 


X2itrdr=.  y  wj 


A         1  ./- 
A  =  —  v  ^  • 
2 


472.  Un  procédé  analogue  peut  être  employé  pour  la 
détermination  d'autres  intégrales.  Supposons  que  l'on  ait 
à  évaluer 


o  «/o 


Cette  intégrale  représente  la  portion  située  dans  l'angle 
des  coordonnées  positives  du  volume  compris  entre  la 
surface  qui  a  pour  équation 

et  le  plan  xOj.  Décomposons  ce  volume  en  éléments 

infiniment  petits  au  moyen* 
des  plans  2  OS,  z  OR  menés 
par  Taxe  des  s,  et  des  cylindres 
PQ,  RS  ayant  Oz  pour  axe 
commun.  Si  l'on  pose  OP=r, 
PO  .r  =  0,  le  prisme  infiniment 
*  *  petit  MPQRS  ayant  pour  base 

le  rectangle  PQRS  =  rdQdr,  et  pour  hauleur 

z=/(x9jr)  =f(r cosô,  rsinô), 
aura  pour  volume 

rd9drf(rcos99  rsinQ). 

L'intégrale  proposée  pourra  donc  être  remplacée  par  la 
suivante 

7T 
/»00      /»2 

/        /    /('•cosô,  rsin 9) rd$dr% 

dont  la  valeur  sera  quelquefois  plus  facile  à  trouver. 

2. 
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473.  L'intégrale 
conduit  à  la  suivante 

Xoo 
-OO 

En  effet, 

X00  /»0  /»00 

-  GO  J  —  00  */ O 

Si  l'on  change  x  en  —  x.  on  a 


donc 


rO  /»00  - 

r  00  4/0  * 

/00 


W4.  Plus  généralement,  s\f(x)  est  une  fonction  paire 
de  .r,  c'est-à-dire  une  fonction  telle,  que  l'on  ait  identi- 
quement f  (x)  =f{ — x))  on  aura 

/•OO  /»oo 

/       f(x)dx  =  zl     f(x)dx. 

J — ao  Jo 

En  effet, 

-  00  t/ —  00  */0 

Mais 

,00  ^00 


donc 


f  °  f[x)dx  =  f    f(-x)dx  =  f    J(x)dx; 
•/—  oo  Jo  Jo 

XOO  /»00 

f(x)dx  =  z  j     f(x)dx. 
-00  »/0 


On  prouverait  de  la  même  manière  que  si/(x)  est 
une  fonction  impaire,  c'est-à-dire  siy( —  x)  =  — j  (x)9 
on  aura 


/•oo 

J 00 
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475.  Si,  dans  l'intégrale  (a),  on  remplace  x  par  x  sfâ, 


on  aura 

'00 


(3)  H  r-*dx  =  £. 

J—ao  y  a 

En  différentiant  cette  dernière  équation  n  fois  de  suite 
par  rapport  à  a,  on  aura 

(4)  r^v^x=v/;'-3-5-^"-')rH), 

J — oo  a* 

et,  si  Ton  fait  a  ==  i, 

IK\  r°°        _*»      in    9  /-   1.3.5.   .   .(2/1  I) 

«/—  00  ^ 

EMPLOI    DES    IMAGINAIRES. 

476.  En  changeant  x  en  x-ha  dans  l'équation  (2), 
elle  devient 

Xoo 
e-(*+«)\lx  =  yÇ, 
-00 

ou 


Xoo  __ 

-00 


Mais  on  a 


/»co                                          /»00 
/ — 00  J 00 


Jf»30 
er**(e**-{-e-*l*)dxî 
o 

donc 

J/^oo 
0 

Les  deux  membres  de  cette  équation  peuvent  être  dé- 
veloppés en  séries  convergentes,  suivant  les  puissances 
entières  et  ascendantes  de  a,  et  comme  l'équation  a  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a,  les  coefficients  des 
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mêmes  puissances  de  a  doivent  être  égaux  dans  les  deux 
membres;  d'où  il  suit  que  l'équation  subsistera  si  Ton  y 
remplace  a  par  une  expression  imaginaire.  En  posant 

a  =  a  y/ — i,  d'où  e9ax-t-  e~ta*  =  2  cos  2ax,  elle  devient 

e-*  cos  2  oixdx  =  -  e~~  a*  yÇ. 

Ainsi,  le  passage  des  quantités  réelles  aux  imaginaires 
peut  faire  découvrir  de  nouvelles  intégrales,  comme  on 
l'a  déjà  fait  remarquer  au  n°  466. 

INTÉGRALE    OBTENUE   A    l'AIDE    d'uNE   ÉQUATION 

DIFFÉRENTIELLE. 

477.  Un  autre  procédé  consiste  à  former,  entre  l'inté- 
grale proposée  et  Tune  des  indéterminées  qu'elle  ren- 
ferme, une  équation  différentielle  qu'on  puisse  intégrer. 

Soit,  par  exemple, 

£00 
-  ~ 
On  a 


cosiaxdx. 


du 
da 


fâik7.QLX.trMtixdx  =  I      sin  2  ax.der*1. 
o  «/o 


En  intégrant  par  parties  et  en  observant  que  sin  2«xe""x* 
est  nulle  aux  deux  limites,  on  aura 


c'est-à-dire 


J/»ce 


du 

—  =  —  /      tr** 'cos  2  clx,  2  adx , 

da 


du  du 

—  =  —  2a«,      ou     — = —  zadai 

da  u 


d'où 

«  =  Ce 


—  «f 


Pour  déterminer  C,  on  fait  a  =  o  :  alors  (471) 

er**dx=-  yÇsrC; 
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donc 

Jr°°  i 

*""**  cos  2  ax^x  =  -  é~~  **  i/ïr. 
O  2 


EXERCICES. 

1 .  Démontrer  la  formule 

Jo         \        m)  mn  +  ij0         \        m)  ' 

r /  */t  déduire  la  première  de  ces  intégrales  quand  m  est  un  nombre 
entier. 

2.  Démontrer  la  formule 


car  particulier  de  n  =  a. 
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MÉTHODE    DE   M.    CAUCHY.    FORMULE    FONDAMENTALE. 

478.  Soient  :  une  variable  imaginaire,  r  son  module 
et  p  son  argument,  en  sorte  qu'on  ait 

z  =  r(cos/?  -f  \J — i  sin/>)  =  reP\/--i. 

Soit  f(z)  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  continue, 
ainsi  que  sa  dérivée,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  mo- 
dule r  est  inférieur  à  une  certaine  limite  R.  Supposons, 
en  outre,  qu'en  laissant  le  module  constant  et  en  faisant 
croître  l'angle  p  d'une  manière  continue  depuis  une 
valeur  quelconque  a  jusqu'à  la  valeur  a  +  27T,  la  fonc- 
tion reprenne,  pour  p  =  a  H-  2  7r,  la  valeur  qu'elle  avait 
pour  p  =  a.  Cette  condition,  que  M.  Cauchy  omet  dans 
ses  énoncés,  mais  qu'il  suppose  dans  ses  démonstrations, 
n'est  pas  toujours  remplie  quand  la  fonction  f[z)  a 
plusieurs  valeurs  différentes  pour  une  même  valeur  de  z. 
On  ne  considère  ici  qu'une  des  valeurs  de  f  (z)  et  la  va- 
leur correspondante  de  sa  dérivée. 
Cela  posé,  je  dis  quon  a  la  formule 

-      /»«-r-air 

(i)       /(o,=^X    /w*» 
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OU 

/{o)  =  ^J       A^-')dP, 

pour  tout  module  r  moindre  que  R. 

En  effet,  z  étant  une  fonction  de  r  et  de  /?,  si  l'on  dif- 
férentie%/(z),  tour  à  tour  par  rapport  à  r  et  à  p,  on  aura 

et,  par  conséquent, 

d/(z)  i       <//(*) 


//r 


r^—i     dP 


Comme,  par  hypothèse^'  (z)  reste  finie  et  continue  pour 
toute  valeur  de  z  dont  le  module  est  moindre  que  R,  la 
même  propriété  appartient  aux  deux  membres  de  cette 
dernière  équation.  En  les  multipliant  par  dr.dp,  et  les 
intégrant  par  rapport  à  r  depuis  zéro  jusqu'à  r,  et  par 
rapport  à  p  depuis  a  jusqu'à  a  -h  27T,  on  a 

Jx  Jo       dr  Jo  ryj-  I  Jm  ^ 

or. 


£ 


dMdr  =/(>)-/(<>), 


o       + 


et  puisque 


on  a 

«  +  1ÎT 


I 


^+s=/[^«+»)/=T]-/(^iPr). 


Mais  le  second  membre  est  nul  par  hypothèse  3  par  con- 
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séquent 


dp    dP  =  °> 


et 


donc 


ou 


Jr»a-+-aw 
[/(*)-/(o)]^  =  o; 
a 


dp  =  \       f(*)dP, 

a-H27r 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

479.  Si  f(z)  eif(z)  restent  finies  et  continues  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  compris  entre 
ret  p,  en  appelant  fia  valeur  de  z  qui  a  p  pour  module, 
on  aura 

f[z)dp=  /  /(Ç)rf/,: 


Jf»«-t-3W 
f(z)dp  est  indépendante  du 

module  r,  ce  qu'on  vérifie  en  différentîant  cette  intégrale 
par  rapport  à  r  (  451  ). 

480.  En  faisant  a  =  o  dans  la  formule  (I),  on  aura 

et  si  Ton  y  fait  a  =  —  2  7r  et  que  l'on  change  p  en  —  p, 
on  aura 

/{0)  =  ^J0        Anr'^dP' 

481.  En  remplaçant  /(*)  par  f  (x  -h  z)  dans  la  for- 
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mule  (I),  on  en  déduit 

(III)  f(x)  =  —  f(x+  r*yp)  dp, 

car  on  a/(o)  =  f(or).  Ainsi,  une  fonction  {(x)  d'une 
Tariable  x,  réelle  ou  imaginaire,  peut  être  représentée 

par  une  intégrale  définie,  pourvu  que  f  {x  •+-  re?^)  reste 
finie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour  la  valeur 
attribuée  à  ret  pour  toute  valeur  moindre,  et  que  cette 
fonction  reprenne  la  même  valeur  quand  p  augmente 
de  arc. 

applications. 

482.  Les  formules  précédentes  donnent  les  valeurs 
d'une  classe  nombreuse  d'intégrales  définies.  Prenons 
d'abord 


1  —  z 


Cette  fonction  et  sa  dérivée  deviennent  infinies  pour  z  =  i , 
valeur  dont  le  module  est  r  =  i  ;  mais  elles  sont  finies  et 
continues  pour  toute  valeur  moindre  que  i  attribuée  au 
module.  On  peut  donc  appliquer  la  formule  (II)  qui 
donne,  pour  r  <C  i , 

d'où 


►27T 
2ïT 


t/o      1  —  rcosp  — 


rcosp  —  y7 —  1 


rsinp 


Jf*2,r  (1  —  rcosp  -f  V^"""1  r*inp)   , 
0  1  —  2rcos/?  -+-/•* 

et,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  imaginaires, 

Qw  (1  —  rco%p)dp    


X 


0       1  —  2  rcosp  -h  r2 
(a)  ! 

o. 


Je  21c 
o     ~ 


2 rcosp 


I 
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Cette  dernière  formule  est  d'ailleurs  évidente,  puisque 
les  éléments  de  l'intégrale  qui  correspondent  à  des  valeurs 
de  p  dont  la  somme  est  27T  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires. 

483.  On  trouve  directement  la  formule  (i)  en  obser- 
vant que  la  fonction peut  être  développée  en  une 

série  convergente  quand  le  module  de  z  est  moindre  que 
l'unité.  En  effet,  dans  ce  cas, 


I—  * 
d'où  résulte  la  série  convergente 

r**  dp      r™      rn       r*n  , 

Mais  on  a 

•3  7T 


•  •  •  • 


o 


et,  d'ailleurs,  pour  tout  exposant  positif  différent  de  zéro. 


o  Jq 


donc 


i  =  27T. 

Jo       l~z 


484.  Faisons  dans  la  formule  (II)  /(z)  =  e*\  Cette 
fonction,  ainsi  que  sa  dérivée,  est  finie  et  continue  pour 
toute  valeur  de  z,  et  n'a  qu'une  seule  valeur.  On  a  donc, 
quel  que  soit  le  module  /*, 

(3)  i  = 


i    r2n 


d'où  l'on  tire,  en  faisant  ar=  b  et  en  séparant  les  quan- 
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tîtés  réelles  d'avec  les  imaginaires, 

X*TC 
c*c«rcos(^sin/?)  dp  =  2?r, 

/»2ïT 

l      ^•/'sin  ( b sin /?)  <//>  =  o. 

t/o 

485.  Soit  encore 

/(«)  =l(i-«),     d'où     /'(«)  =  -      T 


I  —  z 


La  fonction  et  sa  dérivée  deviennent  infinies  pour  la 
valeur  2  =  1  dont  le  module  est  1 .  Il  faut  donc,  dans  la 
formule  (II),  supposer  r<^i  .D'ailleurs,  en  faisantcroître/> 
d'une  manière  continue  depuis  une  valeur  quelconque  « 
jusqu'à  la  valeur  a  -h  arc,  la  fonction  l(i  —  z)  reprendra 
pour  p  =  cl  -h  arc  la  valeur  qu'elle  avait  pour  p  =  a. 

En  efiet,  posons 

1  —  z  =  p(cosÔ  -h  \l — 1  sinô)  : 
p  et  6  seront  déterminés  par  les  équations 

pcosÔ=i — rcosp,     psinô  =  —  rsïnp; 

on  en  déduit 

p=  -4-  y^i  —  2TC0S/?  4-  Z"1, 

1  —  rcosp                .    A                 —  rsin» 
cosQ  =  ^ %      sinO  =  — =^r . 

yi  —  zrcosp  -+-  r2  yi —  2rcos/? -h  ra 

On  connaît  donc  cosô  et  sind  en  fonction  de  p.  Si  l'on 
donne  à  p  une  première  valeur  arbitraire  a,  on  a,  par  ces 
formules, des  valeurs  de  cosô  et  de  sind  auxquelles  corres- 
pondent une  infinité  de  valeurs  de  l'arc  0.  Choisissons  à 
volonté  une  de  ces  valeurs  que  nous  désignerons  par  c. 
En  faisant  croître  p  d'une  manière  continue  depuis  a 
jusqu'à  a  -p-  aîr,  les  valeurs  de  cos0  et  de  sind  varieront 
par  degrés  insensibles,  et  reviendront,  pour  p  =  a  -f-  arc, 
égales  à  leurs  valeurs  initiales  pour  p  =  a.  Par  consé- 
quent, l'arc  0  variera  aussi  d'une  manière  continue  à 
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partir  de  sa  valeur  initiale  S  qui  correspond  à  p  =  a,  et 
quand  p  atteindra  la  limite  supérieure  a  H-  arc,  0  sera 
revenu  à  sa  valeur  initiale  S,  ou  bien  il  en  différera  d'une 
ou  de  plusieurs  circonférences.  J 

Mais  si  Ton  suppose  r  <i,  je  dis  qu'on  aura  0  =  S  pour 
p  =  «  -+-  arc  comme  pour  p  =  a  ;  car  la  formule 

i  —  rco*p 

COS0  = 


v/i  —  2rcos/?  -h  r2 

fait  voir  que  si  l'on  a  /'  <i,  cos0  reste  positif  pour  toutes 
les  valeurs  de  p.  Donc  l'extrémité  mobile  de  Tare  varia- 
ble 0,  mesuré  à  partir  d'une  origine  fixe  sur  un  cercle,  se 
trouvera  toujours  dans  le  premier  ou  dans  le  quatrième 
quart  de  cercle,  et  puisque  son  sinus  et  son  cosinus  re- 
prennent pour  p  =  a  -f-  27T  leurs  valeurs  pour  p  =  a9 
l'arc  0  lui-même  reprendra  pour  p  =  a  -+-  arc  la  valeur  6 
qu'on  lui  avait  assignée  pour  p  =  ct. 
Ayant  posé 

I  —  z  =  p(cos0-f-  y7— i  sinO)  =zpe9'<*9 
on  a 

et  la  formule  (H)  nous  donne 

(5)  0=z     ^(ip-f-ey711!)^, 

*/ o 

équation  qui  revient  aux  suivantes  : 

J/»27T  

I       1(^1  —  2  r  cosp  -f-  r1  )  <fy>  =  o, 
0 
l6)  \ 

I       arc  tans —  dp  =  0. 

J0  D  1  —  rcos/7 

DÉVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS. 

486.  M.  Cauchy  a  fait  servir  la  formule  (I)  au  déve- 
loppement des  fonctions  en  séries,  et  il  en  a  déduit  les  con- 
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dirions  sous  lesquelles  ces  développements  sont  conver- 
gents. Il  est  arrivé  ainsi  è  ce  théorème  remarquable  : 

Une  fonction  F(x)  d'une  variable  x,  réelle  ou  ima- 
ginaire, peut  être  développée  en  série  convergente  sui- 
vant les  puissances  entières  et  positives  de  x,  tant  que  le 
module  de  x  est  moindre  que  celui  pour  lequel  Injonction 
ou  sa  dérivée  première  devient  infinie  ou  discontinue. 

D'après  ce  théorème,  dont  la  démonstration  est 
donnée  par  M.  Laurent  dans  V Appendice,  les  fonc- 
tions 

e*,     sin-r,     e*%,     cos(i  —  x*)9 

et  leurs  dérivées  premières,  ne  cessant  jamais  d'être 
finies  et  continues,  seront  toujours  développantes  suivant 
les  puissances  ascendantes  ae  x.  Mais  les  fonctions 

- ->     '  t     l(i  —  x),     arctang-r, 

I  X  I   -h  y7  I   J? 

et  leurs  dérivées,  cessant  d'être  continues  quandle  module 

de  x  devient  égal  à  l'unité,  ne  seront  développables  que 

si  ce  module  est  moindre  que  l'unité.  Les  séries  obtenues 

pourront  devenir  et  deviendront  en  effet  divergentes  si  le 

module  de  x  surpasse  l'unité. 

i 

Enfin  les  fonctions  ljr,  ex,  cos  -  devenant  discontinues 

.r 

avec  leurs  dérivées  pour  x  =  o,  et  par  conséquent  lorsque 
le  module  de  x  est  le  plus  petit  possible,  elles  ne  seront 
jamais  développables  en  séries  convergentes  ordonnées 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

487.  Les  dérivées  des  fonctions  que  nous  venons  de 
nommer  deviennent  infinies  et  discontinues  en  même 
temps  que  ces  fonctions.  S'il  en  était  toujours  ainsi,  on 
pourrait,  dans  l'énoncé  du  théorème  général,  omettre  la 
condition  relative  à  la  dérivée  première;  mais  on  n'a  pas, 
à  cet  égard,  une  certitude  suffisante. 


3* 
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DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES. —  DÉFINITION.  — PROPRIÉTÉS 
DE    L'iNTÉGRALE    DE    PREMIÈRE    ESPÈCE. 

488.  On  nomme  intégrale  eulérienne  de  première  es- 
pèce et  Ton  représente  par  B  (/?,  q)  l'intégrale 

(i)  f  xP-l[i  —  x)*-xdx9 

Jo 

dans  laquelle  p  et  q  désignent  des  nombres  positifs.  On 
verra,  comme  précédemment  (460),  que  l'intégrale  (i) 
aurait  une  valeur  infinie  si  p  ou  q  était  négatif  ou  nul. 

L'intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce  est  l'expres- 
sion déjà  considérée  (460,  463) 

r(n)=(      c-'xn-ldx  =  /    (l-j       dz. 

489.  L'intégrale  de  première  espèce  peut  se  mettre 
sous  lune  des  deux  formes 


x 


7T 
00        „»_!  1„  /"•  2 


-^ — ^-,      2  /     (sinO)V-'(cose)'*-'rf0, 

en  posant  x  =  — — —  dans  le  premier  cas,  x  =  sin*  0  dans 
le  second. 

490.  L'intégrale  de  première  espèce  est  une  fonction 
symétrique  de  p  et  de  q  $  car  si  l'on  pose  x  =  i  — yy  on  a 

B{p9q)=f  [i-jr)F-lj*-ldjr  =  B(q,p). 
On  a  donc 

(2)  B(/>,  q)=B(q>P). 

491.  On  peut  diminuer  d'une  unité  chacun  des  expo  • 
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sants  p  et  q.  Car,  eu  intégrant  par  parties,  on  a 
/  xP(\—  x)l-ydx=—  ^  -f-  ^  IxP-1  (l—  jr)f-"  (i  —  x)dx 

£  I xP-x[\—x)l-xdx—-  |^(i—  x)l-*dx-, 


__       sP(l—x)9 

donc,  en  prenant  pour  limites  o  et  i, 

(3)  B(/>  +  i,9)  =  £B(/>f9)--£B{f +  f,?). 

H  H 

d'où 

(4)  fi, >  H- i,?)  =  ^^B  (,>,?;; 

on  aura  de  même  * 

(5)  B(pyg^i)=-^-  B(p9q\ 

p  -h  q 


RELATIONS  ENTRE  LES  INTÉGRALES  DE  PREMIERE 
ET  DE  SECONDE  ESPÈCE. 

492.  Toute  intégrale  de  première  espèce  peut  s'expri- 
mer au  moyen  de  deux  intégrales  de  seconde  espèce. 

En  effet,  si  dans  l'intégrale  T  (p)  on  change  x  en  j  % 
on  aura 


w=*jC 


30 

-»>~3D—  I 


On  aura  aussi 


T(p)=z2.  /      e-ry**-*dj. 


Jf»0O 
e-z*x*l-ldx; 
o 


donc 


o      Jo 


Le  second  membre  représente  le  volume  compris  entre 
la  surface  qui  a  pour  équation 


z  =  e-^-^x't-^'P-* 
et  les   plans  coordonnés;   en  prenant  des  coordonnées 

Stgem.  —  jJn.t[l.  3 
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polaires  /■  et  Ê,  ce  volume  sera  encore  représenté  par 


ir 


Or,  le  premier  facteur  est  égal  à  B  (p9  q)   (489),  et  le 
second  à  Y  (p  -h  q)  ]  on  a  donc 

r(p)T{q)  =  B[p,q)r(p  +  q), 

d'où  ,    %      ,    . 

»,  N         rlp)T(q)_ 

(0  B(**)  =  r^  +  9) 

493.  Si  dans  le  premier  membre  de  l'équation  précé- 

•         u 
dente  on  pose  x  =  -*  on  aura 

I     ^r       Â*-»        «  ~~  r(/?-4-7)* 

d'où  ,    ,  x 

/.a  r(«)rf<7^ 

«/o 

INTÉGRALES    MULTIPLES    QUI    ^EXPRIMENT    A    LAIDE 

DES   FONCTIONS    T. 

494.  La  formule  (2)  est  un  cas  particulier  d'une  for- 
mule plus  générale  au  moyen  de  laquelle  on  exprime  par 
des  fonctions  T  l'intégrale  multiple 

f  f  r...Jf-,j-«-'2p"'---(«  —  x-x  —  «•  •   )-'dxdxdz..., 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x, y,  2, . . . ,  qui 
satisfont  à  l'inégalité 

x  H-  r  -!-  z  -+-•••  <C  a- 
En  effet,  soit,  pour  fixer  les  idées,  l'intégrale  triple 
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J'intègre  d'abord  par  rapport  à  z ,  et  j'ai  pour  résultat 

T(r)T(s) 
v  Ji  T[r-\-s) 

Multiplions  par  yq~ldy  et  intégrons  par  rapport  à  y 
depuis  y  =  o  jusqu'à  y  =  a  —  x,  nous  aurons 

(a  —  x  ?+'+'-«  -A?'     v    ^   /  -±-2— U, 

r(y  +  r  +  *)     r.ir-f-j) 

ou 

r(flr)r(r)  rfj) 

r(tf-+-r-h*) 

Enfin,  multiplions  par  xp~*dx  et  intégrons  de  x  =  o 

à  x  =  a,  il  vient 

,  *  T(p)V[g)r(r)T(s) 

Si  dans  cette  formule  on  fait  j  =  i ,  a  =  i,  on  aura 


///• 


J  J         r(/^-hy-f-/--+-i) 


l'intégrale  étant  prise  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  a:, y>  z  qui  satisfont  à  l'inégalité 

*  -4-  y  ■+-  z  <C  !  • 

495.  De  là  on  déduit  la  valeur  de  l'intégrale 

B=  j   j   lxP-lyi-izr-<<Ixdfdz, 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x, y,  z  pour  les- 
quelles la  somme  (-J   4- (4-)    -+-(-]    est  inférieure 
ou  au  plus  égale  à  i .  Car  en  posant 

(=)•=,  (*)'-..  (:)'-«. 

l'intégrale  cherchée  devient 


p  q  r 

aPbltf    n  n  "        *    """'    — ' 


*  IIP' r  r  «*«• 

3. 
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avec  la  condition  \  -+-  m  -h  f  <[  i.  Donc 


(2)  "*r 


1>  =  — ^ ; r  • 

I P       7       r 

\«       P       7 


APPLICATIONS    A    LA    RECHERCHE    DES    VOLUMES 
ET    DES    CENTRES    DE    GRAVITÉ. 

496.  La  formule  (a)  permet  d'obtenir  le  volume  compris 
entre  les  plans  coordonnés  et  la  surface  dont  l'équation  est 


3MiH;)'=- 


Par  exemple,  en  faisant  a  =  (î  =  y  =  a,p  =  fj=zr  =  i , 
l'intégrale  désignée  par  B  (495)  représentera  le  volume  V 
du  8e  de  l'ellipsoïde  dont  les  axes  sont  ia,  ai,  2c.  On 
aura  donc 


V  = 


abc  [r(ï)T 


8  r(\ 


mais  (461) 

3        \  _  3     /3\  __  3 

a  ~hï)~'  ^     U)"~4I  \t. 


d'ailleurs  (492,  471) 


r(-j==2/      e~xtdx  =  \fï> 


donc 


V  = 


6 


497.  Si  l'on  demande  les  coordonnées  xx,yu  zx  du 
centre  de  gravi  té  de  ce  volume,  il  faudra  prendre  la  formule 


Vx,  =.    !    !    j  xdxdydzt 
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et  l'on  aura,  en  faisant  a  =  /3  =  7  =  a,  p  =  a,  <y  =  /•  =  i, 

,_~8  r(3j         -"ÏS~* 


d'où 


x'  =  8a- 


3  3 

On  trouverait  de  la  même  manière yt  =  g  5,  z,  =  g  c. 


EXERCICES. 

1 .  Démontrer  la  relation 

rU)r(;)rG)-r(^)=>">^ 

n  désignant  un  nombre  entier  et  positif. 
J  (x-+-/<)«^ 


»— i 


/**(!  +  //)«  T(«-h6) 


3.  r^=ifa=ïii 


4. 


Jo  2 
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QUARANTIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES 
ET  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 

Condition  d'intégrahilité  et  intégration  dans  le  cas  de  deux  variables.  — 
Extension  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  —  Équations 
différentielles.  —  Définitions.  —  Équations  du  premier  ordre.  —  Sépa- 
ration des  variables.  —  Équations  homogènes.  —  Équations  rendues 
homogènes. 


CONDITION    d'iNTÉGRABILITÉ    DES    FONCTIONS    DE    DEUX 

VARIABLES. 

498.  Intégrer  une  expression  différentielle  de  la  forme 
Mdx  +  NV/j-  -4-  Vdz% . . ,  c'est  chercher  une  fonction 
de  x,j^,  s...,  dont  cette  expression  soit  la  différen- 
tielle totale.  • 

Une  différentielle  relative  à  une  seule  variable  a  tou- 
jours une  intégrale  (I,  320)*,  il  n'en  est  pas  toujours 
ainsi  d'une  fonction  différentielle  de  plusieurs  variables, 
et  certaines  conditions  doivent  être  remplies  pour  qu'une 
telle  expression  soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction. 
En  effet,  si  u=f(x,j  ),  on  a 

du  du 

du  =z  — -  dx  -h  —  dy, 
dx  djr 

et 

f  du  ,  du 

d  —        d  — 

dx  dr 


—  i 

donc,  si  Mdx  H-  Nrfy  représente  la  différentielle  totale 
de  la  fonction  u,  on  aura 

du        m.       du 
dx  dy 

et 

w  dy~~~dx" 
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L'expression  Mdx  -f-  Nr/y  ne  pourra  donc  être  intégrée 
si  celle  relation  n'a  pas  lieu. 

499.  Si  la  condition  (I)  est  remplie,  Mdx-\-Ndy  sera 
la  différentielle  totale  d'une  fonction  u.  En  d'autres 
termes,  il  existera  une  fonction  u  telle  que  Ton  ait 

du        mm         du 
dx  dy 

En  effets  cherchons  une  fonction  u  telle  que  Ton  ait 
(i)  du  =  Mdx  +  Ndy. 

La  fonction  cherchée,  devant  avoir  Mdx  pour  différen- 
tielle par  rapport  à  jr,  sera  égale  à  l'intégrale  de  Mdx 
augmentée  d'une  quantité  <p  (y)  indépendante  de  x,  mais 
fonction  dey,  u  sera  donc  de  la  forme 


en  posant  v 


«  z=  /  Mdx  h-  <p(j)  =  v  -h  y{y)> 
=  IMdx. 


du 


Il  reste  à  déterminer  <f(y)  de  manière  que  —  =  N. 

y 
Or,  on  a 

du        dv         dy 

<lf  ~~  dy        dy 

d'où 

Ûl  —  x  —  — . 
<<y~~L        dy 

On  voit  par  la  que  N ne  doit  pas  contenir  x. 

On  aura  donc 


(-  -  a 


OU 


=  0 


dx         dx  ay  dy 


4°  COURS    D'ANALYSE. 

On  retrouve  ainsi  la  condition 

I  dJS_dM 

i  dx         dy 

Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura 

et,  par  suite, 

(2)  u  =  Cudx  +  CU-^\  dy. 

Exemple  : 


On  a  : 

dVL lyx      cJN 

dy  ""«       { x  —y?        dx  ' 


■-/■ 


Mdx  +f[y)=\x+  -£—  H-  ,  (jr);  ' 


</«<        <fo        dy        zxy  —  y7       dy 


xJ 


dy       dy        dy         {x—yf         dy        (x—  y)2       y' 
-1  =  1--,      ?=r--|r  +  C; 

4r  y 

«  =  — - — h  l  -  -+-  c. 
•r  — y      y 


EXTENSION    AIT    CAS    DE    PLUSIEURS    VARIABLES. 

500.  Soit 

c'est-à-dire 

du       mm       du      __        du       ^ 
-  =  M,     Ç  =  H,     ^  =  P; 

on  aura 

.  du  du  %du         %du  ,du         _  cfa 

d —        d —        d —        d —        d —        d  — 
dx  dy  dx  dz  dy  dz 

dy  dx  dz  dx  dz  dy 
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ou  bien 

*     '  dy  dx         di         dx         dz         dy 

Telles  sont  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  formule 
proposée  soit  intégrablc. 

501.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies, 
la  formule  proposée  est  intégrable.  En  effet,  cherchons 
une  fonction  u  telle  que 

(i)  du  =  Mdx  +  Tidy  4- P<fe. 

Puisque  la  différentielle  de  u,  par  rapport  à  x,  doit  être 
M/£r,  on  aura 

«=' jMdx:-i-i(y,  z)  =  9  -4-  y (y,  z), 

en  posant  v=  I  Nldx. 

Maintenant  il  faudra  que  Ton  ait 


c'est-à-dire 


ou  bien 


du  du       ^ 

5P  =  N'    *  =  p' 


dp        d*  d»        d<p        ^ 

dy       *dy  dz        dz 


«7"  07-        as  ttz 


Or,  — ï-  et  -~  ne  doivent  contenir  que  /  et  «,  par  hy- 
pothèse ;  donc  on  aura 

aU  dx 

ou 
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En  outre,  la  fonction  cf  doit  satisfaire  à  la  condition 

dd-i   dd-i 

€iy  dz 

»    _^____  • 

dz    ~~    dy    ' 

on  aura  donc 


/  <h\  {  dv 


dz  dy 

OU 

rfN        d  P 


) 

—  5 


(3) 


dz  dy 

Si  les  trois  conditions  (a)  et  (3)  sont  remplies,  il  exis 
tera  (499)  une  fonction  <p  dejr  et  de  z  telle,  que 

*-("-£)*--('-£)* 

et  l'on  aura 

502.  La  méthode  précédente  s'étend  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables.  En  général,  — ■ ■  est  le  nombre 

des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'intégra- 

bililé  d'une  formule,  n  étant  le  nombre  des  variables. 

« 

ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.  DÉFINITIONS. 

503.  On  nomme  équation  différentielle  du  niimm  ordre 
une  relation  entre  une  variable,  une  fonction  de  cette 
variable,  et  les  dérivées  ou  différentielles  de  divers  ordres 
de  cette  fonction  jusqu'au  nièm'  ordre  inclusivement. 

Une  équation  différentielle  du  premier  ordre  à  deux 
variables  sera  donc  de  la  forme 

F(*'r'ê)=°- 

En  la  résolvant  par  rapport  à~j  on  aura  une  ou  plu-. 

dJS 
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sieurs  équations  de  la  forme 

~  =f(x,  /),     ou      Mdx  -+-  Ndy  =  o 
dx 

M  et  N  étant  des  fonctions  connues  de  x  et  dey. 

IIS  TÉG  RAT  ION    DES    ÉQUATIONS    DU    PREMIER    ORDRE.   

SÉPARATION    DES    VARIABLES. 

504.  L'intégration  s'effectue  immédiatement  quand  les 
variables  peuvent  être  séparées,  c'est-à-dire  quand  il  est 
possible  de  mettre  l'équation  sous  la  forme 

1  (a)  d*  =:  $  fy)  tljr ; 
on  aura 


/  ç  ( j?)  dx  —  i  i 


+  (r)  4r  +  c- 


C'est  ce  qui  arrive  si  l'équation  est  de  la  forme 
on  sépare  les  variables  en  écrivant 


Cp     JT;  f/vT  = 


505.  Exemples  : 
i°  x"*^r  ■+-jr,,rfy  =  o, 

J l_  _r —  c. 

/ff  +  i        /l  -f- 1 

2°  x*dy  =  (y  -+-a)dx; 

cette  équation  revient  à 

<fr         dx 

y  +  a        x2 

Ou  eu  déduit 

X 
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ou 


y  ■+-  a  =  e       x. 


3°  xydx=z(a —  «r)(/ — b  )dy9 

d'où 


On  en  tire 


r  —  £   .  x  flx 

Z dy= 

y  a  —  x 

y*(a  —  x)—  =  Ce*+r. 

ÉQUATIONS    HOMOGÈNES. 

506.  On    peut  encore   séparer  les   variables  lorsque 
1  équation 

(i)  Mdx-hNdy  =  o 

est  homogène,  c'est-à-dire  quand  M  et  N  sont  des  fonc- 
tions homogènes  et  du  même  degré  des  variables  x  et  y. 
On  a,  dans  ce  cas,  m  étant  le  degré  de  l'homogénéité, 

"=*■*(:)»   «  =  *-+(;)• 

L'équation  différentielle,  divisée  par  x",  devient  donc 

(2)  ?(j)^++(i)^  =  °- 

Si  Ton  pose 

y 

—  =  *f      d'où     dy  z=xdz -+•  zdx9 
x 

l'équation  (a)  deviendra,  en  divisant  par  x[cf(z)-f-«^(2)]: 
(3)  dJ0L+.      ){*)<**      ___ 


d'où 


■s 


f(*j  -f-x+l») 
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507.  Exemples.  —  i° 


45 


(«) 


xiif  —  ydx  =  dx  /?+7' 


Cette  équation  est  homogène  et  du  premier  degré.  En 
appliquant  la  méthode  précédente,  on  la  ramène  d'a- 
bord à 

tir  dz 


x 


yi-hï" 


d'où  Ton  tire,  en  intégrant, 


\x  =  \c  {z  -+-  y7!  -\-zl\ 


ou 


œ 


=  c: 


z-hiji-t-z* 
ce  qui  donne,  en  remplaçant  z  par  -?  et  en  faisant  dispa- 


raître le  radical, 


x1  =  2  cy  H-  ca. 


On  parvient  à  l'équation  différentielle  (i)  quand  on  ré- 
Fig.  106.  soul  ce  problème  :  Trouver  une 

courbe  MNP  telle,  que  le  rayon 
vecteur  OM  soit  égal  au  seg- 
ment OT  compris  entre  V ori- 
gine et  le  point  oh  la  tangente 
MT  rencontre  Vaxe  des  y.  D'a- 
près l'équation  (2),  celte  pro- 
priété appartient  à  toutes  les 
paraboles  qui  ont  pour  axe  la 

droite  Ojr  et  pour  foyer  le  point  O. 


xdx  -t-jrdjr  =  znjrdx. 


On  trouve 


lx 


It= 


zdz 


inz 


-2 


=c, 
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ou 

la:  -+-  -  1  (i  —  inz  -4-  z7)  -+-  I   =  C. 

2  J     I  —  0.//Z  -h  Z' 

Quand  n  =  i,  on  arrive  à  l'équation  intégrale 

.r 

(x—y)ex-'=C. 

3»  f^  =  Ç 

En  différcn  liant,  on  a 

3y7xdy  —  Y*ar 

Jdx=. — -_-_ , 

équation  homogène  dont  l'intégrale  est 

* 

On  a 

/*+   f {JL±1!*± =Cf 

J  m  -+-  (  «  -h  /y  )  z  -h  ?3* 

et  l'intégration  peut  toujours  s'achever. 

ÉQUATIONS  QUE  l'on  PEUT  RENDRE  HOMOGENES. 

508.  On  peut  quelquefois  rendre  homogène  une  équa- 
tion qui  ne  présente  pas  ce  caractère.  C'est  ce  qui  arrive 
pour  T équation 

(i)  (a  -+-  mx  -+-  ny)  dx  H-  (b  -+-  px  -h  qy)  dy  =  o. 

En  posant 

x  =  x'  +  a9      jr=y'-+-%, 
on  a 

(fl+wa  -+- «6  -\-mx'-\-  ny')dx'-h(b  -\-pz  ■+- q%  -\-p.r'-\-  qy')  dy'. 

Il  suffira,  pour  rendre  cette  équation  homogène,  de 

poser 

a  -+-  m  a,  -+-  /i  6  =  o , 

b  ■+-  P&-+-  q&  =  oj 
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d'où  l'on  tire 

bn  —  aq  eip  —  bm 

a  r— î       6  = ? 

mq  —  np  mq  —  np 

et  il  restera  l'équation 

(a)  (/wx'-f-  ny')  dx>  -h  [px' -4-  qyr)  dy'.-  o. 

5(>9.  Cette  transformation  est  impossible  si  mq — np=o. 
Dans  ce  cas,  onaç=— ,  et  l'équation  (i)  devient 


m  (a  +  WJ+  /ij)  tf.r-4-[/7?£  H-  (mx  -4-  «j)/>]<(r  =  0. 


On  pose 

jwj:  -+-  ny  =  2, 

d'où 

4r  =      „-     ; 

il  en  résulte 

/w  [a  -4-  *)dlr  -f-  (g/w  -\-p*) =  0 

et 

(  bm  -4-  pz)dz 

(3)  mdx=z  - — x- '—L r-, 

*    '  bm  —  an  -+-  (p  —  n  )  z 

équation  où  les  variables  sont  séparées. 

Si,  en  môme  temps  que  mq  —  np  ==  o,  on  a  q  =  o, 
il  faut  que  n  ou  p  =  o,  et  les  variables  se  séparent  immé- 
diatement. 

510.  L'équation  (1)  peut  encore  s'intégrer  en  posant 

a  -h  mx  -4-  ny  =z  //,     b  -4- /jjf  +  (/;  =  p; 

d'où 

/w f/j?  -f-  ndy  =  r/a,     pdx  -h  qdy  =  dv. 

Les  valeurs  de  x,#y,  <£r,  rfp,  tirées  de  ces  équations  et 
substituées  dans  la  proposée,  conduisent  à  une  équation 
homogène  en  u  et  v. 
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EXERCICES. 

1 .  Intégrer  l'équation  différentielle 

Solution  : 

x>(T-xY far-f- (y/73 -3)^1^ 

2.  (ty'la:+ia*)dx +y*dy  =  o. 
Solution  : 

r 

3.  ^/-/,à  =  (j+/j^    **/.*. 

Solution  : 

l 


QUARANTE    ET    L'ffTtlME    LEÇON.  49 
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SUITE  DE  I/INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER 

ORDRE. 

Équations  linéaires.  —  Équations  qui  se  ramènent  aux  équations  linéaires. 
—  Problème  de  de  Beaune.  —  Problème  des  trajectoires.  —  Équations 
dn  premier  ordre  et  d'un  degré  quelconque.  —  Cas  où  l'équation  ne 
renferme  pas  explicitement  les  variables,  ou  Tune  des  variables. —  Cas 
où  Téquation  peut  être  résolue  par  rapport  à  Tune  des  variables 


ÉQUATIONS    LINÉAIRES. 

544.  On  appelle  équation  linéaire  du  premier  ordie 
une  équation  de  la  forme 

(0  %  +  *>=<*> 

dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  de  x.  Pour 
l'intégrer,  on  pose 

d'où  l'on  tire 

On  peut  prendre  à  volonté  un  des  facteurs  de  y  :  en 
posant 

.  ~ .  fin 

0)  ^  +  p«=°. 

Téquation  (a)  se  réduit  à 

(4)  4  =  Q 

L'équation  (3)  donne 

—  =—  P<£r,      d'où     lu  = —  /  PriLr,     ou      tt  =  *-/P'*. 
Sturm.  —  An.%  H.  \ 
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On  n'ajoute  pas  de  constante  à  cette  intégrale,  parce 
qu'il  suffit  qu'une  valeur  particulière  de  u  satisfasse  à 
l'équation  (3). 

En  remplaçant  u  par  e~frdx  dans  l'équation  (4),  on 
aura 

^  =  Qe/p*,      d'où     *  =  fQeSM'dr  -h  C, 
et,  par  conséquent, 

512.  Exemples. 

dy 

1°  -^—  -5-  v  —  3* 

1  d*^X~      ' 


='-"-{f 


*>eSd'dx-hC)'> 


ou 


y  — O-'-f-  :r*—  3x*  -+-  6 x  —  6. 

dy 
2°  (i  -h*2)  -f-  —  jrr  —  a. 

dx 


Ici 


I-f-  .r2  J  Jl  +  ^ 


donc 
Mais 


il 


C; 


V^ 


donc 


j^  =  a.r  H-  C  y7 I  H-  x*. 
ÉQUATIONS    QUI    SE    RAMÈNENT    AUX    ÉQUATIONS    LINÉAIRES. 

513.  On  ramène  aux  équations  linéaires  les  équations 
de  la  forme 

dy 
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on 

J       dx 

y\—n 

En  effet,  si  Ton  pose  - =  z,  d'où  y~~adjr  =  dz,  on 

aura  l'équation  linéaire 

514.  On  peut  encore  opérer  directement  sur  l'équation 
proposée  comme  on  l'a  fait  au  n°  51 1 .  En  posant  y=  uz, 

on  aura 

dz  [du  \ 

«— -+-z(  —  -4-Ptt)  =  On"  s", 
dx  \dx  ] 

équation  qui  se  partage  en  deux  : 


du       «  dz      ^ 

dx  dx 


On  en  tire 


z'-*  =  (i  —  n)(  !  Qe*l-*V**dx  -f-  C  ) , 
et  enfin 

y—  =  (i  —  «)  *(— «)/**  f  iqei^S^dx  -h  C\  • 

515.  On  peut  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation 

(i)  J-»-P7  =  Q.r8  +  ft, 

quand  on  en  connaît  une  intégrale  particulière.  Soit  u 
une  fonction  qui  satisfasse  à  celte  équation  sans  renfer- 
mer de  constante  arbitraire.  Posons  y  =  u  -h  z,  il  vient 

du         dz 

—  -f-  —  -+-  Pa-f-  Pzz=Qa'-f-  20  uz  -f  Qa'  +  R; 

dx        dx 
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mais  on  a,  p?.r  hypothèse, 

du 

—  +  P«  =  Q/i>-f-K; 

(IX 

l'équation  (i)  se  réduit  donc  à 

dz 

(2)  _-+-(p_2Q„)z=Q3' 

qu'on  sait  intégrer  (513). 
Par  exemple,  l'équation 

dy 

^-t-Pj  —  Qj'-f-H-px  —  q  x> 

CLJT. 

est  satisfaite  par  j'  =  r,  et  se  ramène  a  l'équation 

4-  H-  (P  —  2Q.r)2=Q«*. 
dx 

Si  l'équation  renfermait  une  puissance  dey  supérieure 
à  jps,  la  même  substitution  ferait  disparaître  R,  mais  elle 
introduirait  de  nouvelles  puissances  de  z. 


PROBLEME    DE    DE    BEAU  NE. 

516.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  sous-tangente 
soit  à  l'ordonnée  comme  une  ligne  constante  est  à  la 
différence  entre  /' ordonnée  et  r  abscisse. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  est 

dy  __  .r  —  * 

dx  a 

OU 

dy         I  i 

de        a  a 

équation  linéaire  et  du  premier  ordre.  En  appliquant  la 
formule  du  n°  511,  on  trouve  pour  intégrale 

(r) 

y  =  x  H-fl  -f-C*Va/ 


a 
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Cette  équation  se  simplifie  quand  on  prend  pour  axe 
Fîg.  107.  des  x1  la  droite  qui  a  pour  équa- 


tion 


y  =■*  -4-*, 


y^    O  T 


en  conservant  le  même  axedesj'; 
les  formules  de  transformation 
sont  dans  ce  cas 


x?  x1 

y  =  y'+  —  +a,     xr=  — , 

y/ 2  \1 

et  l'équation  de  la  courbe  devient 


PROBLEME    DES   TRAJECTOIRES. 

517.    Trouver  une  courbe  qui  coupe  sous  un  angle 
donné  toutes  les  courbes  renfermées  dans  V équation 

(l)  -    F(jt,j-,  a)  =  o, 

a  étant  un  paramètre  variable. 

Soient  xetj  les  coordonnées 
du  point  M  commun  à  Tune  des 
courbes  A  6  et  à  la  trajectoire 
CD,  m  la  tangente  de  l'angle 
donné,  enfin  T'  et  T  les  angles 
que  les  tangentes  à  la  courbe  AB 
et  à  la  trajectoire  au  point  (x,  y) 
font  avec  Taxe  des  x  \  on  a 

tangT  —  tangT 


Fi  g.  108. 

V 

/D 

J^^pi 

T 

^^^1    /(c 

T      0 

T 

x 

m 


'Vf 


Mais 


i  -+-  lang  !  tang'l 


tangT  =-, 
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donc 


d¥\  d? 

dy  dx    \  dy        dx 

£F    \  =  ~di~^~dï 
dy  /  dy 


m{    l-dx7ï  |  =  S  +  rfFf 


ou  encore 


/d¥       d¥  dy\        rfF       d?  dy 
v    '  \r/7"         dx  dx  J         dx         dy  dx 

L'élimination  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (2)  donnera 
l'équation  différentielle  du  lieu. 

518.  Soit,  par  exemple, 

y*  =  ax*. 

On  aura 

///  (  nyn~x  -4-  apxP~x  -~  )  4-  apxP~x  —  nr"~l  -J-  —  o. 
\  «jr  /  *  dr. 

Si  Ton  élimine  a,  après  avoir  multiplié  la  dernière  équa- 
tion para:,  on  aura,  en  divisant  par  j  -""*, 


_<<r\  __  ^  4r 

*/x  /  dx 


m  [nx  +  />j  J-     —  **  -£-  -f-  />/  ~  o, 


ou 


(/w/y  —  nx)  —  -f-  w/ix  +  />r  =  o, 

équation  homogène  que  Ton  sait  intégrer. 

En  particulier,  si  Ton  suppose  n  =  p  =  1,  cVsl-à-dire 
si  Ion  demande  les  trajectoires  des  droites  représentées 

par  l'équation 

yz=ax, 

» 

l'équation  différentielle  sera 

m  (xdx  -f- ydy)  -+- ydx  —  xdy  =  o; 
divisée  par  x'-f-y*  et  intégrée,  elle  donne 

1  Y 

m\[xi  +  y2y  =  arctang' — h  C, 
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et,  en  prenant  des  coordonnées  polaires, 

6+c         e 


m\r—  0-4-C,     ou     r=e   m    —cem. 

Donc  les  courbes  qui  coupent  sous  le  même  angle  toutes 
les  droites  menées  par  l'origine  sont  des  spirales  logarith- 
miques semblables,  ayant  cette  origine  pour  point  asymp- 
lolique. 

519.  Le  problème  des  trajectoires  se  simplifie  quand 
l'angle  donné  est  droit.  Dans  ce  cas,  les  trajectoires  sont 
dites  orthogonales,  et  l'équation  différentielle  résulte  de 
l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

F  (*,  r,  a)  =  o,      —  dy  -  —  dx  =  o . 

Ainsi,  dans  l'exemple  du  n°  518,  il  faut  éliminer  a 

entre  les  équations 

dy 
yH  =  axPy     ny*~l  -f-  paxP~x  ~  =  o, 

ce  qui  donne  l'équation 

dy 

dont  l'intégrale  est 

Suivant  que  n  et  p  seront  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires,  cette  équation  représentera  une  infinité  d'el- 
lipses ou  d'hyperboles  semblables  et  concentriques. 

Si  l'on  se  proposait  de  chercher  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  courbes  données  par  l'équation 

on  devrait  évidemment  retrouver  l'équation 

yn  =  axP 

dans  laquelle  a  est  une  constante  arbitraire. 
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ÉQUATION   DU  PREMIER  ORDRE  ET  d'un  DEGRÉ  QUELCONQUE. 
CAS  OU  L'ÉQUATION  NE  CONTIENT   PAS   EXPLICITEMENT 

x  -et  y. 

520.  Soit 

F(*'''S)=0' 
ou,  en  posant  -jf-  =  p, 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  d'un  degré 

quelconque  par  rapport  à  -f-»  S'il  est  possible  de  la  ré- 

et  je 

soudre  par  rapport  à  i  on  aura  une  ou  plusieurs  équa- 
tions du  premier  degré  que  Ton  tâchera  d'intégrer. 

521.  Si  l'équation  se  réduit  à 

et  qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  à  py  on  aura  plu- 
sieurs valeurs  de  p  : 

p=za,    p  =  *'9     p  =  a", .    .  ; 

de  là  les  solutions 

y  =  olx  -4-  C,      y  =  x'x  4-  C\  .  . . , 

comprises  dans  l'équation  unique 

(y  —  ax  —  C)  (y  —  olx  —  C)  ( y  —  *"x  —  C") .  .  .  =  o. 

On  ne  diminue  pas  la  généralité  de  cette  intégrale  en 
admettant  que  la  même  constante  arbitraire  C  entre  dans 
tous  les  facteurs;  l'équation  précédente  peut  alors  s'écrire 


ou  bien 

F 


(^°)=* 
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résultat  qu'on  obtiendrait  encore  en  éliminant  a  entre  les 

équations 

F(a)  =  Of      y  =  ax  +  C. 


Exemple. 


on  aura 


d'où 


y  =  ±  ax  -4-  C. 

ÉQUATIONS  QUI  NE  RENFERMENT  PAS  l'uNB  DES  VARIABLES. 

522.  Supposons  maintenant  que  l'équation  différen- 
tielle ne  renferme  pas  j-  et  qu'elle  soit  de  la  forme 


P  (|, .)  =o. 


1° 


dy 
Si  Ton  peut  la  résoudre  par  rapport  à  ~  et  en  tirer 

on  aura  y  =  \f  (x)  dx,  et  le  problème  sera  ramené  à 
une  quadrature. 

Exemples. 
On  en  tire 

f=±l  sjaxdœ  =  ±  -  x  \jax  -h  C, 
OU 

}      9 

dy*        .  x  dy 

2°  ~ •  —  la  +  x)  —  -{-ax  =  o. 

ax*  ax 
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On  déduit  de  cette  équation 


d'où  les  deux  solutions 


xa 


y  —  ax  -+-  C,      ^  = h  C. 

523.  Si  l'équation  ne  peut  pas  être  résolue  par  rapport 
à,  p  mais  qu'on  la  puisse  résoudre  par  rapport  à  x,  on 
aura 

(0  *=/(». 

d'où 

dy  =  pdx=p.df(p), 


y=fp.df(P)  +  C, 


ou 


(2)  y=pf{p)-ff(p)dp  +  Q\ 

on  aura  l'intégrale  en  éliminant  p  entre  les  équations  (i) 
et  (a). 

524.  Si  l'équation  différentielle  ne  contient  pas  x  et 
qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  a  y9  on  aura 

y—f(ph    d*=  -    —  = — - — ' 

d'où 

J       P 

CAS    OU    L  ÉQUATION     PEUT     ETRE    RÉSOLUE    PAR    RAPPORT 

A  l'une  DES  variables. 

525.  Si  l'équation  contient  x, y  et  p,  et  qu'elle  puisse 
se  résoudre  par  rapport  à  Tune  des  variables,  j*  par  exem- 
ple, en  sorte  que  Ton  ait 
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on  aura 

dr9     ou     pdx  =  — -  dx  4-  — -  dp. 

dx  dp 

Si  Ton  peut  intégrer  cette  équation,  qui  est  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré,  la  relation  cherchée  s'obtien- 
dra en  éliminant  p  entre  l'équation  intégrale  et  l'équa- 
tion y  =  f{x9  p). 

526.  Prenons  pour  exemple  l'équation 

(i)  jr  =  *f(p)  +  l[p)f 

qui  ne  renferme  x  et  j*  qu'au  premier  degré.  On  a 

pdx  =  xf'[p)  dp  -hf(p)  dx  -4-  <?'  (p)  dj?, 
on 

dx    ■       f'[p)     x=-      *'{P)      - 


dp  '  f(p)  —  p  f[p)-p 

équation  qui  donne  (511  ) 

(2)    *=-*    J/W-P\  J^^cJApy-Pfy  +  cL 

En  éliminant  p  entre  les  équations  (x)  et  (2),  on  aura 
l'intégrale -demandée.  Ordinairement  celte  élimination 
n'est  pas  praticable,  parce  que  l'équation  (2)  contient  des 
fonctions  transcendantes  de  p  $  mais  alors,  en  donnant  à  p 
une  suite  de  valeurs  arbitraires,  les  équations  (1)  et  (2) 
détermineront  les  valeurs  correspondantes  de  x  ely. 

527.   Quand  f  (p)  =  p,  l'équation  (2)  est  illusoire. 
Mais  alors  l'équation  (1)  devient  l'équation  de  Ciairaut, 

(a)  jr=P*  +  ?{p)9 

et  en  différentiant  par  rapport  à  x,  on  aura 

pdx  =  pdx  -+-  xdp  -f-  y'  (p)  dp, 
d'où 

dp  [x  -f-  y'  (/?)]  =  o. 

Cette  équation  peut  être  satisfaite  de  deux  manières  : 
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i°  en  posant 

dp  —  o,    d'où    p  =  C, 

et,  en  substituant  celte  valeur  de  p  dans  (a), 

(P)  r=0-h<p(C); 

2°  en  posant 

(Y)  *-*-?'(/>)  =  o; 

on  en  déduira  pour/?  une  valeur  f(x)  et  Ton  aura 

(*)  r  =  *f(*)H-?[f(*)l. 

relation  qui  ne  contient  aucune  constante  arbitraire  et 
qui  ne  peut  être  déduite  de  l'intégrale  générale  en  don- 
nant à  la  constante  une  valeur  particulière. 

C'est  ce  qu'on  nomme  une  solution  singulière. 

628.  Les  droites  représentées  par  l'intégrale 

jr  =  Or -+- j  (C) 

sont  tangentes  à  la  courbe  ($).  En  effet,  si  Ton  prend  sur 
la  courbe  un  point  (x,y)  correspondant  à  une  valeur  ar- 
bitraire de/?,  on  a,  en  différentiant  l'équation  (o), 

dy  •  r    _l_   a    \-\dP 

s=/>-i-[*H-t(#0]S=J 

Donc,  en  donnant  à  p  une  valeur  quelconque  C,  on  a 

dy 
pour  ce  point  de  la  courbe  y  =  Cx  -h  <j>  (C)  et  -j-  =  C. 

Donc,  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite  qui  a  pour 
équation  y  =  Cx  -f-  <j>  (C). 

529.  Nous  avons  dit  que  la  seconde  solution  ne  pou- 
vait être  déduite  de  l'intégrale  générale  en  donnant  à 
la  constante  une  valeur  particulière.  Cela  suppose  que 
y' (p)  n'est  pas  constant.  Si  <j>'  (p)  était  égal  à  une  con- 
stante by  on  aurait 

x  -f-  b  =  o, 

solution  comprise  dans  l'intégrale  générale  en  y  faisant 

C  =  oo  et  ^-77-^  =  b. 

L4 
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EXERCICES. 

tlx      * 

Solution  : 

r  =  (V  —  x*  —  4a?3—  3.4.x1—  2. 3. 4x  — 1.2.3.4. 

2.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  inscrits  dans 
un  angle  droit.  Trouver  V asymptote  sans  intégrer.  Prouver  que  les 
trajectoires  sont  des  courbes  semblables. 

_  dy       dy* 

Solution  :  Équation  qui  résulte  de  l'élimination  de  p  entre  les 
équations 

y=x+*p  +  p*,    x=a/7-4-4log(/,-i)4-C. 
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o 

SUITE  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 

Existence  de  l'intégrale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre.  — 
Existence  d'un  facteur  propre  à  rendre  intégrable  le  premier  membre 
de  l'équation.  —  Détermination  de  ce  facteur. 


TOUTE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE    DU    PREMIER    ORDRE   ' 

ADMET    UNE    INTÉGRALE. 

530.  Toute  équation  différentielle  du  premier  ordre 

-f  =f(xy  y),     ou      Mdx-{-iï<fy  =  o 
dx 

admet  une  intégrale  contenant  une  constante  arbitraire, 
c'est-à-dire  qu'il  existe  toujours  une  équation  contenant 
je, y  et  une  constante  arbitraire  telle,  qu'en  la  différen- 
tiant  et  éliminant  la  constante,  on  retrouve  l'équation 
proposée. 

En  effet,  l'intégration  de  l'équation  proposée  consiste  à 
trouver  une  fonction  de  x>  désignée  parj',  telle,  que  sa  dé- 
rivée soit  égale  hf(x,y),  ou  encore,  qu'en  donnant  à  x 
l'accroissement  infiniment  petit  dx,  l'accroissement  cor- 
respondant*/^ puisse  être  regardé  comme  égalkf(x,y)dv. 
Puisque  l'équation  différentielle  dy=f[x,  y)  dx  tic 
détermine  que  l'accroissement  dey,  on  peut  se  donner 
arbitrairement  la  valeur  de  y  pour  une  valeur  particu- 
lière de  x.  Si  l'on  prend  y  ■=  b  pour  x  =  a,  f  (a,  b)  h 
sera  l'accroissement  infiniment  petit  dey  lorsque  x  pas- 
sera de  la  valeur  a  à  une  valeur  infiniment  voisine  a  -f-  A* 
De  même,  si  l'on  pose 

a  -+-  h=a*     et     b* —  b  -+-/(«,  b)h9 
f(a',  b')  h  sera  l'accroissement  de  y  lorsque  x  passera 
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de  a'  à  a' -\- h.  En  continuant  ainsi  à  faire  croître  x 
par  degrés  insensibles  jusqi^à  une  valeur  quelconque, 
l'équation  différentielle  déterminera  les  accroissements 
successifs  de y^  de  sorte  que  la  valeur  dey  correspondant 
à  chaque  valeur  de  x  sera  complètement  déterminée.  Par 
conséquent  y  sera  une  certaine  fonction  de  #,  et  cette 
fonction  dépendra  nécessairement  de  la  constante  arbi- 
traire b  -,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

IL  EXISTE  UN  FACTEUR  PROPRE  A  RENDRE  DIFFÉRENTIELLE 
EXACTE  LE  PREMIER  MEMBRE  d'uNE  ÉQUATION  DU  PREMIER 
ORDRE. 

531.  On  vient  de  démontrer  que  l'équation  différen- 
tielle 

(i)  M<ix  +  Nrfy  =  o 

admet  toujours  une  intégrale  contenant  une  constante 
arbitraire  C.  Cette  équation  intégrale,  résolue  par  rapport 
à  C,  prendra  la  forme 

(2)  U=C, 

«  étant  une  fonction  de  x  et  y  qui  ne  renferme  pas  C.  On 

tire  de  l'équation  (a) 

du 

du    ,  du   ,  „    ,       dy  dx 

—  dx-\-—dy  =  o,      d'où      --  =  —  —  • 
dx  dy  dx  du 

dy  M 

Or,  l'équation  (i)  donne  -f-  =  —  iç*  On  doit  donc  avoir 

du 

(3)  *=*. 

*   ;  du        N 

dP 

Cette  équation  doit  être  identique,  car  s'il  en  était  au- 
trement, elle  établirait  entre  les  variables  une  relation 
en  vertu  de  laquelle  y  serait  une  fonction  de  x  sans  con- 
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i  •  •  */r    ivr     d*1      du      »  *• 

stante  arbilraire,  puisque  M,  JN,  —  »  —  n  en  contiennent 

pas.  Or,  à  cause  de  l' équation  u=C,  y  doit  dépendre  de  x 
et  de  la  constante  C. 

L'identité  (3)  peut  être  mise  sous  la  forme 


du 

du 

dx 
M~  = 

»> 

en  désignant  par  v  chacun  de  ces  quotients.  On  tire  de  là 

dit  du 

donc 

du=v  (Mrfx  +  Nrf/). 

Ainsi,  i7  existe  toujours  un  facteur  y,  fonction  de  x 
et  de  y,  propre  à  rendre  le  premier  membre  de  V équa- 
tion une  différentielle  exacte. 

Quand  on  saura  trouver  ce  facteur  et  l'intégrale  u  de 
la  différentielle  totale  y  (Mdx  -f-  Ndv),  u  =  C  sera  l'in- 
tégrale de  l'équation  (i). 

532.  77  existe  une  infinité  de  facteurs  propres  à  rendre 

le  premier  membre  de  l'équation  (i)  une  différentielle 

exacte.  En  effet,  si  nous  multiplions  les  deux  membres 

de  l'équation 

v(Hdx  -f-  Nrfr)  =du 

par  une  fonction  quelconque  de  m,  y  (u),  il  vient 
vy(u)  (Mdx  -f  Nd[j')  =  y(u)du  =z  dfy  (u)  du. 

Ainsi,  ^(w)  (Mdx-t-Ndj)  est  encore  une  différentielle 
exacte,  et  le  facteur  v<f  (u)  jouit  de  la  même  propriété  que 
le  facteur  u. 

Exemple,  xdy  — ydx  =  o.  Cette  équation  donne 

dr       dr  %  y 

—  =  —  >      d'où      y  =  Car,      ou      -  =  C  =  u. 

jr         x  x 

Le  facteur,  y,  le  plus  simple  qui  rend  xdy — ydx  une  dif- 
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fërentiellle  exacte  est  donc  -^  Tout  autre  facteur,  v<f{u), 

est  de  la  forme  -o(-    • 

x1  *  \xj 

Ainsi  ©  (u)  =  —  donne  le  facteur  —  et 

T  N    '        u  XV 


dy      dx        , .  y 

■  =  d\-; 

y        x  x 

o(u)  = r  donne  le  facteur  — r  et 

n    '        i  +  tf1  x1  -+-  y* 

.rdy —  ydx        .  y 

— ^ — ^ —  =  a  arc  tang -• 

x*  -h  y*  °  x 

533.  Réciproquement  tout  facteur  Y  propre  à  ren- 
dre Mdx  -i-Ndy  une  différentielle  exacte  est  de  la 
forme  i>©(w).  En  effet,  soit 

V(Mdx-hNdy)  =  dV: 
on  a 

v(Mdx-+-Ndy)  =  du; 
donc 

V 

(i)  d\J  =  -  du. 

v 

Soit  u  =  f^xyy).  Si  l'on  tire  de  cette  équation  la  va- 
leur de  y  en  fonction  de  u  et  de  x}  et  qu'on  la  porte  dans 
la  valeur  de  U,  on  aura 

U  =  <l>  (  w,  x ),     dU  =  -r- du -\- -¥■  dx  : 

du  dx 

cette  expression  de  la  différentielle  totale  dU  doit  être 

identique  à  sa  valeur  (i);  or  cela  exige  que  ~-  soit  nul, 

et  que  la  fonction  ^,  indépendante  de  xy  soit  une  simple 

fonction  de  u\  il  en  sera  de  même  pour  sa  dérivée  -^-> 

qui  est  égale  à  -  • 

534.  D'une  manière  générale,  w,  U,  q  étant  des  fonc- 
tions cTun  nombre  quelconque  de  variables,  si  Von  a 

Stcrm.  —  An.,  II.  5 
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d\]  =  qdu,  on  aurai]  =  <p(u);  car  en  éliminant  une 

de  ces  variables,  x  par  exemple,  on  pourrait  écrire 

U  =^ty(u,y,  «...). 

Or,  d\J  ne  peut  se  réduire  identiquement  à  qdu  que 
si  ty  est  indépendant  de  yy  s, . . .  et  se  réduit  à  une 
fonction  de  u. 

535.  Si  deux  facteurs  V  et  v  rendent  différentielle 
exacte  V expression  M<te4-Nd^,  leur  rapport  égalé  à 
une  constante  sera  V intégrale  de  Véquation 

Carde 

V 

-=C,      ou     <p(a)=C, 

on  tire  u  =  c. 

DÉTERMINATION    DU    FACTEUR    U. 

536.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
u  (Mdx  H-  Nrfy  )  soit  une  différentielle  exacle  est 

d.pM  _  d.  pN 
dy    ~~~dx7 

ce  qui  revient  à  l'équation 

Quoique  cette  équation  soit  en  général  aussi  difficile  à 
résoudre  que  la  proposée,  elle  peut  cependant,  dans  quel- 
ques cas,  servir  à  trouver  le  facteur  v  : 

i°  Si  v  ne  doit  dépendre  que  d  une  seule  variable,  x  par 
exemple,  on  a  —  =  o,  et  l'équation  (1)  se  réduit  à 

dM       dis 
1  dv         dy         dx 


(») 


p  dx  N 

Par  hypothèse,  le  premier  membre  ne  dépend  que  de  x  5 
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donc,  on  doit  avoir 

dM       dK 

Cette  condition  est  suffisante  5  car  si  elle  est  remplie,  on 
satisfera  à  l'équation  (a)  en  prenant 

Le  calcul  est  plus  simple  si  Ton  suppose  N  =  1,  c'est- 
à-dire  si  Ton  met  l'équation  proposée  sous  la  forme 
dy  -f-  Mir  =  o,  ce  qui  est  permis.  On  a,  dans  ce  cas, 

^  =/(.)  =  p, 

d'où 

M  =  Pr-+-Q- 

L'équation  proposée  devient 

Il  suffit  donc,  pour  rendre  différentielle  exacte  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation,  de  le  multiplier  par  eiVdz. 
On  a 

dx 

d'où  (499) 

ePixy  +  Tq  esvds  dx  —  C. 

C'est  le  cas  de  l'équation  linéaire  (511  ). 

20  Si  le  facteur  v  est  de  la  forme  XY,  X  étant  une 
fonction  de  x,  et  Y  une  fonction  de  y,  on  a 

—  —  Y—        —-TC  — 
dx  dx        dy  djr 

et  l'équation  (1)  revient  à 


dX    _        dY  _  dM       dm 
\dx  Ydj'        dy         dx 


5. 
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0r'  ïïâ; = ?  (*)'  Yâp = + W ;  donc 

Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura 

537.  L'emploi  du  facteur  f  donne  les  méthodes  pré- 
cédemment exposées  :  ainsi,  la  séparation  des  variables 
dans  l'équation 

XY^-f-X,Y,<r=o» 

où  X  et  Xt  désignent  des  fonctions  de  x,  et  Y,  Y,  de* 
fonctions  de  y,  revient  à  multiplier  l'équation  proposée 

par  le  facteur  ^-=- 

X|Y 

La  transformation  employée  dans  l'intégration  de  l'é- 
quation homogène  revient  aussi  à  la  détermination  d'un 
facteur  qui  rend  le  premier  membre  intégrable.  En  effet, 
l'équation  (3)  du  n°  506  n'est  autre  chose  que  l'équation 
proposée  divisée  par  xm+1  [9  (z)  4-  zty  (*)]•  En  rempla- 
çant z  par  ->  xm<f  l  -  }  par  M,  xmty  (  -  )  par  N,  on  voit 
que  le  facteur  v  est,  dans  ce  cas, 


M-r  -+-  Ry 


Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  — = —  «*** 

alors  une  différentielle  exacte.  Il  suffit,  pour  cela,  de  dé- 
montrer que 

M  N 


Mx  +  N/  M-r-t-N/ 


dy  dr 

Celte  équation  revient,  après  quelques  transformations, 


à  la  suivante  : 

dx  +  ,r  dy) 
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on 

NM/w  —  NM/w  =  o, 

car  les  fonctions  M  et  N  étant  homogènes  et  de  degré  m, 
on  a  identiquement  (I,  178) 

x  — hr-r=Mw,      X -r l-y—rrm 

.  dx  dy  dx  dy 

Si  le  premier  membre  de  l'équation  homogène  est  déjà 
nne  différentielle  exacte,  on  pourra  prendre  pour  premier 

facteur  i ,  et  pour  second  — —  •  Leur  rapport,  égalé 

à  nne  constante,  donnera  l'intégrale  qui  sera,  par  consé- 
quent, 

Hx  h-Nj  =  c. 

EXERCICES. 

i .  aydx  4-  bxdy  -f-  a?"  y*  [cydx  +  exdy)  =  o. 

Solution  :  Le  premier  binôme  devient  intégrable  lorsqu'on  le 

multiplie  par  x*~lyb~l  y  {**?*),  et  Ie  second  par        J  H    ^(xfy*). 

ary 

On  peut  déterminer  l.»s  fonctions  ?  et  4»  de  telle  sorte  que  ces  deux 

facteurs  soient  éga  x. 

2.  Trouver  le  facteur  d'integrabilité  de  l'équation 

[x+y)dx-\-dy  =  o. 
Solution  :  e*. 

3.  Trouver  le  facteur  rl'intégrabUité  de  l'équation 

(l  —  x*y)  dx  4-  r*  ( y  —  x) dy  —  o . 

Solution  :  -=• 

x1 
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Or,  ^  =?(*),  dp  =t(jr)i  donc 

$-£-«îM-M»(,). 
Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura 

X  =  /fW&,    Y  =  eS^)dr% 

537.  L'emploi  du  facteur  f  donne  les  méthodes  pré- 
cédemment exposées  :  ainsi,  la  séparation  des  variables 

dans  l'équation 

XY£/x  +  X,Y,û[r  =  o, 

où  X  et  Xi  désignent  des  fonctions  de  x,  et  Y,  Yt  des 
fonctions  de  jr,  revient  à  multiplier  l'équation  proposée 

par  le  facteur  ^-=- 

X,  Y 

La  transformation  employée  dans  l'intégration  de  l'é- 
quation homogène  revient  aussi  à  la  détermination  d'un 
facteur  qui  rend  le  premier  membre  intégrable.  En  effet, 
l'équation  (3)  du  n°  506  n'est  autre  chose  que  l'équation 
proposée  divisée  par  xm+1  [q>  (z)  -f-  zty  («)].  En  rempla- 
çant z  par  ->  xm<p  (  -  }  par  M,  xmty  f  -  }  par  N,  on  voit 
que  le  facteur  v  est,  dans  ce  cas, 


M-r  -+-  Ry 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  — ^ —  est 

alors  une  différentielle  exacte.  Il  suffit,  pour  cela,  de  dé- 
montrer que 

a      M  é       w 


dy  de 

Celte  équation  revient,  après  quelques  transformations, 


à  la  suivante  : 

r/N  dX\ 

dx  *~y  dy) 
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OO 

NMni  —  NM/w  =  o, 

car  les  fonctions  M  et  N  étant  homogènes  et  de  degré  m, 
on  a  identiquement  (1, 178) 

dM  dM       „  r/N  <*N       „ 

Si  le  premier  membre  de  1  équation  homogène  est  déjà 
une  différentielle  exacte,  on  pourra  prendre  pour  premier 

facteur  i ,  et  pour  second  — —  •  Leur  rapport,  égalé 

à  une  constante,  donnera  l'intégrale  qui  sera,  par  consé- 
quent, 

Mx  -h  Nj  =  c. 

EXERCICES. 

i .  aydx  4-  bxdy  -f-  x^y"  {cydx  -+-  exdy)  =  o. 

Solution  :   Le  premier  binôme  devient  intégrable  lorsqu'on  le 

multiplie  par  **-'/*-' *(**/*)»  et  le  second  par        J  „    ^{afy'). 

xry 

On  peut  déterminer  bs  fonctions  ?et  ^  de  telle  sorte  que  ces  deux 

facteurs  soient  éga  x. 

2.  Trouver  le  facteur  d'intégrabilité  de  l'équation 

(x  +  y)dx-\-dy  =  o. 
Solution  :  e*. 

3.  Trouver  le  facteur  d'intégrabilité  de  l'équation 

(  i  —  x*y)  dx  4-  r3  (y  —  x)  dy  =  o . 

I 


Solution  :  , 

x* 


1 
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SOLUTIONS  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS  A  DEUX  VARIABLES. 

Comment  elles  se  déduisent  de  l'intégrale  générale.  —  Solutions  singu- 
lières obtenues  au  moyen  du  facteur  qui  rend  intégrable  le  premier 
membre  de  l'équation.  —  Exemples  de  solutions  singulières.  —  La 
solution  singulière  est  l'enveloppe  des  courbes  représentées  par  l'équa- 
tion intégrale. 

COMMENT  LES  SOLUTIONS  SINGULIERES  DES  ÉQUATIONS  A 
DEUX  VARIABLES  SE  DÉDUISENT  DE  l' INTÉGRALE  GÉNÉ- 
RALE. 

538.  Soient 
(i)  Mdx  +  Xdf=o    ou     -£=f{xyy) 

une  équation  différentielle,  et 

(2)  F(x,jr,c)=o 

son  intégrale.  Différentions  cette  dernière  équation  par 
rapport  à  x  ;  nous  aurons 

(3)  dï--dï 

Si  l'on  élimine  c  entre  cette  équation  et  la  précédente, 

dx 

on  doit  obtenir  l'équation  (.1),  ce  qui  exige  que  -7=  de- 

M 
vienne  identique  à —-quand  on  remplace  dans  ce  quo- 
tient c  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (a),  et  cette  éli- 
mination conduirait  encore  à  une  identité,  lors  même 
que  c  serait  une  fonction  de  x  et  dey. 
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539.  Ce! a.  posé,  je  dis  que  si  Ton  connaît  l'intégrale 
F(.r,jr>  c)  =  0  d'une  équation  différentielle,  on  peut 
déterminer  les  solutions  singulières  de  cette  équation. 

Soit 

(4)  fi*fjr)=o 

une  solution  singulière,  c'est-à-dire  une  équation  qui 
satisfasse  à  l'équation  (i),  mais  qui  ne  puisse  se  déduire 
de  l'intégrale  générale  en  attribuant  à  la  constante  une 
valeur  particulière.  On  peut  faire  rentrer  l'équation 
<p  (x,jr)  =  o  dans  cette  intégrale,  en  y  remplaçant  c  par 
une  fonction  convenable,  car  il  suffit  de  poser 

(5)  F(x,j,  c)=?(x,  y), 

d'où  l'on  déduit  la  valeur  de  c  en  fonction  de  x  et  de  /. 
Cette  valeur  étant  déterminée,  si  l'on  diffère ntie  l'équa- 
tion (a)  par  rapport  à  x,  on  aura 

dF       dF  dy       dFdc___ 

dx        dy  dx        de  dx  ' 

d'où  l'on  tire 

dF       dF 

-/,.  dy dx         de    de 

1    '  S""""  dF~~  dF'dx' 

dy        dy 

L'élimination  de  c  entre  les  équations  (2)  et  (6)  doit 

d'y 
conduire  à  l'équation  -~-  =f(x9  y).  Donc  l'équation  (6) 

dF 

se  réduit  à  ■£  =f(x>y).  Or,  —  -^  se  réduit  à/(ar,  j) 

dy 
quand  on  remplace  c  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation 

F  (x,jTj  c)  =  o  (538)  ;  donc  on  doit  avoir 

dF 

de     de 

équation  à  laquelle  il  faut  joindre  F  [x,y,  c)  =  o. 
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Le  système  de  ces  deux  équations  se  ramène  aux  deux 

suivants  : 

/  d? 

Idc  I  de 

dï  =  °'  (II)      <^F  =  °' 

F(*,/,  «0=o,  dr 

'  F(*,,r,c)  =  o. 

Or,  le  premier  système  donne  c  =  une  constante,  et,  par 
suite,  on  retombe  sur  l'intégrale  générale. 
Le  second  se  partage  en  deux  : 

rf^"-0'  (IV)   )  dy  ~00' 

F(-*,  y,c)  —  o,  (  Y(x9jr,  c)  =  o. 

En  éliminant  c  entre  les  deux  équations  de  chacun  de  ces 

deux  derniers  systèmes,  on  obtiendra  les  solutions  sin- 

gulières  de  l'équation  proposée,  pourvu  qu'on  omette  les 

valeurs  de  c  qui  rendent  simultanément  nulles,  ou  infi- 

d¥    d¥ 
nies,  les  deux  fonctions  —  »  —  »  parce  que  la  première 

des  équations  (II)  se  présenterait  sous  la  forme  illusoire 

-  =  o,  ou  —  =  o  :  il  faudra  aussi  rejeter  les  solutions  qui 
o  oo 

rentreraient  dans  l'intégrale  générale  en  attribuant  à  c 

une  valeur  constante. 

Ainsi,  on  obtiendra  les  solutions  singulières  d'une 

équation  différentielle  du  premier  ordre  en  éliminant 

la  constante  entre  V intégrale  générale  et  sa  dérivée  par 

rapport  à  la  constante,  égalée  à  zéro,  ou  bien  entre  cette 

même  intégrale  et  sa  dérivée  par  rapport  à  y9  égalée  à 

t  infini. 

540.  Quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  se  présente 
l'équation  intégrale  F(x, y9  c)  =  o,  l'application  des 
règles  précédentes  doit   toujours  conduire  aux  mêmes 
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"de 
solutions.  En  effel,  le  rapport  —  restera  toujours  le  même 

quand  on  éliminera  c  au  moyen  de  l'équation  F  =  o, 
quoique  chacune  de  ces  dérivées  change  quand  on  trans- 
forme cette  équation.  Car  en  regardant  j"  comme  une 

fonction  de  c,  on  a 

dF 

de        djr 

~~  5?  ~~  de  ' 

valeur  qui  sera  toujours  la  même,  quel  que  soit  F.  Ainsi, 
lorsqu'une  transformation  de  l'équation  F  (-^JS  c)  =  o 

fera  perdre  des  solutions  à  1  équation  —  =  o,  elle  les  fera 

dF 
acquérir  à  l'autre  équation  —  =  x  . 

SOLUTIONS    SINGULIÈRES    DÉDUITES    DU     FACTEUR    QUI    REND 
INTÉG  RABLE    LE    PREMIER    MEMBRE    DE    L* ÉQUATION. 

541 .  Si  Ton  met  l'intégrale  sous  la  forme  u  —  c  =  o, 

on  aura 

dF 

de  i 

dF  "~  ~~  dît' 
djr  djr 

Ainsi,  toutes  les  solutions  singulières  seront  données  par 
l'équation  —  =  o.  Mais  —  n'est  autre  que  le  facteur  v 

par  lequel  dy—f(x,y)dx  devient  une  différentielle 
exacte  (531).  Donc  l'équation 

i 

-  =  o,     ou     v  =  ao 

p 

contient  toutes  les  solutions  singulières. 
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EXEMPLES    DE    SOLUTIONS    SINGULIÈRES. 

542.  i° 


xdx  -\-ydy  =  dy  ^ ]x*  -h y* —  a*. 

Divisons  par  \jx%  -h  y* —  <**,  il  vient 

?  xdx  -\-ydy  .  /-— 

dont  l'intégrale  est 


/  +  c  =  y7*1  ■+-  X2  —  a*t 
ou 

açy  4-  ^  ■+-  à1  —  x*  =  o  ; 

on  aura  donc 

d¥  dF 

de  J  *  «(p 

Cette  dernière  équation  ne  conduirait  qu'à  la  valeur  illu- 
soire y  =  qo  .  La  première  donne  c  =  — y,  et,  par  suite, 

*•+.**  —  «*  =  <>, 

solution  singulière.  Cette  solution,  qui  représente  une 
circonférence,  n'est  pas  comprise  dans  l'intégrale  géné- 
rale, puisque  celle-ci  représente  une  suite  de  paraboles. 

Comme  le  facteur  v  est  — ==,  on  voit  bien  que 

y'x2  -f-  /'  —  a2 

la  solution  singulière  correspond  à  v  =  oo  . 

543.  a°  Trouver  la  courbe  dont  la  normale  a  une 
longueur  constante. 

L'équation  différentielle  est 
d'où 
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et,  par  suite, 

(a)  (x-cf+j'^û3, 

équation  d'un  cercle.  Pour  avoir  les  solutions  singulières, 
il  faut  poser 

de  x  —  c  , 

-r=  = =  o  ;     d  où     x  =r  e , 

av  y 

dy 
et,  par  suite, 
(3)  jr*  =  aK 

On  obtiendrait  encore  cette  solution  en  égalant  à  Tin- 
fini  le  facteur   .  par  lequel  il  faut  multiplier  l'é- 

V/a  —  à1 

quation  proposée  pour  séparer  les  variables. 

Il  est  à  remarquer  que  les  deux  droites  représentées 
par  l'équation  (3)  sont  tangentes  à  toutes  les  circonfé- 
rences que  représente  l'intégrale  générale  (a), 

544.  3°  Trouver  une  courbe  dont  les  tangentes  soient 
à  une  distance  constante,  a,  de  V origine. 

L'équation  de  la  tangente  menée  par  un  point  quel- 
conque (Xyj)  àe  la  courbe,  étant 

y— r=/>(x  —  x), 

l'équation  différentielle  du  problème  sera 

LrzHfL 

ou 


=  a 


(1)  y  =  px  -+-  a  ^  i-f-  /»*. 

En  différentiant  par  rapport  à  x,  on  a 

o  =  dp(  x-+-      ap     Y 
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équation  qui  se  décompose  en  deux  équations  : 

.  aP 

dp  =  oy    x  H — ■  =  o. 

y/i+p1 

La  première  donne  p  =  c,  d'où 

(a)  /  =  fxn-fl^i  +  c2. 

La  seconde  donne 

(3)  —  " 


X 


cette  valeur  étant  portée  dans  l'équation  (i),  il  en  résulte 

(4)  '  =  !='' 

yi  -\-p* 

élevant  au  carré  et  ajoutant  les  équations  (3)  et  (4)?  on  a 

(5)  x*+jr*=,a\ 

La  solution  générale  (a)  représente  une  infinité  dr 
droites,  et  la  solution  singulière  (5)  une  circonférence  à 
laquelle  toutes  ces  droites  sont  tangentes. 

545.  4° 

Les  variables  se  séparent  immédiatement,  et  Ton  trouve 
pour  l'intégrale  générale 

(2)  (/  —  a)x~tt  —  (i — n){x  —  e)  =  o. 
Pour  obtenir  les  solutions  singulières,  on  posera 

dC  l  I  \m 

d'où  l'on  déduit,  en  supposant  n^>  o, 

(3)  Y  =  «. 
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Cette  équation  représente  une  solution  singulière  si  n 
est<^i,  car,  dans  ce  cas,  on  ne  peut  pas  déduire  jr  =  a 
de  l'intégrale  générale.  Si  n  est  >  i,  y  =  a  n' est  plus 
une  solution  singulière,  puisque  l'équation  intégrale  étant 
mise  sous  la  forme 

(i  —  n)(y  —  *y^x  = 


X 


on  obtient  y  =  a  en  faisant  c  =  oo  .  Enfin,  si  n  =  i, 
l'intégrale  générale  est  y  —  a  =  e<?x,  qui  devient  y  =  a 
pour  c  =  o,  et  il  n'y  a  pas  non  plus,  alors,  de  solution 
singulière. 

On  verra  facilement  que  l'hypothèse  n<^one  donne 
aucune  solution  singulière. 

546.  5°  Trouver  une  courbe  telle,  que  le  produit  des 
perpendiculaires  abaissées  de  deux  points  Jixes  F  et  F' 
sur  la  tangente  soit  constant  et  égal  à  b*. 

Fig   109.  Prenons     pour     axes     la 

droite  FF'  et  une  perpendi- 
culaire élevée  au  milieu  de 
cette  ligner  L'équation  de  la 
_     tangente  est 

Y—  y  =  p(X  —  x), 

et,  par  suite,  les  perpendicu- 
laires   abaissées    des    points 
donnés  sur  la  tangente  seront,  en  désignant  OF  par  c, 


FH  = 


on  aura  donc 


y  —  px-\-  pc 


y/i-hp* 


F' H 


_y  —  px—pc 


y/i-\-p> 


{r—pxy  —  pPi 


d'où 


et,  si  l'on  pose  b%  -f-  c*  =  a% 

(  1)  x = px  •+•  v£*+*V% 
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équation  d'une  forme  connue  (527).  En  la  différentiant, 
on  aura 

(2)  o  =  dp( x+        a  P       \ 

ce  qui  donne  d'abord  dp  =  o,  d'où  p  =  constante  =  m. 
L'intégrale  générale  est  donc 


(3)  x  =  mx  ■+■  Vfli,wa  +  *'• 

On  satisfait  encore  à  l'équation  (2)  en  posant 

(4)  *  -       "' 


=  O. 


^6» +  «'/>' 

En  éliminant  p  entre  les  équations  (1)  et^(4),  on  aura  la 
solution  singulière 

(5) 

équation  d'une  ellipse  qui  a  pour  tangentes  les  droites 
représentées  par  l'intégrale  générale. 

547 .  6°  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  portion  de  la 
Fi     II0  tangente  TS  comprise  entre  les 

deux  axes  soit  égale  à  une  lon- 
gueur constante  a. 

L'équation  de  la  tangente  est 

Y-.r=/>(x-*), 

et  Ton  a 

p  x  —  r 


T  a    x 


OT  = 


,     OS  =  7  —  px\ 


d'où,  à  cause  de  OT  -f-OS  =TS  , 
On  aura  donc 

1  v  aP 

(1)  x=P*  + 

puis,  en  différentîant, 

0  = 


Vi -+-/»"' 


=  4p|*H 7     • 
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D'abord  dp  =  o  donne  p  =  c,  et,  par  suite, 

(s)  y  =  CX  + 


l'intégrale  générale  représente  donc  une  infinité  de  droites. 
La  solution  singulière  sera  donnée  par  l'équation 


X 


Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on  aura 

ap  ap 


éliminant  p,  on  aura 

(3)  xï  +  yï  =  aJ. 

Celle  courbe  est  Tépicycloïde  obtenue  en  faisant  rouler 
un  cercle  dans  un  autre  cercle  de  rayon  quadruple.  En 
effet,  soient  M  le  point  de  la  circonférence  mobile  qui  était 
placé  primitivement  en  A,  et  K  le  point  de  contact  actuel. 
On  sait  que  KM  est  la  normale  de  l'épicycloïde  au  point  M, 
et,  par  suite,  que  MH  est  la  tangente.  Or,  l'angle  THK, 

qui,  dans  le  petit  cercle,  a  pour  mesure  -  arc  KM  ou  -  AK, 

aura  pour  mesure  aÀK  dans  le  grand  cercle.  Donc  l'angle 
THK  est  double  de  l'angle  AOK,  et  le  triangle  TOH  est 
isocèle.  On  a  donc  OH=  HT.  11  résulte  de  là  qu'on  a 
également  OH  =  HS;  et,  par  suite,  TS  =  aOH  =  OK. 
Ainsi,  TS  conserve  bien  une  grandeur  constante. 

CXfE  SOLUTION    SINGULIÈRE    REPRÉSENTE    LENVELOPPE    DES 
COURBES    DONNÉES    PAR    l'iNTÉGRALE    GÉNÉRALE. 

548.  On  a  dû  remarquer  que  dans  tous  les  exemples 
traités  plus  haut  (542  et  suiv.),  la  solution  singulière 
était  l'enveloppe  des  lignes  représentées  par  l'intégrale 
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générale.  Nous  allons  démontrer  qu'il  doit  toujours  en 
être  ainsi.  Soit 

F(^^  c)  =  o 

l'intégrale  générale.  Elle  représente  une  suite  de  courbes 
dont  l'enveloppe  s'obtient  (I,  247)  en  éliminant  c  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  c.  Or,  c'est 
précisément  le  calcul  qui  fournit  la  solution  singulière. 
Le  théorème  est  donc  démontré 

Par  chaque  point  de  la  courbe  A  qui  représente  la 
solution  singulière  passe  l'une  des  lignes  B  comprises 

dans  l'intégrale  générale.  Or,  en  ce  point  ~  a  la  même 

valeur  pour  les  deux  courbes  A  et  B,  puisque  leurs  équa- 
tions satisfont  toutes  deux  à  l'équation  différentielle. 
Donc  on  peut  obtenir  l'équation  de  la  courbe  qui  repré- 
sente l'intégrale  singulière  en  écrivant  que,  pour  chacun 
de  ses  points,  l'équation  différentielle  proposée  donne 

deux  valeurs  égales  pour  -j^* 

EXERCICES. 

Solution  singulière  : 

2.  j2  =  a.r-t-i, 

dy%  dy 

satisfont  à  l'équation  différentielle  7 •£-*-+■  ax:£. ~J  =  °« 

Ces  intégrales  sont-elles  singulières,  ou  particulières  ? 

Solution  :  La  première  est  une  solution  particulière,  et  la  seconde 
une  solution  singulière. 

Solution  singulière  :     y  *  =  i  -h  x2. 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'UN  ORDRE  QUELCONQUE. 

Existence  de  l'intégrale  d'une  équation  différentielle  quelconque.  —  Con- 
ditions que  doirent  remplir  les  constantes  qui  entrent  dans  l'intégrale 

générale.  —  Intégrales  de  divers  ordres  d'une  équation  différentielle.  — 

dMy 
Intégration  de  l'équation  =  v. 


TOUTE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE   ADMET  UNE    INTÉGRALE. 

549.  Considérons  une  équation  différentielle  de  l'or- 
dre m  résolue  par  rapport  à  la  dérivée  de  Tordre  le  plus 
élevé 

.  .  dmy        J  dy    r/ar  r/"-,r\ 

<">  ~d&  =/Vr'  '■  TS  7Â?  '  '  '  '  '  u?=ï)  ' 

Cette  équation  détermine  — -—  ou  d       <tj-|  ?  quand  on 
*    i  i  i  (lX  dm~*y  . 

connaît  les  valeurs  dejp,  — ?  •  •  •*      ml  pour  une  valeur 

de  a\  On  peut  donc  se  donner,  pour  x  =  a,  des  valeurs 

arbitraires  J,  6',  bn \  . .  .  ,  &<•-*>  de  r,  -£,--^,...,  - — l  . 

'      '       *  '  J  '  dx    do:7  dx—* 

Maintenant,  si  Ton  donne  à  x  un  accroissement  dx,  les 
accroissements  dey  et  de  ses  dérivées  seront 

dy=b'dx,     d^L  =  bndx, ...,     d^^  =  bC^lUb9 

dx  dx"  2 

dm~~%  y 
et  Faccroissement  de  — — y  sera  ensuite  donné  par  l'équa- 
tion (î). 

On  déterminera  de  même  la  valeur  dej^et  de  ses  dé- 
rivées pour  a;  =  a -f-  acte,  X  =  a  +  Zdxy ....  Ainsi,  les 
valeurs  successives  de  y  sont  déterminées,  ei,  par  con- 
séquent, r  dépend  de  x  et  des  m  constantes  l>,  £',..., 

Stubm.  —  An.t  II.  G 
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550.  On  peut  encore  établir  l'existence  de  l'inté- 
grale, au  moyen  du  développement  de  y  en  série.  En 
diffërentîant  l'équation  (i),  on  obtiendra  successivement 

les  coefficients  différentiels -7 — -V>  -7 — ->  •  •  •>  en  fonction 

•    .    •    .  • 

d.v 


,  dr 


da?—1 


:  soit 


dm+*r 

dm^y 
dx" 


+2 


=/«(x'-v'ê 


* 

dz"-* 

e[m-\  y 

daf1-  « 


Mais  on  a  (I,  122) 

?  (*)  =  y  (a)  -h  <p'  (a)   (.r  —  a)  -h  j*  (#i)  J h  .  . .. 


1 .2 


Remplaçant  cj>  (x)  par^,  cp  (a)  par  6,cj»'  (a)  par  //. . 
on  aura  donc 


«■     y 


U) 


'  X  '  1.2  1.2...  (M—  1 


/.KMV..,^-0) 


1.2..  ,/w(w  -h  1) 


r\m+2 


\  *"v  '  '  1.2. ..(/y/ -h  2) 

On  voit  encore  que  la  valeur  de  y  renferme  m  con- 
stantes arbitraires. 

En  faisant  a  =  o,  on  aurait  le  développement  de  l'in- 
tégrale suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  :  mais 
cette  valeur  pourrait  rendre  inunie  la  fonction,  ou  quel- 
ques-unes de  ses  dérivées,  et  le  développement  devien- 
drait alors  impossible  sous  cette  forme.  Il  vaut  donc 
mieux  conserver  la  série  (  2  )  sous  sa  forme  la  plus  géné- 
rale, en  choisissant  la  valeur  arbitraire  a  de  telle  sorte 
qu'aucune  des  fonctions  ne  soit  inflnie  pour  x  =  a. 
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551 .  Réciproquement,  toute  équation 

(3)  FO,/,r,  c* >ci—«)]  =  of 

qui  satisfait  à  l'équation  différentielle  donnée,  et  qui  ren- 
ferme m  constantes  arbitraires  au  moyen  desquelles  il 
soit  possible  de  donner,  pour  x  =  a,  des  valeurs  arbi- 

dy  dm~~x  Y 

traires  b,  &', .  .  . ,  b^m"x)  à  J,-4—i  •  •  •  »  —. — zr?  est  identique 

à  l'intégrale  générale.  En  effet,  si  Ton  détermine  ainsi 
les  constantes,  on  aura  encore  pour  y  le  développe- 
ment (a)  puisque,  l'équation  (3)   satisfaisant  à  l'équa- 

dm  y    dm~^*  y 
tion  (i),  les  valeurs  de -7 — >        ^t  1  •  •  ••»  pour  x=  a,  ne 

dépendront  que  des  valeurs  i,  b' ,  bh ', . . . ,  b(m~xK 

CONDITIONS  QUE  DOIT  REMPLIR  UNE  ÉQUATION  POUR 
ETRE  L'iNTÉGRALE  d'uNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE 
1)U    miim*    ORDRE. 

552.  Pour  qu'une  équation  renfermant  m  constantes 
soit  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  du 
miim*  ordre,  il  faut  que  ces  constantes  soient  bien  dis- 
tinctes, c'est-à-dire  qu'elles  ne  puissent  se  réduire  à  un 
nombre  inférieur  à  m.  Par  exemple,  l'équation 

semble  contenir  deux  constantes  arbitraires,  mais  en  la 
mettant  sous  la  forme 

j>  =  e"*(ce*  +  c'et')9 

on  voit  qu'elle  n'en  renferme  qu'une  :  elle  ne  peut  donc 
pas  être  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle 
du  second  ordre. 

Pour  s'assurer  que  les  constantes  renfermées  dans  l'é- 
quation intégrale  sont  distinctes,  il  suffira  de  chercher  si 
elles  peuvent  être  déterminées  de  telle  sorte,  que  y  et 
ses  m  —  x  premières  dérivées  aient  des  valeurs  données 

6. 
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quelconques  i,  6', . . . ,  if'n""1,,  pour  une  valeur  donnée 
à  x. 

553.  Par  exemple,  soit 

(i)  y=ce«x  +  ce«'x, 

on  en  tire 

dx 

et  en  iésolvant  ces  deux  équations  par  rapporta  c  et  à  cf> 
le  dénominateur  commun  des  inconnues  sera 

(a  _«'),/*  ■+-«>. 

Donc,  si  a  est  différent  de  a',  les  valeurs  de  c  et  de  c', 
correspondantes  à  des  valeurs  ay  6,  &',  attribuées  à  x,  y 

— >  seront  finies  et  déterminées,  et  dans  ce  cas  l'équa- 

dx  * 

tion  (î)  sera  l'intégrale  générale  d'une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre.  Il  n'en  est  plus  ainsi  quand  a  =  a', 
comme  on  l'a  vu  dans  l'exemple  précédent, 

55 i.  On  reconnaîtra  de  même  que 

y  =  c  sin  a  .r*  -f-  c'  sin  cl  x 

est  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  du 
second  ordre;  mais  l'équation 

(i)    y  =  csin  (ar-ha)  -4-c'sin(x  -+-  a')-f-c"sin  (x  -f-  a") 

ne  peut  pas  être  l'intégrale  générale  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre,  car  on  a 

dy 

(2)  -j-  =  ccos(jt  -4-  a)  -f-c'cos(x  -h  a')  4-c#cos(x  -4- a"), 

(3)  ^  =  —  csin  (./•  +  a)  —  c1  sin  (* -f- a')  —  c"sin(* -t-a';. 
Or,  il  résulte  des  équations  (i)  et  (3) 
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et,  la  valeur  dévêtant  déterminée,  on  ne  peut  pas  donner 
de  valeur  arbitraire  à  -yj*  On  voit  d'ailleurs  surl'équa- 
lion  même,  en  l'écrivant  sous  cette  forme 

y  z=  (c  cosa  -I-  c'  cosa'  -h  c"  cosa")  sina: 

4-  (csina  H- c'sina' -hc"sina")  cosx, 

ou 

y  =  A  sinx  -h  B  cosx, 

qu'elle  ne  renferme  que  deux  constantes  arbitraires  A  et  B. 

INTÉGRALES    DE   D1VER9    ORDRES    d'uNE    ÉQUATION 

DIFFÉRENTIELLE. 

555.  Une  équation  différentielle  de  Tordre  m  a  pour 
intégrale  une  équation  de  la  forme 

(i)  Y[x,jrfcfr',c*..  ..,c<— •î]  =  o. 

Puisque  les  constantes  c,  c\  .  . . ,  c(m~1)  n'entrent  pas  dans 
l'équation  différentielle,  celle-ci  ne  peut  se  déduire  de 
l'équation  F  =  o  qu'en  la  différenliant  m  fois,  et  élimi- 
nantces  m  constantes  entre  l'équation  (i)  et  les  m  équa- 
tions différentielles  ainsi  obtenues.  Or,  celte  élimination 
peut  se  faire  de  plusieurs  manières. 

Si  d'abord  on  ne  veut  éliminer  qu'une  constante  c,  on 
pourra  différenlier  l'équation  F=  o,  après  l'avoir  mise 
préalablement  sous  telle  forme  qu'on  voudra,  puis  on  éli- 
minera c  entre  1  équation  F  =  o  et  sa  différentielle.  On 
peut,  en  particulier,  résoudre  l'équation  F  =  o  par  rap- 
port à  c,  soit  n  =  c,  puis  différenlier  cette  dernière,  ce 
qui  fait  disparaître  la  constante.  En  éliminant  ainsi,  tour 
à  tour,  chacune  des  m  constantes  c,  c',. . .. c(m""l),  on 
obtient  m  équations  différentielles  du  premier  ordre 
dont  chacune  contient  seulement  m  —  1  constantes.  Ces 
équations  sont  dites  des  intégrales  de  l'ordre  m  —  i. 

556.  Pour  éliminer  deux  constantes  c  cl  c',  on  peut 
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différen lier  deux  fois  de  suite  l'équation  F  =  o:  on  a 
ainsi  trois' équations 

F  =  o,     dF=:o9     rf2F  =  o, 

entre  lesquelles  on  éliminera  c  et  c'.  On  peut  aussi  éli- 
miner c  entre  F  =  o  et  rfF  =  o,  puis  éliminer  c'  entre 
l'équation  ainsi  obtenue  et  sa  différentielle.  De  quelque 
manière  que  Ton  opère,  on  doit  arriver  à  la  même  équa- 
tion différentielle  du  second  ordre;  car  si  Ton  obtenait 

deux  équations  distinctes  du  second  ordre,  en  éliminant 

d*y 
entre  elles  -— ■*  on  aurait  une  équation  du  premier  ordre 

de  la  forme 

En  différentiant  m — a  fois  cette   équation,   on    aurait 

dy  dm~"*  y 

m  —  i  équations  entre  x,  jr}  -y-i  •    •  •>  — —  et  m  —  2  con- 

stantes,  c'est-à-dire  plus  d'équations  que  d'inconnues. 
On  ne  pourrait  donc  pas  se  donner  les  valeurs  de  y, 

dy  dm"x  y 

T">  '  '  *  '    -,-».  .  pour  x  =  fl. 
dx  dx™-*  r 

En  éliminant  successivement  deux  des  m  constantes, 

on  aura  — équations  différentielles  du  second  ordre 

contenant  chacune  m — 2  constantes,  et  qu'on  nomme 
intégrales  de  V ordre  m  —  1.  Trois  intégrales  de  cet  ordre 
peuvent  remplacer  l'intégrale  générale,  car  on  la  repro- 

dy       d*  y 

duit  en  éliminant  entre  elles  -7-  et  -— • 

ax       dx1 

557.  On  pourra  de  même  éliminer  un  nombre  quel- 
conque de  constantes  et  parvenir  ainsi  à  des  intégrales  de 
l'ordre  m  —  3,  de  l'ordre  m  —  4»  elc'  Si  Ton  élimine 
toutes  les  constantes  moins  une,  on  aura  m  équations  dif- 
férentielles de  Tordre  m —  1  qui  seront  dites  des  intégrales 
du  premier  ordre.  Si  entre  ces  m  équations  on  élimine  les 
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dy    d*  y  dm~~*  y 

m  —  1  dérivées  ~->  -7^-1  •  •  •  >  — ->  on  retrouvera  l'équa- 

dx    dx1  dx*-1  l 

lion  primitive  F  =  o  entre  x^y^c^  c',...,  c<mmmlK  11  suffira 

donc,  pour  intégrer  l'équation 

d"r  (  dy  d»~*y\ 

d'avoir  les  m  équations  intégrales  du  premier  ordre. 

558.  Les  intégrales  du  premier  ordre  permettent  de 

déterminer  les  constantes   c,  c', . . . ,  c(m~1)  en  fonction 

dy               dm~~iy 
de  x,  y,  -y-*  •  •  •  >  — -•  En  les  résolvant  par  rapport 

aux  constantes  et  en  désignant,  pour  abréger,  les  dérivées 
dey  par  y',  yff,  .  ..,y<m~l),  on  aura  m  équations  de  la 
forme 

c  = f  [*»  j>  y  '*  ■  •  ■  >  y  ("-,)]  =  «; 

d'où 

du        du     .        du      _  du       dm  y 

1 y'-| r    -+-  •  •  •  -f-  — —  —  O 

</.r        dyJ         dy'J  dyV—  »)  d-r"  ~~  °' 

Mais 


on  aura  donc 


=f[*,y,y','.-,y(m-i)]; 


.-     du      du     .      du     „  du        __  ,  . 

Cette  équation  doit  être  identique,  car  autrement  elle 
établirait  une  relation  entre  x,y,yf,.  . .  î€/('"~~i,>  et  l'on 
11e  pourrait  plus  se  donner  les  valeurs  de^,^', . . .  ,l7'(m~"l, 
pour  x  =  a. 

Ainsi,  les  équations  du  premier  ordre  étant  mises  sons 

la  forme 

u  =  c9     ut=cf9     u2  =  c", . . . , 

toutes  les  fonctions  u,  m,,...,   satisfont  à  une  même 
équation  aux  dérivées  partielles. 


i 
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INTÉGRATION    DE    L  ÉQUATION  -7-=-   =  f. 


d 


JL 


559.  Soit  proposé  d'intégrer  l'équation 
V  étant  une  fonction  de  x.  On  en  déduit 


j~  =  \dx\  vdx  -h  cr  4-  <r , 


</.? 


^s  =  \dx\dx\  vdx  -h  cr*-f-  <r'x  -4-  c*, 
et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  l'on  désigne  en  général  par 

«  intégrations  successives  par  rapport  à  x,  on  aura 


560.  L'intégrale  multiple  qui  entre  dans  la  valeur 
de  y  peut  s'exprimer  à  l'aide  d'un  certain  nombre  d'in- 
tégrales simples.  En  effet,  l'intégration  par  parties  donne 
successivement 

I  dx  I   vdx  =  x  f  vdx  —   j  vu  dx9 

I  vdx*  = f  x?  !  vdx  —2x1  vxdx  -+-  /  vx*dx  U 

I  vdx*  = -  (s*  !  vdx  —  3x*  I  vxdx 

-+-  3x  j  vx-dji  —  I  vx*dx 
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et  ainsi  de  suite;  d'où  Ton  conclut,  par  induction, 

[     I  vdx*  = ! 1  jrM— •  ivdx  —  tn  —  i)*»-*'  \vxdx 

(3.   \J  I2...(«-I)L  J  J 

Pour  établir  la  généralité  de  cette  formule,  il  suffit 
de  montrer  que  si  elle  est  vraie  pour  une  intégrale  de 
l'ordre  ny  elle  conviendra  encore  à  une  intégrale  de 
Tordre  /i-hi.  Or,  on  peut  mettre  l'équation  (3)  sous 
celte  forme 

/  vdxm=z hx*-1  I  vdx  —  n  [n  —  i)  x*~*  j  vxdx 

v  '  v      i  xn~*  j  vx*dx ±  n  I  vxH'xdx 


1.2 


Multipliant  les  deux  membres  par  dxy  et  intégrant  par 
parties,  il  vient 

/»djcm*-1  = I  xH  I  vdx  —  nxu~l  l  vxdx 
»-2-.«L      J  J 

H ■ x"~*  /  vx*dx  —  •  •  •  dtl  nx  j  cr*— '  dx  I 

12  J  J  J 


I          T                  »(n-i  ,      If 
i  —  /!-+--: •••nz/i      M 

1.2.  .  ,/ï  l  !*2  J  J 


vxmdx. 

1.2.  .  ,  /J  L  '      '      I  .2  J  J 

Mais 


/i  f/i  —  i)  .  ,         .     ,  , 

i.a 
donc 

/pfte"*1  = I  xa  I  vdx  —  nx*~x  I  exc/x 
I.2.../>L      J  J 

H x"-7  j  vx'dx  H-  •  •  •  zp  I  fx"f/.r 

ce  qui  établit  la  généralité  de  la  formule  (3)* 

561.   Enfin,  l'intégrale  multiplr  /  vdxn  peut  s'expri- 
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mer  par  une  seule  intégrait:  simple.  En  effet,  donnons 
aux  intégrales  qui  entrent  dans  l'égalité  (3)  les  limites  a 
et  x;  posons  v  =f(x),  et,  dans  le  second  membre,  rem- 
plaçons x  par  z  sous  le  signe  I  :  nous  aurons 

-\-- ^.r"-»  I      z*f[z)dz 

ou  bien,  en  faisant  passer  les  facteurs  constants  sous  le 
signe  I ,  et  remplaçant  la  somme  des  intégrales  par  une 
intégrale  unique, 

(4)  jf 7 w  *. = — ;;- ;--T)  jT/w  <-  -  *}-«  *. 

562.  Cette  dernière  formule  conduit  à  une  nouvelle 
démonstration  de  la  série  de  Taylor.  En  remplaçanty(x) 
par  la  dérivée  ft*+l*(x)9  et  n  par  n  -f- 1,  on  aura 

j     /(«+*)  {x)dx*-"=z  - f  /(»+«>  (z)(.r— s)»  <fc. 

D'un  autre  côté, 

f  /<"+"  (*)**•+'  =/(*)  -/(a)  —/'(«)  (x  -  a) 

./.t.1!^_...^Mtzf?i 

donc 

+s'w  ses + ^  rx^c"+o  «  <*  -  «)"  *• 


QUARANTE-QUATRIÈME    LEÇON.  <)I 

et,  si  l'on  pose  x  =  a  +  A,  et  ;  =  (ï  +  A(i  —  t), 

I  •  2  •  •  •  /•         I  •  2  «  •  •  /!>  4/ ft 
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INTÉGRATION  DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  D'UN  ORDRE 

QUELCONQUE. 

,  ,  —7  J  =0.  —  Équations  de  la  forme 

/dm~7y    dms\ 
f[  2  ,  — -— -  J  =  0.  —  Equations  susceptibles  d'abaissement.  — 

\  dx^  dx    J 

Applications  géométriques.  —  Équations  homogènes. 


ÉQUATIONS    DE    LA    FORME   /      — —  »  —r^- 

X  J  \  daf*-1      dx*  ) 

563.  Soit  d'abord  l'équation 

dx2       J  \dxj 
En  posant  -£  =  P,  on  aura  •£  =J  (p)  ;  d'où 

(3)  x=!m+c- 

Si  l'on  peut  tirer  de  celte  équation  p  en  fonction  de  x, 

on  aura 

p=zy(x),      ou      djr  =  y(x)dx, 

et,  par  suite, 

(3)  y=  L{x)dx  +  <J. 

Cette  équation  est  l'intégrale  générale,  car  elle  contient 
deux  constantes  arbitraires  c  et  c' . 

564.  Si  Ton  ne  peut  pas  tirer  de  l'équation  (a)  la  va- 
leur de  p  en  fonction  de  x,  on  aura 

dy=pdx=m 
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d'où 

<«  '-/&** 

on  éliminera  ensuite  /?  entre  les  équations  (a)  et  (4). 

565.   Exemple.   Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de 
courbure  est  constant  et  égal  à  a» 

L'équation  différentielle  du  problème  est  (I,  257)  . 


9 


M  ^  =  °- 


On  aura  donc 


dp 

tlx 


s  3 


(I +/>')' 


et,  en  intégrant, 

{2)  Jf  =  =  +  gj 


par  suite 


d'où 


Vi  +  />' 

dy  =  pdx  =     a}>  P  ±9 


(3)  r  =  --p!!=  +  ^ 

En  éliminant  p  en  ire  les  équations  (a)  et  (3),  on  aura 

(4)  (*-*)»+ tr-c7=«% 

équation  d'un  cercle  dont  a  est  le  rayon. 

On  peut  aussi  tirer  de  l'équation  (2)  la  valeur  de  p  en 
fonction  de  x\  on  a 

.r  —  <? 


il  en  résulte 

.  (x  —  c  )dx 

4r=  r  —  > 

y  «  *  —  (a:  —  c)1 
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d'où,  en  intégrant, 

y  —  c  '  =  —  yla2—{x  —  cy> 
et  enfin 

566.  Plus  généralement,  si  Ton  a  1  équation 


_dmr~xy    dl 


dx*  )  "~~ 


do?1-*      duT 

ne  contenant  que  deux  dérivées  consécutives,  en  posant 

cte?n'~i  dxm        dx 

F  équation  proposée  se  réduit  à 

on  en  déduit  successivement  : 

dp 


*=,„,    —£,.    «   .-/£, 


+■  «?. 


Si  cette  dernière  équation  peut  être  résolue  par  rapport 
à  py  on  aura 

rf— '  y 

p  =  l{x)     ou      ^_r=f(x)f 

et  (559) 

Si  p  ne  peut  être  exprimé  en  fonction  de  x}  on  aura 

dm-ly  __ 
OU 

rf-^r  _  pdp 

a  — - =  pax  =:  — —  5 

donc 


***-*     J  Ap) 
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En  multipliant  par  dx  =  jf—r  et  intégrant  de  nouveau. 


oo  aura 


<***-'       J/[P)J. 


P'ip 

f(p)  J  /(/») 


-+-  c*  x  -+-  c", 


et  ainsi  de  suite. 


.     ^  cldm-*y    dmr\ 

ÉQUATIONS    DE    LA    FORME/  (         ^  »  -7-^-  j   =  O. 

//*  r 
567.  Soit  d'abord  -—^  =f(j). 

En  multipliant  les  deux  membres  par  i  dy,  et  inté- 
grant, il  viendra 


d'où  Ton  tire 


.(s),=-»//^*r  + 


dx  =z  —=zs 


dy 


dy 


On  aura 


et  enfin 

•rr^-t-    / 

568.  Exemples. 

i°  -rr  -*-  " V  =  °* 

ndxz=  y 

^  =  r  sin  («x -f- </),     ou     ^=  Asin/îx -f- Bcos/i*, 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

d*y 


a" 
On  aura 


dx> 


—  n2y  =  o. 


(ÊT-*,Cr'+«1)  =  o,    «^=-=^ 


rfr 


\<try 


^»-»-c» 


94  cours  d'analyse. 

d'où,  en  intégrant, 

y  —  c  '  =  —  ^a2—  (x  —  e)\ 
et  enfin 

566.  Plus  généralement,  si  Ton  a  l'équation 

\^-'  '  daf*)  "~° 
ne  contenant  que  deux  dérivées  consécutives,  en  posant 

dm~"x  y ,  */"'tv rfo 

<£*"*-'  ~"  ^'         °        dx*  ~~  dx'     . 

F  équation  proposée  se  réduit  à 

'(*£)  — 

on  en  déduit  successivement  : 

dp 


dx      f[P'  f(P;  Jf(p) 


+■  c 


f(p) 

Si  cette  dernière  équation  peut  être  résolue  par  rapport 
à  py  on  aura 

P  =  *(*)     ou     5^=7  =  ?(*). 
et  (559) 

Si  p  ne  peut  être  exprimé  en  fonction  de  x}  on  aura 

dm~ly 

djc„,-t  —P> 

ou 

.f^r  __,.__  pdP 

a  — - =r  pax  =  — —  5 

donc 

d~~*y  __  fpdp      ^ 


_  CM 

~JAp 


dxm^k      J  Ap) 
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En  multipliant  par  dx  =  ~^r  et  intégrant  de  nouveau. 


Ap) 

on  aura 

tïxf" 


~-J/[p)J/ipr      +    * 


et  ainsi  de  suite. 

[dm-*y    dmy\ 

ÉQUATIONS    DE    LA    FORME  /  (  "^=7 »  "^T  )  =  °* 

567.  Soit  d'abord  j£  =/(j). 

En  multipliant  les  deux  membres  par  2  J/,  et  inté- 
grant, il  viendra 

d'où  Ton  lire 

tlx  =  > 

Vc  4-  ljf{y)df 

et  enfln 

Js/c  +  2ff(r)dX 

568.  Exemples. 


j: 


On  aura 

(£)V«'(r'-<')=<>, 

si*— y* 

y  =  c  sin  (im:  -+-  </),     ou     j^=  Asin/ix  ■+-  Bcos/?x, 
A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

a  dé-n2jr=zo- 

On  aura 


^y_w»(r,4.c.)=0,  »*=-= 


sjy*-*-* 


? 
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et,  en  intégrant, 


(i)  r-Wr'+c^cV; 

d'ailleurs  on  a  identiquement 

d'où 

(2)  —.y  -+-  v/j'-hc»  =  —«-«. 

On  tire  des  équations  (1)  et  (  2) 

r=r-cVx %<r-',xt     ou     r  =  À*l,*-f-B<? 

22c 

569.  Pour  ramener  au  cas  précédent  (867)  les  équa 
lions  de  la  forme 


/ 


fdm-2r    dmy\  __ 


il  suffit  de  poser  -.-^£-  =  P)  il  en  résulte 


cte* 


w     4^H  °°  -=f(rt 


et,  par  conséquent, 


£=S?c  +  ïf((p)dp  =  t(p); 


dx 
ce  qui  donne 

J  *Hp) 

Si  l'on  peut  résoudre  cette  dernière  équation  parrap- 

dm~ir 

port  à  /?,  et  en  tirer  p  ou  jw_i  =  ?  (x),  l'intégrale  gé- 
nérale s'obtiendra  au  moyen  de  m  —  2  quadratures  qui 
introduiront  m  —  2  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Quand  l'équation  ne  peut  pas  être  résolue  par  rapport 
à  p,  on  opère  de  la  manière  suivante. 
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dx!—* 


On  a  — — '—  =  p9  d'où  résulte 


donc 

d™—*?  C  p  dp 


+  tf. 


On  trouvera  de  même 

dJ^r__Çpdp_   Çdp  Ç  dp 

<***-*  ~J  )(P)J*(P)     J*(p) 

et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  donc  à  une  certaine  équation 

(3)  r  =  F(/>)> 

contenant  m  constantes  arbitraires.  L'élimination  de  p 
entre  les  équations  (?)  et  (3)  donnera  l'intégrale  générale. 

ÉQUATIONS    QUI    PEUVENT    S* ABAISSER    A    UN    ORDRE 

INFÉRIEUR. 

570.  Soit  l'équation  de  Tordre  m 

e(       d*y    d*+\r  d»y\ 

^''dï'd^''"'  d^)=°' 

dnY 

En  posant  —^  =  p,  on  la  réduit  à 

d*-*p 


Si  Ton  peut  intégrer  cette  équation  qui  n'est  que  de 
Tordre  m  —  ny  et  ensuite  la  résoudre  par  rapport  à  x,  ou 
à  p,  le  calcul  s'achèvera  comme  dans  le  cas  précédent* 

371.  Soit  Téquation 
qui  ne  contient  pas  x.  On  peut  en  abaisser  Tordre  d'une 

Stcbm.  —  An.%  II.  7 
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unité  en  prenant  y  pour  variable  indépendante  et  fai- 
sant —  =  p.  On  aura 

dx       r 

d*r       dp dp 

dx1        dx  dy 

dx*  dx  H  dy       F\<fy) 


dny 
En  général,  -—-j  considérée  comme  fonction  de/7,  sera 

du  [n  —  ])«*«•  ordre  ;  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'é- 
quation (1)  on  arrivera  donc  à  une  équation  de  Tordre 
m  —  1 

(dp  d^p\ 

(a)  *v**  ;fr''"'  ^J=°' 

dont  l'intégrale  renfermera  m  —  1  constantes  arbitraires, 
et  l'intégration  de  l'équation  dy  =  pdx  fournira  encore 
une  autre  constante. 


APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES. 

572.  Quelle  est  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure 
est  en  raison  inverse  de  l'abscisse  P 

L'équation  différentielle  du  problème  est  (I,  257)  : 

(i  +  p>y  _  à* 
dp  ix 

dx 


en  appelant  —  le  produit  constant  du  rayon  de  courbure 

pr  l'abscisse  du  point  correspondant  de  la  courbe.  On 

déduit  de  là 

g}  dp 
%xdx  = jj 
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et,  en  intégrant, 
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c  = 


a*p 


d'où 


P  = 


^1  +/>' 

j-'  -4-  c 


et,  en  intégrant  de  nouveau, 


v7*4  - l*2 


c)' 


+  <? 


Cette  équation  représente  la  courbe  affectée  par  une 
lame  élastique,  quand  une  de  ses  extrémités  étant  fixée, 
l'autre  extrémité  supporte  un  poids  :  on  lui  donne,  pour 
cette  raison,  le  nom  de  courbe  élastique. 

573.  Plus  généralement,  si  le  rayon  de  courbure  doit 
être  une  fonction f[x)  de  l'abscisse,  on  aura  l'équation 


^  =/«. 


dx 


d'où  Ton  déduira 


dx 


dp        = ^ 


et,  en  intégrant, 


i-f-p»      J* 


dx 


C. 


Cette  équation,  étant  du  second  degré,  pourra  être  résolue 
par  rapport  à  p.  Soit  alors  p  =  <y  (x),  on  aura 


.r  =  i  ?(*)<**  -*-  «S 


équation  de  la  courbe  cherchée,  qui  renferme  deux  con- 
stantes arbitraires  c  et  c'. 

574.  Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure 
soit  proportionnel  à  la  longueur  de  la  normale  com- 
prise entre  la  courbe  et  Vaxe  des  x. 

7- 


J  4       •    •     # 


•  * 
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L'équation  différentielle  du  problème  est 

t 

(«)  '    \£     =ir(» +/*)', 

dx 

n  désignant  une  constante  positive  ou  négative,  selon  que 

la  courbe  est  convexe  ou  concave  par  rapport  à  Taxe 

des  x  (1,235). 

En  prenant  jr  pour  variable  indépendante  et  rempla- 

dp         pdp 
çant  -j-  par  £-rîl>  on  aura 

fy  ___  rtpdp 

On  tire  de  là 

C  21 


OU 


£  =  (■+  />■)'; 


donc 


-vW- 


i  4r 

et  en  remplaçant  p  par  ^9 

V(ï)"- 

Il  suffit  de  prendre  ce  radical  avec  le  signe  + ,  car  le  signe 
—  conduirait  à  la  même  intégrale. 

Cette  équation  peut  s'intégrer,  d'après  la  théorie  des 
intégrales  binômes,  quand  n  est  un  nombre  entier,  pair 
ou  impair  (I,  353  et  354). 
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Examinons  tes  cas  particuliers  de  n  =  zh  i ,  n  =  ±:  a. 
i°  n  =  —  t  ;  l'équation  différentielle  (a)  devient 

£*r  =  ■  ) 

et,  l'intégration  donne 

(*  —  «/)»  + 7»  =  C». 

Cette  équation  représente  tous  les  cercles  qui  ont  leur 
centre  sur  Taxe  des  x. 

a°  n  =  i  :  dans  ce  cas,  où  la  courbe  est  convexe  vers 

Taxe  des  or,  on  a 

cdr 


dx  = 


vy — <■* 


et,  en  intégrant 

x  =  c\  (j  -h  v(r2  — c0  ■+■  *• 

Si  Ton  détermine  A  de  manière  que  pour  j  =  con  ait 
x  =  c',  il  faudra  que 


c'  =  clr  -f-  X  ; 

d'où 

x—c*        f  /-♦-  v/)a— c* 

c       -1              c 

ce  qui 

revient  à 

jr-  r» 

(■> 

7  -h  fo2  —  c2=zce   c   . 

Mais 

(r  -+-  v(ra  —  cJ)(r  —  V/*  —  «■)  =  **; 

donc 

r—  c' 

(p) 

.T  —  Vv  *  —  c2  =  ce      c    • 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (a)  et  ((3), 
on  aura  pour  l'équation  de  la  courbe 


(x—d  .T— f*\ 


'         * 


j    ■» 

J  4      *' 

J    J         -à     •*       ^ 


,->    ^ 
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Fig.  in 


Cette  équation  est  celle  d'une  chaînette.  Par  conséquent 
le  cercle  et  la  chaînette  sont  les  seules   courbes  dans 

lesquelles  le  rayon  de  courbure  soit  égal 
à  la  normale,  avec  cette  différence  que 
ces  deux  lignes  coïncident  dans  le  cer- 
cle, tandis  qu'elles  sont  situées  de  part 
et  d'autre  du  point  de  contact  dans  la 
chaînette, 
on  a  F  équation  différentielle 


Al        X 

3°  n  =  —  a 


dx  = 


dr 


VW 


f(r  __  y/gj  —  y2 
dx  y 


ou     -f-  = 


Fig.  zia. 


Or,  cette  équation  représente  (I,  249)  une  cycloïde 

dont  la  base  est  sur  Taxe 
des  xy  et  dont  le  rayon  du 

cercle  générateur  est  —  On 
M^^r^^  8ait  en  effet  que,  dans  cette 

courbe,  le  rayon  de  cour- 
bure MK  est  double  de  la 
normale  MN. 


4°  n  =  a  :  il  vient 


dx  z= 


\fcdy 


d'où 


Vlr  — c 

cette  équation  représente  toutes  les  paraboles  qui  ont 
Taxe  des  x  pour  directrice. 

ÉQUATIONS   HOMOGÈNES. 

575.  On  peut  abaisser  d'une  unité  Tordre  d'une  équa- 
tion différentielle  lorsqu'elle  est  homogène  par  rapport 
à  y  et  à  ses  dérivées  ;  soit 

dmy\ 
(i)  f  \x%  y,  —î-  •  ■»  "*" 


/  dy 

{*'  '>  dx 


dx 
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une  telle  équation,  et  soit  n  le  degré  de  l'homogénéité. 
On  pourra  mettre  l'équation  (j)  sous  cette  forme 

dy    rf\r  *my\ 

dx     dx*               dx™    ) 
—  >  >  •  •  •?  

XX  X 

Faisons 

y  =  <?/"* 


(2)  ïmi\*t—'  -^~>••',  ~~zy -0- 


d'où 


dx 


d>r 

dx* 

d*y 
dx* 


,  ,   fd*u        -du  \ 

\dx3  dx  J 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a),  on  aura 
évidemment  une  équation  différentielle  de  l'ordre  m —  1. 

576.  Exemple. 

d7y        1  dy        y 

dx*        x  dx        x1 

dy 

Posant^  =  efudx,  et  substituant  les  valeurs  de  -=-  et  de 

&X  ,       1      1 

-7-5  trouvées  plus  haut,  on  aura 

du  I  I 

dx  x  x2 

ou 

X  dit  -f-  u  dr         tfix*  —  T 

. 1 =  o. 

dx  x 

Posons  ux  =  »,  il  vient 

dz        z*  —  t  

dx  x  ' 


ou,  en  séparant  les  variables, 


dx  dz 

h  -= =  0; 

x        «*  —  1 
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l'intégra  lion  donne 

z  —  i                       x*  ■+-  r 
x7 =  c,     z  = »      w  = 

Z  -+-  I                             **  —  c 

x  (x*  —  c) 

Tl  s'ensuit 

/udx=z  I ^ ■dx=z\c' 
J    *lJB»  —  c)                                   X 


—  c 


d'où 


r  =  ef',ds  =  c' =  cfx • 

J  XX 


577.  On  traite  de  la  même  manière  toute  équation 


/      dy    d7y 
Y9  dx"   dx> 


f,       -,     -'?  d"y\ 


qui  est  homogène  par  rapport  aux  indices  des  différen- 
tielles, c'est-à-dire  dans  laquelle  la  somme  des  indices 
des  différentielles  de  jr  est  toujours  la  même-,  car  si  l'on 

pose  -j-  =  p,  l'équation  deviendra  homogène  par  rapport 

x  „    dp    d*p  d**-'p 

^'  dy    dy2  dym'1 

Exemple.  Soit 
Cette  équation  revient  à  p  ■—  =f(j')  /?%  ou 

équation  homogène  par  rapport  à  p  et  à  -—•  Si  Ton  fait 

p  =  <?/"*,     d'où     -£  =  ueS**r, 

dy 

on  aura,  en  portant  ces  valeurs  dans  1  équation  (2)  et 
supprimant  le  facteur  commun  ef"djry 

«=/lr)î 
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donc 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

x=zcr  -+-  c  f  e-tf(r)4rdy. 

EXERCICES. 

i .  Intégrer  l'équation 

%dy* dx  -f-  y7 dx* —  y d* y dx      '' 
oit  x  est  la  variable  indépendante. 
Solution  : 


x  =  c'-f  -  >Jicy  —  c*h-  arc  cos 


r— * 


c  jr 

2.  Intégrer  l'équation 

dx3dy—xds*dïy  =  adfcéfc /(<*a*)a4-  (rf^)*» 

dans  laquelle  ds  =  ^dx*-{-  dy*}  et  s  est  prise  pour  variable  indé- 
pendante. 

Solution:  y  =  -c(x+a)2  +  c'. 

3.  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point 
est  égal  à  la  distance  de  ce  point  à  un  point  fixe. 

Solution  :  L'équation  du  premier  exercice  où  l'on  mettrait  r  et  0 
à  la  place  de  y  et  de  x. 

4.  Intégrer  l'équation 

t£z = flr)&  'El . 

dx'      JK7'<ixdx' 
Solution  : 

F(rWW<",    f(r)  =  /a/F(.r)«fr, 


- 


f(x) 
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QUARANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  SANS  SECOND 

MEMBRE. 

Définition.  —  Propriétés  de  l'équation  privée  de  second  membre.  — 
Équations  à  coefficients  constants.  —  Cas  des  racines  imaginaires  iné- 
gales. —  Cas  des  racines  égales.  —  Méthode  de  d'Alembert.  —  Autres 
méthodes. 


DÉFINITION. 

578.  On  appelle  équations  linéaires  les  équations  dif- 
férentielles dans  lesquelles  la  fonction  cherchée  et  ses 
dérivées  n'entrent  qu'au  premier  degré,  et  ne  sont  pas 
multipliées  entre  elles. 

Leur  forme  générale  est 

(I)  — -  -f-  P  -: — -.-+■  Q  -: — -  +...  +  T~+U/  =  V, 
P,  Q, . . . ,  T,  U,  V  désignant  des  fonctions  de  x. 

PROPRIÉTÉS    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES    PRIVÉES 

DE    SECOND    MEMBRE. 

579.  Nous  considérerons  d'abord  l'équation  privée  de 
second  membre 

,i*\dmT       «^""lJr        ^dm"7r  mdy 

Si  des  fonctions  particulières  yx,  yt, . . . ,  yn  satisfont  à 
cette  équation,  la  somme  de  ces  fonctions,  et  même  la 
somme  des  produits  de  ces  fonctions  par  des  constantes 
quelconques  ci7  ct, .  . .,  cn,y  satisfera  également. 
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En  effet,  si  Ton  pose 

y  =  ctxi  -+-  ctXt  4- ...  ■+■  emym% 


on  aura 

dx              dx               dx 

d'x     .  rf\r.  ,  .  rf*r.  . 

dx 

d'y  _  _  rf".r.   ,      rf".y,  , 
rfi*             dix*             dx"* 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (H)  lui 
fait  prendre  la  forme 

.(2c+»Ss+...*.î+o,. 

+  *(S  +  i£?+...-T£-HU,.)+...-a 

Or,  chacune  des  parenthèses  étant  nulle  par  hypothèse, 
l'équation  se  trouvera  satisfaite.  Cette  propriété  n'appar- 
tient qu'à  l'équation  privée  de  second  membre. 

580.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  connaît  m  solutions  par- 
ticulières de  l'équation  (II),  on  aura  V intégrale  géné- 
rale en  posant 

pourvu  que  Von  puisse  déterminer  les  constantes  de  ma- 
nière  à  donner  à  y ,  -4-  v  •  >  - — —  des  valeurs  arbitraires 

J  '  dx  dx»—1 

pour  une  valeur  quelconque  de  x  (n°  552). 

Ces  conditions  ne  pourraient  pas  être  remplies  s'il 
existait  une  relation  linéaire  entre  quelques-unes  des 
fonctions^, j^,. .  .,jv  Par  exemple,  si  Ton  avait 

ri = «ri -*- *r« , 

on  aurait 

r  =  [ci  "+■  act)yx  -f-  (ca  -h  6c,  j^,  +  f4/4-l-...  +  cMjrmy 
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et  cette  expression,  ne  renfermant  que  m  —  i  constantes 
arbitraires,  puisque  ci  -h  acz  et  ct  -f-  5c$  ne  doivent  comp- 
ter que  pour  deux  constantes,  ne  peut  pas  être  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (II), 

581.  L'équation  linéaire  étant  homogène  par  rapport 
h  y  et  à  ses  dérivées,  on  peut  en  abaisser  l'ordre  d'une 
unité,  en  posant  jy  =  eîudx  (575)  ;  mais  elle  cesse  d'être 
linéaire.  Elle  prend  alors  la  forme 

(III)     -  — ^7 -*-... -t-(tt"-H  P«'"-,-+-Q«*-,-4-.  ..  +  U)=o. 

Cette  équation  est  plus  compliquée  que  la  proposée, 
mais  elle  fait  découvrir  plus  facilement  certaines  inté- 
grales particulières.  Ainsi,  quand  une  valeur  u  =  r,  indé- 
pendante de  x,  annule  le  polynôme 

(i)  ««"-+-  Pm— '  H-Qa",-,-h.  .  .  +  U=/(«), 

l'équation  (III)  est  satisfaite  par  u  =  r,  car  les  dérivées 

du    d7u  dm"ln  n  .  .,, 

—  j  — p  •  •  •  »  — — —  sont  nulles  :  par  conséquent  1  equa- 

tion  (II)  est  satisfaite  par  ^  =  cet"**  =t  ce". 


ÉQUATIONS    LINÉAIRES    A    COEFFICIENTS    CONSTANTS. 

582.  Dans  le  cas  oùP,  Q,...,  T,  U  sont  des  constantes, 
l'équation  f(u)  =  o  n'admet  que  des  racines  constantes 
rl9  r,,. . .,  rm.  En  les  supposant  toutes  différentes,  on 
aura  m  solutions  particulières  erix,  er«x, . . . ,  ermx,  et  l'in- 
tégrale générale  sera 

(2)  y  =  cter**-h  ca*r»*-f-. .  .4-  cmer*>*. 

Pour  le  démontrer  il  suffit  de  faire  voir  qu'on  peut 
déterminer  les  constantes  cl9  cs, . . . ,  cm  de  manière  que, 
pour  une  certaine  valeur  de  x,  par  exemple  x  =  o,  la 
fonction  y  et  ses  m  —  1  premières  dérivées  aient  des  va- 
leurs arbitraires  A,  &', . . .,  b<m-lK  En  effet,  de  lequa- 
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liou  (2)  on  tire 

(3)  —  =  c»  r,  ^«^  -+-  c,  r,^»*  -h  . .  .  -f-  c„  r.  «f1**, 

(4)  jgj  =  Ci  rf  ^t*  -+-  ct  r\  <***  -4- . . .  -f-  cm ruer***. 


et,  par  conséquent,  en  faisant  x  =  o  dans  les  équations 
(a),  (3),  (4),. . .,  on  aura 

(C)  /fir;+c,rî-l-cJr;+...-hc-r4=^f 


Multiplions  ces  équations  respectivement  par  A,  A',  A ",.••» 
#— *)  et  i,  et  ajoutons-les  :  en  posant 

A  -t-  X'  r  -h  A"r'  -4- .  . .  h-  A<— *>  r— a  -h  r— '  =  ?  (r), 
on  aura 

=  **  4-  *'*'  -f-  A*  A*  +. . .  -+-  *(—'). 

On  éliminera  cs,  c8,. .  M  cm,  en  prenant  pour  f  (/*)  une 
fonction  telle,  que  <f  (  r4  ),  <p  (  rt  ),...,  cj  (rm  ) ,  soient  nulles, 
mais  que  f  (rt)  soit  différente  de  zéro.  Ces  conditions 
seront  remplies  si  Ton  pose 

fir) 
lir)  =  ('  —  rt)  (r  —  r,). .  .(r  —  r,)  =  ^—  , 

d'où 

f(r,)=/'(r1) 

et 

*(— o  + . . .  +  k»b*  +  k'  V  -+-  kb 

C.  -=z    • 

On  aurait  de  même  c%1  ct, . .    ,  cm.  Toutes  ces  constantes 


u. 
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ont  des  valeurs  finies  et  déterminées,  puisque  f  (rx)n 
/'(rt),.  •  •»t/,/(rm)  ne  sont  pas  nulles  (*). 

Si  Ton  donne  les  valeurs  A,  &',. . .,  fr""1,  dey  et  de  ses 
dérivées  pour  x==  a,  on  remplacera,  dans  l'équation  (2), 
x  par  (x  —  a)  sans  changer  les  constantes,  car  l'inté- 
grale (a)  peut  évidemment  s1  écrire 


y=zcter^  <*-■>  -f-  c,  **■»<*-«>  -f- . . .  -h  c* -**<*-•>. 

En  prenant  ensuite  les  dérivées  et  faisant  x  =  a,  on  re- 
trouvera les  mêmes  équations  (C)  pour  déterminer  ct, 
Cf,  •  •  • ,  cm. 


Exemple. 

*y     . 

d^-njr=°- 

On  a 

r3  —  «*  =  0, 

d'où 

r=  =b«, 

et 

CAS    DES    RACINES    IMAGINAIRES    INÉGALES. 

583.  Lorsque  l'équation 

/(/■)  =  /-■+•  Pr"-1  +...H-Tr+U=o 
a  des  racines  imaginaires,  la  formule 

représente  encore  l'intégrale  générale,  mais  elle  renferme 
des  imaginaires.  Pour  mettre  l'intégrale  sous  une  forme 
réelle,  observons  que  les  racines  imaginaires  doivent  être 


(*)  On  pourrait  aussi  démontrer  ce  résultat  en  observant  que  le  déno- 
minateur commun  des  valeurs  des  inconnues  c,,  ctï  c,,. .  .9cm,  dans  lea 
équations  (G),  est  égal  au  produit  de  toutes  les  différences  des  quan- 
tités r{,  rt ,  rt, . . . ,  prises  deux  à  deux,  produit  qui  n'est  pas  nul,  puisque 
uucune  de  ces  différences  n'est  nulle    (théorème  de  Vandermoude). 
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conjugées  deux  à  deux  si  P,  Q, . . . ,  T,  U  sont  des  quan- 
ti tés  réelles.  Soient  donc 

r,=  a  +  6  v^ —  *  9     ri  =  a  —  6  y/ — i, 
on  aura 

=  tfaJr[(c,  4-  ca)cosêx  -4-  y/—  i  [ct  —  c3) sin6x], 
ou  bien 

ckeTix  -+-  cf»1  =  (AcosSx  -4-  Bsin6x)ea;r, 

en  posant  A  =  ct  4-  cs,  B  =  (e4  —  ct)  ^ —  i  :  A  et  B  dé- 
signent des  constantes  arbitraires  que  Ton  peut  toujours 
supposer  réelles. 

On  peut  encore  écrire  la  somme  des  termes  qui  cor- 
respondent à  deux  racines  conjuguées  sous  cette  forme 

c<?axsin  (6* -+-</). 
584.  Exemples. 


y  =  ct  «"v'-'  -h  c2  er**)/-*  =  kcosnx  -l-  Bsin/ix. 

dur8        <&r 

L'équation  en  r  est 

r8  —  r  —  6  =  o  : 

ou  en  tire 


r, 


i  =  3,      r2=  —  1-4-^2^—  !>     ',=  — 1—  yW— ï> 


et  par  suite, 

j  =  cc'*-f-ff^*[Acos(o:y/2J  -H  Bsin(xy^)]. 

CAS     DES    RACINES    ÉGALES.    MÉTHODE    DE     d'aLEMBERT. 

585.  Lorsque  l'équation 
(i)  /•"-t-Pr*-»  4-Q/m-2 -f-.  .    ■+■  T> -+■  U  =  o 
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a  des  racines  égales,  les  termes  correspondants  à  ces  ra- 
cines dans  la  formule 

(2)  yz=cleriS  -hCjtf*'  H-. .  .+cmerm* 

se  confondent  en  un  seul,  et  on  n'a  plus  l'intégrale  géné- 
rale» puisque  le  nombre  des  constantes  arbitraires  est  in- 
férieur à  m.  On  peut  cependant  déduire  de  cette  même 
formule  l'intégrale  générale  en  considérant  d'abord  les 
racines  comme  ayant  une  différence  qu'on  rend  nulle 
après  avoir  fait  subir  à  l'expression  une  transformation 
convenable. 

Pour  faire  comprendre  ce  procédé  par  un  exemple  très- 

/d.r 
—  =  lx 

de  l'intégrale  lxmic  =  — h  C,  qui  devient  illusoire 

quand  m  =  —  1 .  Posons  m  =  —  1  -+-  h  •,  nous  aurons 

dx         _.       x" 

=  €  +  -. 


/dx 
5=a 


Mais 

A* 

x*  =  1  -+-  /*  1*  H (lx)»  ■+■ ...  ; 

donc 


/: 


dx         „        1        .  h     .,    .  h*       ,.    % 


et,  en  représentant  C  -+-  -  par  c, 


/ 


•r'-*  1.2         '  I  .2.3  x      ' 


Donc,  si  l'on  fait  A  =  o,  on  aura 


/ 


dx       . 

—  =  \x  -h  c, 
x 


586.  Revenons  maintenant  aux  équations  linéaires,  et 
supposons  r1  =  r1.  On  peut  altérer  infiniment  peu  les 
coefficients  de  l'équation  (II),  n°  579,  de  manière  que 


ou 
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l'équation  (i)  f(u)  =  o  n'ait  plus  de  racines  égales.  Alors 
on  a  rt  =  r,  -h  A,  et 

y  =  C,  e"*  -f-  C,  *»"»*+**  -f-  c3^*  -h  .  .  .  -h  c„  ?»<*, 

y  =  (C,  -|-  C,*4*)  ér1-»*  H-  c^*  -K  .  .  -f-  cmeTm* 

=  ef*x  f  C.  -4-  G,  4-  C,  A*  h-  C, x*  -f- . . .  j 

-f-  CaC*"»*  -h-.  .  .-4-  cmtf™*\ 

ou  bien,  en  posant 

C,  +-C,  =  c,     C2A  =  c', 
on  aura 

j  =  *r»Mc-*-c'*-f-c'A h  C'A2 5  4-...) 

\  1.2  1,2.3  / 

-t-Ciif"  -4-, .  ,  +  f^»1; 

cette  valeur  de  y  satisfait  à  l'équation  différentielle  quel 
que  soit  A.  Donc,  en  faisant  A  =  o,  on  aura 

(3)  y  =  *■■■* (c  -4-  c' x)  -h Ci?** -f- . .  .-t-cmcr'"*, 

expression  qui  renferme  m  constantes  arbitraires  dis- 
tinctes quand  ru  r$,  r4,.  .  .,  rm  sont  des  racines  diffé- 
rentes. 

Quand  trois  racines  sont  égales,  on  suppose  d'abord 
l'équation  modiGée  de  manière  que  deux  racines  seule- 
ment soient  égales,  ce  qui  donne  à  l'intégrale  la  forme 

y  =  (f*x  (C  -h  C'x)  -h  C3  <?r«*-h  C4  <?**  -+-  .  .  .  -f-  C*  *r«*. 

Puis,  supposant  r8=  r,  -f-  A,  on  aura 

;=^    C  +  C,+  (C'  +  C,/i)x+— ar'+  -^- *»-f-... 
L  ,#a  1.2.3  J 


OU 


,  en  posant  C-hC,  =  c,  C'-h  C8  A  =  c',  -^—  =  c", 

1  ■  JL 

I  c"h    '  \ 

yz=er**ic-hc'x  -f-  c"x*-\-  -£-**  +  .  .  .  J  4- c4 *•"•* -f- .  .  .; 

équation  qui  devient,  pour  A  =  o, 

(4)       /  =  cr«*  (c  -f-  c' x  -h  c"x?)  H-  c,er*'  4-  ...  -h  c**?"'*. 
Stcrm.  —  ^/«.,  11,  g 
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On  trouverait,  de  la  même  manière,  que  si  la  racine  i\ 
était  quadruple,  il  faudrait  remplacer  les  termes  qui  s'y 
rapportent  par 

expression  qui  renferme  quatre  constantes  arbitraires. 

DEUXIEME    MÉTHODE. 

587.  Lemme.  u  et  s>  étant  des  fonctions  de  x,  si  l'on 
cherche  les  différentielles  successives  de  ui>,  on  arrive  par 
induction  à  la  formule 

dn(w>)  =  udnf>  -hndudn-lv-\-  "       ~~  *'  d2udn~* 


*9 


1.2 

ndn~ludi>  -f-  vd*u9 
ou  à  la  formule  symbolique 

dnuv  =  (du  -\-dv)(n)9 

en  remplaçant  dans  le  développement  du  second  membre 
les  exposants  des  puissances  par  des  indices  de  différen- 
tiation,  et  en  admettant  que  d°u  =  u. 

Pour  faire  voir  que  cette  formule  est  générale,  il  suffit 
de  montrer  que,  si  elle  est  vraie  pour  l'indice  w,  elle  est 
encore  vraie  pour  l'indice  n  -f- 1 .  En  effet,  soit  k  dpu  dn~?v 
un  terme  quelconque  du  développement  de  dnuv.  On 
aura 

d*uc  =  \  kdPudH-Pv. 

De  là  on  lire 

dn+x  uv  =\  (  k  dP+Ut  dn~P  v  -f-  k  dPu  d»-P+x  v)9 
ou,  sous  une  forme  symbolique, 

d"+*Up=\  k duP dv*~P {du  -+-  dv )  =  (du  -+-  d»)\  kduPdv*~P* 
Mais,  par  hypothèse, 


i 


k  duPd^-P  =  (  du  -H  dt>)W  9 


kdPudlv 
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on  aura  donc 

dn+*uv  =  (du  -+-  dv)  (du  -+-  dv)W  =  (du  -f-  r/p)('H-,)> 

ce  qu'il  fallait  démontrer.  On  démontrerait  de  la  môme 
manière  la  formule  plus  générale 

dn(up. .  .z)=(du-+-dt>-t-.  .  .  +  «/«)("). 

588.  Autrement.  Le  coefficient  k  dans  l'équation 

(i)  d*ut>=\ \ 

est  un  nombre  indépendant  de  la  nature  des  fonctions  u 
et  t>.  Soit  alors  u  =  e*x,  v  =  ebx9  on  aura 

et,  en  observant  que  p  -f-  </  =  n,  l'équation  (i)  deviendra 

(«  -h  *)"Ab"=\  A  a?  bl dxP+l  ; 

ou,  puisque  p  -f-  7  =  72, 

Ainsi,  les  coefficients  de  dnuv  ne  sont  autre  chose  que  les 
coefficients  de  la  n,ime  puissance  d'un  binôme. 

589.  Revenons  à  l'équation 

dm  y  dm~x  Y  ^  rf'H—iy  dy 

Remplaçons  j-  par  ne.  L'équation,  ordonnée  par  rapport 
à  la  fonction  u  et  à  ses  dérivées,  deviendra 

d*p  dm-ltr       ^  d*-*»  m  dv       „    \ 


ix*  djf*~x  dx™-*  dx 


-f- 


1     p                   dm"~tQ                                       dm~*v  ~\d*n 
1  m  fut  —  1)- r-hf/it  — i)(/ii  — 2)P -K..-4-i.2.Sp  I— 5 


'"// 


[m  (m  -  1)  >  —  2) .  .  .  a.  1  .•»]  -.-    —  o, 


1  . 2 .  .  .  /w  L  */-c' 

8. 


ii6  cours  d'analyse. 

ou  bien 

(2)   Van  -4-V,  —  H — -  H 1 ^ — -  =0, 

dx        1.2   oor2  e .  2 . 3 .  .  .  m  €taf 

cd  posant 

dmv       ^dm"xQ        ^dm-2v  dv 

*&"■  «ilr-*— »        x  dx"1-2  dx 

V,  =  /w h  (m  —  i)P- H-  (»  —  2)0- -+-.  ..4-Tr, 

,                d"*—^ç                                           dm~~*v 
Y,  =  m(m  —  1) ■- -\-(m  —  \)(m  —  2)  P  -- h...-4~i*2.S<*, 


Le  développement  (2)  est  analogue  à  celui  d'une  fonc- 
tion de  x  dans  laquelle  on  remplace  x  par  x-\-h\  car  on 
voit  que  les  polynômes  V0,  Vn  V,,.  . .,  Vm  se  déduisent 
du  polynôme 

et  de  ses  dérivées,  en  remplaçant  fm,  y"1""1, . . . ,  m,  y0  par 

rfmp   d™—*?  dp 

dx~™   dx1^1' "  ' " ''  di'  V' 

590.  Maintenant,  si  l'on  pose  r  =  erx,  et  que  l'on 
supprime  le  facteur  commun  e™",  l'équation  (2)  prendra 
la  forme 

/o\      xr  \         j>,i  ydu  d*u  dmu 

(3)     /(r)«+/'(r)_+/-(r)_+...  +  ;s-=o. 

f{r)  désignant,  comme  plus  haut,  le  polynôme 

r"  +  P/*" '-^-Qr—'-f-..  .-f-Tr  +  U. 

De  là  résultent  les  conséquences  suivantes: 
i°  Si  Ti  est  racine  simple  de  l'équation 

/(r)  =  o. 

on  satisfera  à  l'équation  (3)  en  faisant 

r=rl9     «  =  <:,, 

c,  désignant  une  constante*,  d'où  y  =  c,er,x. 

Donc,  si  toutes  les  racines  sont  inégales,  on  aura  m  in- 
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tégrales  particulières  contenant  chacune  une  constante 
arbitraire,  et  dont  la  somme  formera  l'intégrale  générale. 
a°  Si  r,  est  une  racine  double,  f(i\)<,  ff[r\)  seront 
nulles,  et  Ton  satisfera  à  l'équation  (3)  en  posant 


d*u 
r=rl9 

d'où 


r=r"  -d^=°' 


u  =  c  -\-  c*  x,     y—  <f**{c-\-  cfx). 

3°  Si  rx  est  racine  triple,  f{rx),  ./'(r,),  fn(rt)  seront 
nulles,  et  Ton  satisfera  à  l'équation  en  faisant 


r-r"   d*-°* 

d'où 

u 

=  C  -+-  c'x  -+-  C"  X*y 

r 

=1  cr*x  (c -\- c' x -\-  c"x7), 

et  ainsi 

de 

suite. 

TROISIÈME    MÉTHODE. 

991.  En  substituant  er*  à  y  dans  le  premier  membre 
de  l'équation 

on  a  identiquement 

dm  f**  dm"1  e**  de™ 

Dîfférenliant  par  rapport  à  r,  on  aura 
puis, 

\    ^    +p    /JM    +  ..■-*•  u  g™  *» 

/3\  J       or"  dxm"'x 

(        =«»l/'(r)  +  ax/'(r)+«»/(r)]f 

et  ainsi  de  suite. 
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L'équation  (i)  montre  que  Ton  satisfera  à  l'équation 
différentielle  (II)  en  posant  y  =  er'*,  i\  étant  une  des 
racines  de  l'équation /(/*)  =  o. 

Si  rx  est  racine  double,  on  aj^r,)  =  o,  et  la  rela- 
tion (2)  montre  que  Ton  peut  prendre^  —  e'i'x,  ce  qui 
avec  er»x  fait  deux  solutions. 

Si  i\  est  racine  triple,  outre  les  deux  solutions  dis- 
tinctes déjà  obtenues,  on  déduira  de  l'équation  (3)  la  so- 
lution y  =  er*x x%)  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  à  chaque  racine  multiple  correspondra  un  nombre 
de  solutions  égal  à  son  degré  de  multiplicité.  En  multi- 
pliant toutes  ces  solutions  par  des  constantes,  et  les  ajou- 
tant, on  aura  l'intégrale  générale. 


EXERCICES. 

diny 


i. 

Solution 


dxtn 


y  =  0. 


k  =  n  —  1 


y  =  Cex-+-C'e-* 
X   e        n     Ga-cos(  J7sin— '  ) -hC*  sin(.r  sin— ) 


k=l 

o  dnY 

2.  — =  O. 

Solution  : 


y  =  C  -+-  Ci  x  -h  C2r2-h.  . .  -+-  Cn-iar»-1. 
d*Y       0  d* y 


o  d\Y   t   Q  d*y 


Solution  : 

y  =  (r  -+-C|.r)coS2.r-!-(c,  +  c3x)  sïnix. 
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QUARANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DE  L'ÉQUATION  LINÉAIRE  COMPLÈTE. 

Réduction  de  l'équation  complète  à  l'équation  privée  de  second  membre. 

—  Cas  où  les  coefficients  du  premier  membre  sont  constants.  —  Abais- 
sement de  l'équation  linéaire  quand  on  connaît  un  certain  nombre 
d'intégrales  de  l'équation  privée  de  second  membre.  —  Autre  méthode. 

—  Équations  linéaires  que  Ton  sait  intégrer.  —  Propriétés  de  l'équa- 
tion du  second  ordre. 

RÉDUCTION  DE  h  ÉQUATION   COMPLÈTE   A   l' ÉQUATION    PRIVÉE 

DE    SECOND    MEMBRE. 

592.  Soit 

dm  y  dm~l  y  dY 

<■>    ^+p^+---+T£+u'=Fw- 


Posons 

(«1 


=  I     zda, 


z  étant  une  fonction  de  x  et  de  a  tellement  choisie,  que 

dz     d2z  dm~"2z 

z*  "7"'  ~7Û*'  '  "  '    /wn-3  so^enl  nulles  pour  a  =  .r,  et  que 

Ton  ait  pour  cette  même  valeur 

dm-1  z  ,    , 
=F(.r). 

Ces  conditions  étant  remplies,  on  aura 


dx        J0     dx 


da  H-  * 


~X9 


zx  désignant  la  valeur  que  prend  z  lorsque  a  =  x;  mais, 
par  hypothèse,  cette  substitution  annulez*,  donc 

on  aura  ensuite 

d 

dx 


»r         r*  d'z  J  fdz\ 
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mais  (7-)   =o$  par  conséquent  l'équation  précédente 
se  réduit  à 

(3)  ^-=J0  ^d*-' 

on  trouve  de  la  même  manière  : 

d'y  _  C"<P±,  rf— ' r  _  C* d—' »  j 

(4)    '  ° 


dmy         f*xdmz 


H 


dx»       mL     dx™ 


da -t-F(x). 


En  substituant  ces  valeurs  dans  F  équation  proposée  (I), 
on  a 

,_       Cx  (d^z       ^d—iz  „dz       T7  \   _ 

et  il  suffit,  pour  que  l'équation  soit  satisfaite,  que  l'on  ait 

(4)  -7-z  +  P  j h . . .  -f-  T  —  -4-  U*  =  o. 

Si,  outre  les  conditions  citées  plus  haut,  z  remplit  cette 
nouvelle  condition,  jv*  =  /  zdct  sera  une  intégrale  par- 
ticulière; en  la  désignant  par  u,  et  posant  y  =  « -1-  v, 
l'équation  (I)  deviendra 

[dmu       ndm~lu  1      dmv 

Or,  la  première  partie  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion est  nulle  par  hypothèse;  donc  l'équation  se  réduit  à 

. .    .  dm  v  dm~x  v  rfv 

11  TT  +  Pt— -+...  +  Tt+Up=:0. 

dx"*  dx»1-1  dx 

Et  si  Ton  peut,  intégrer  généralement  cette  dernière  équa- 
tion, u-f-  v  sera  l'intégrale  de  l'équation  proposée  (I). 
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CAS   OU   LES    COEFFICIENTS    DE    INÉQUATION    (II)    SONT 

CONSTANTS. 

o93.  Quand  on  connaîtra  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (IF),  en  y  remplaçant  x  par  x  —  a,  on  pourra  pro- 
fiter del'indétermi nation  des  constantes  arbitraires  qu'elle 
renferme  pour  remplir  les  conditions  indiquées  plus  haut. 
C'est  ce  qui  arrive  lorsque  les  coefficients  P,  Q,,..,T,  U 
sont  constants. 

En  effet,  r,,  r,,  /**,...,  rm  étant  les  racines  de  l'équation 

(i)  /(r^^+Pr^'+...+  Tr4-U  =  o, 

on  pourra  écrire 

z  =  C,  ^tC*-")  4-  C2er*(x-<*  -h  ...  -+-  Cmer^x-V\ 
et  pour  satisfaire  aux  conditions  dont  il  s'agit,  on  posera  : 

C,  4-  C,  H-  .  .  .  -f-  Cfl,  =  O, 

C,  r,  -f-  C,  r2  4-  .  .  .  4-  Cm  rm  =  o, 
C,  r]  -h  C3rJ  -h  .  .  .  4-  Cm  rjn  =  o, 


C,  r{— »  -f-  Ca  r»-  4-  . .  .  -4-  Cm  r%~*  =  o, 
C,  r«- '  4-  C,  r «-'  4- ...  4-  Cwr£-'  =  F  (a). 

En  opérant  comme  au  n°  582,  on  trouvera 

Ff«)  F  (a)  F  (a) 

et,  par  conséquent, 

_F  la)  </•>(*-«)        Ffa}^!^-»)  Ffa)^*"^ 

On  aura  donc  I     zJa,  ou 


;  I     zday 
Jo 

f**  ^.(*-«)  F  (a)   ,  /•*  £-r«(*-«)  F  fa) 


rfa 


,       _„  .  .  ..       JV*) 

■    I        T. ««  • 
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Mais  on  n'a  ainsi  qu'une  valeur  particulière  à  laquelle 
il  faut  ajouter  l'intégrale  de  l'équation 

dmv        ^  dm—%v  dv 


daf*  daf1- 


dx 


laquelle  est 

v  =  cx  e**  -4-  c2er*x  -4- ...  -h  c*^*, 

c,,  c8, . .  . ,  cm  désignant  des  constantes  arbitraires.  Ajou- 
tons cette  valeur  au  second  membre  de  l'équation  (2)  et 
observons  que 


peut  s  écrire 


Jfxi?rt^-«JF( 

'.-U/'tr,)-*-  rXe-r*aF(a)^aJ 

ou,  en  remplaçant  c^f'^)  par  c15 

^'k  +fXe-r*«F[*)  da\ 


il  en  résultera 


/'(n) 


"  h  - 1 


<?-r«aF(a)</ 


■] 


/W 


ér 


(3) 


.'U.+  f*  e-r'aF(a)rfal 


f'(r,) 


L+   r*e-r«aF(a)dal 


er"x    c" 


*  /V-J 

Ainsi,  dans  le  cas  des  coefficients  constants,  l'intégrale 
de  F  équation  (I)  s'obtient  par  des  quadratures. 
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CAS    OU    L'ON    CONNAIT    UN    CERTAIN     NOMBRE    d'îNTÊGRALES 
DE    L'ÉQUATION    PRIVÉE    DU    SECOND    MEMBRE. 

594.  Si  Ton  connaît  m    intégrales  particulières  y^ 
Jt*-  -  •  y  y  mi  de  l'équation 

dm  y  dm~x  y  d"*—7  y  dr 

(II)  — -  -h  P  - — r  -+"  Q  ~Z \  +...+T^4-U/=o, 

v     '    dx*  de"'1         ^  dxm~2  dx  J 

ou  aura 

y  =  C,  yx  -h  C2r,  -+- . .  .  -+-  Cmjrm, 

Ci,  C|,...,Cm  étant  des  constantes  arbitraires.  Or,  on 
peut  supposer  que  cette  valeur  dey  satisfasse  à  l'équation 

v    '  dx*  dx"'-1  dx  J 

en  regardant  C,,  C, , . . .  ,  Cm,  non  plus  comme  des  con- 
stantes, mais  comme  des  fonctions  inconnues  de  x,  qui 
n'ayant  à  remplir  qu'une  seule  condition,  savoir  que  la 
valeur  de  y  satisfasse  à  l'équation  (I),  peuvent  être  liées 
entre  elles  par  m  —  i  relations  tout  à  fait  arbitraires.  On 
choisit  ces  relations  de  manière  que  la  détermination  des 
fonctions  C^C», .  . . ,  Cm  n'exige  que  de  simples  qua- 
dratures. 
On  a 


m 


dy        _    dyt        „   dy7  _    'fr 

dx  dx  dx  dx 

dCt  dC2  dCm 


yx-ir-  +r»"7r  +  •••-*-/« 


dx        J  '  dx     J  m  dx 

Posons 

,  x  dCt  dC*  dCm 

Alors,  on  aura  simplement 


dx  dx  dx  '  dx 


I  24  COURS    D'ANALYSE. 

et  cette  expression  de  —  est  la  môme  que  dans  le  cas  où 

C, ,  C4 , . . .  ,  C,n  sont  des  constantes. 
On  aura  de  même 


d\r      n  d\r%    ,   n  d>Xl   t  t   n   d* 


dx1  dr* 


Y 


m 


dv*  '    dx*  '   dr>     "    dx* 

en  posant 

djrtdCt    ,    dy>  dC,    ,  ,   drmdCm 

v    '  dx   dx         dx    dx  dx    dx 

puis 

d\T  __  r    d*y*    ,    r   d\r7  d\ym 

en  posant 

[ô)        ~d*~dx~  +   dx-    dx   "•"••■■*■    ^   l^"-0- 

On  continuera  ainsi  à  former  les  dérivées  de  y  jusqu'à 

—  inclusivement,  en  égalant  toujours  à  zéro  la  somme 

des  termes  qui  renferment  les  différentielles  de  C)?Ct,..., 
C,n.  Enfin,  on  aura 

dm  v  dmrt        „  dm  r,  n    dm  rm 


dx"1  dx™  dxM  dxm 

d"-\yidQx       d°*-\y,dC,  d"-*ymdCt 

~« 7~z — : — 7~   "+-•••  + 


dx--*    dx         dx"'-1    dx  dx**1     dx 

dv  dm  y 

En  substituant  ces  valeurs  de  r,  -j-i  •  •  •  »  --^->  Téqua- 

dx  dx™  * 

tion  (I)  devient 


V  dx™  dx»*-*  J     / 

- . .  .  -f-  Ujrt  \ 


dx"1  dx"*-1 

f  dm  r2  dm~~l  y 7 


\  dx™  dxm-1 


d«~\ri  dC^  rf—ijr,  dTC,  d«-*Ym  di^ 

dxM~x     dx  dxm~x~   dx        "  '  '         rf,z",-,      </.r 
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Or,  les  polynômes  qui  multiplient  Ci,  C»,...,  Cw  sont  nuls 
par  hypothèse  :  l'équation  précédente  se  réduit  donc  a 

(m)    — : — : ; h  .-•  H ; -; —  =  V. 

K     '     dx**-'    dx         dxm-"     dx  dxm~l      dx 

r\  •      •  Jjc.  •  dCt    dC7  dCm    , 

On  a  ainsi ,  pour  déterminer  —  >  —  >  •  •  •  »  -— >  les  m 

(IX         CIJC  dX 

équations  (i),  (2)....,  (/n).  Supposons  que  leur  résolu- 
tion donne 


dCt d& dCn 

S"-*"     S"  — *"•■'       dx  -Xml 


il  en  résultera 

Ci  =  c,  4-  |X|  dxy     C,  =  c2  -f-  I  X2  rfr , .  .  .  , 

et,  par  suite, 

y  =  fc,-t-  IX|rfrW,-f-  (*»-*-  j^dxjy, 


1  ^r^  •  •  . 


595.  Si  P,  Q,. . . ,  T,  U  sont  des  constantes,  on  peut 
prendrejt  =  er,x,  jrt  =  er«x,...,  Jm  =  er-x;  r,,  /,,...,  /■„ 
étant  les  racines  de  l'équation 

/(r)  =  r"  -h  Pr"-'  -h  Qr*-'  +  ...  +  Tr+U  =  o. 
Dès  lors  les  équations  (  1  ) ,  (  2 ) , .  .  . .  (m)  deviennent 
dCt       _rfG    ,  ^  ,  <*c* 

ertM  -_  -+-  ^t*  — -  +  .  .  .  -4-  ^w*  — -   =  O, 

or  dx  dx 

dCx  dC7  _,      rfO» 

r,^*- f-r/*1- h.,  .-h  rmeT>nx—-  =0, 


Par  la  méthode  d'élimination  déjà  employée  (582, 593j, 

on  aura 

dCt  V 

<?*••*  —  = 


**     /w 
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d*où 

c  ■+■  f  Ycr-r*xdx 

c,  =  — 7W) 

On  aurait  de  même  Cj,  C3, .  .  . ,  C,„,  et,  par  suite, 

Ki  4-  /  \e~r**dx\  <?ri*        (c2-f-  j\c-r^xdr\  <*** 
Y  =. ^ •— - Y- - -f- 

ce  qui  est,  au  fond,  la  formule  (3)  du  n°  593. 
596.  Exemple  : 


djc: 


—  ri*  y  —  V. 


Ici  m  =  2,  /',  -  n}  r,  =  —  n.  L'intégrale  générale  sera 
donc 

y  z=  e»*  lcx  -+-  —  /  \e-**dx\  -f-  «r"*  (c7 L  /  Ve?nrrfx  ) . 

597.  Si  l'on  connaît  seulement  m  —  i  intégrales  par- 
ticulières de  l'équation  (II)  (n°594),  il  sera  possible  de 
ramener  l'intégration  de  l'équation  (I)  à  celle  d'une 
équation  linéaire  et  du  premier  ordre. 

En  effet,  supposons,  pour  simplifier,  que  Ton  ait  h 
intégrer  l'équation  de  quatrième  ordre 

i"       ë  +  »£-«£  +  T£+n,-T. 

et  que  l'on  connaisse  trois  intégrales^,  yt,  jz  de  l'équa- 
tion privée  du  second  membre 

dK  Y  d3  y  d*  Y  dY 

On  représentera  encore  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (I)  par 

X  —  C,/,  +  Car>  H-  C:< yi9 

Ci,  Ci,  C8  étant  trois  fonctions  de  x  qui,  n'ayant  à  rem- 
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plir  qu'une  condition,  peuvent  être  assujetties  à  vérifier 
deux  relations  arbitraires. 

Si  nous  prenons  ces  relations  de  telle  sorte  que  les 

dY  d*  y 

expressions  de  -4-  et  de  — —  soient  les  mêmes  que  si  C,, 

r  dx  dx1  A 

Ca  et  C8  étaient  des  constantes,  nous  aurons 
d.r      r  <tyx  _^r   dy7  dy> 

—  =  t.,  —    -+-  Ca  —    4-  C3  —  •> 
dx  dx  dx  dx 

tPjr=CtPr'   |  c/'7'  i  c/'r>, 

dx7  '  dx*  7  dx2  dx1 

d*ï  __  n  d*ïi    ■  .    dl*  dC* 


elx*  dx*  dx2     dx 

d'r  -n  d,7>  _,_      _,_    dC>  d*r>  ^       .  d*r>  d'c< 


dx*  dx*  dx    dx3  dx'1    dx* 

En  substituant  ces  valeurs  dans  F  équation  (I),  et  sup- 
primant les  termes  qui  se  détruisent  par  hypothèse,  nous 
aurons  • 

et  il  faudra  joindre  à  cette  équation  les  deux  suivantes  : 

dCx  dC7  dC9 

(2)  dx-'^-dx^+lïx-'^0' 

*  dx    dx         dx    dx         dx    dx 

De  ces  deux  équations ,  on  tirera  pour  — *  et  -7-?  des 
valeurs  de  la  forme 

dCi v   ^C,       <fC3 dCi 

dx  dx  dx  dx 

En  les  substituant  à  ~~^  — — s  dans  l'équation  (1),  on  ob- 

ÇIX  %LX 

tiendra,  en  posant  —  =  z,  une  équation  linéaire  de  la 

ux 
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forme 

dz 

on  aura  de  plus 

9: 


d  =  c7  -4-  I  Xs zdx,      C8  =  cs  4-  j  X3  z<£r. 

La  valeur  de  z  contenant  déjà  une  constante  arbitraire, 
la  valeur  de  y  ou  Ci y^  H-  C,^,  -+-  C8/a  en  contiendra 
quatre.  Ce  sera  donc  l'intégrale  géuérale. 

598.  Si  Ton  ne  connaissait  que  m  —  a  intégrales  par- 
ticulières de  l'équation  (II)  (594),  on  serait  ramené  à 
F  intégration  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre. 
En  effet,  soient  yx  et  yt  les  intégrales  connues  de 
l'équation  (II)  (597)  supposée  du  quatrième  ordre,  et 
représentons  par 

/  =  c,/,  +  cllr, 

l'intégrale  cherchée;  comme  on  ne  peut  établir  entre  C, 

dy 
et  Ct  qu'une  seule  relation  arbitraire,  exprimons  que  •£. 

a  la  même  forme  que  si  Ct  et  d  étaient  des  constantes. 

Les  fonctions  Ci  et  Ct  seront  déterminées  par  les  équa- 
tions 

.  >     ~  rfsc,      „  </2C,        dCx      ,r  d'C7 

G,  H, . . . ,  étant  des  fonctions  de  x.  De  la  première  on 

HO  dO 

déduira  —  =  X,  — —'  ?  et  substituant  dans  la  seconde,  on 
dx  dx 

aura  une  équation  où  Câ  n'entrera  que  par  ses  dérivées 

dCx    rf'C,    d*Ct     A1  rfC, 

,  -7-75  -7-7  •  Alors,  en  posant  —  =  z,  cette  équation 

prendra  la  forme 

d*z  dz 
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Cette  dernière  équation  étant  intégrée,  on  aura 


=  c,+      zdxy 


et  ensuite 


c,  ==  ct  -+-  h 


Comme  z  renferme  deux  constantes  arbitraires,  on  voit 
bien  que  Q%y%  +  Q%y%  en  contiendra  quatre. 

599.  En  général,  si  Von  connaît  n  intégrales  dis- 
tinctes de  V équation  linéaire  privée  de  second  membre, 
on  pourra  ramener  V équation  complète  à  une  équation 
linéaire  du  [m  —  nyim*  ordre. 

La  démonstration  de  ce  théorème  général  est  suffisam- 
ment indiquée  par  ce  qui  précède  :  c'est  pourquoi  nous 
nous  bornerons  à  examiner  le  cas  particulier  où  Ton  ne 
connait  qu'une  seule  intégrale  j-t  de  l'équation  (II).  Nous 
poserons  alors 

et,  en  exprimant  que  cette  valeur  de  y  est  une  solution 
de  l'équation  (I),  nous  aurons 

dmCt       n  d^Ct  „  dCt       „ 

les  nouveaux  coefficients  P19. . .,  Tt  se  formant  comme 
on  Ta  dit  n°  589.  En  posant 

dCx 

=  u. 

dx  ' 

l'équation  (i)  se  réduit  à 

dm-iu       ^   dm-1u  ^ 

équation  différentielle  de  Tordre  m — i.  Ainsi,  Tordre  de 
l'équation  proposée  sera  abaissé  d'une  unité.  L'équa- 

Stchh.  —  An.,  II.  9 
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tion  (aj  étant  intégrée,  on  aura 

C,  m  a  -+-   I  udxy 

et,  par  suite, 

y=ayx  -+-/,  j  udx. 

La  valeur  de  u  contenant  (m — i  )  constantes  arbitraires, 
celle  de  y  en  contiendra  m;  ce  sera  donc  l'intégrale  gé- 
nérale. 

AUTRE    MÉTHODE. 

600.  Le  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner 
permet  de  démontrer  le  théorème  général  énoncé  plus 
haut  (599),  et  fournit  une  autre  méthode  pour  abaisser 
Tordre  d'une  équation  linéaire.  En  effet,  appliquons  le 
même  procédé  à  l'équation 

Soit  ut  une  solution  particulière  de  l'équation 
dm—xu       ~  dm—*u 

En  faisant 

—     Ul 

dx 

z  dépendra  d'une  équation  linéaire  de  Tordre  m  —  a, 

dm~'z  dm~3z  dm~kz 

et  Ton  aura 

u  =  bux  -f-  ux  j  zd.r9 

et,  par  suite, 

jrz=ajrt-h  byx  j  w,  dx  -f-/,  /  uxdx  j  zcùc, 


1 
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OU 

en  faisant 

l'i=Ti  /  uxdx,     t=ji  I  uxilx  j  zdx. 

La  fonction  désignée  ici  parj^,  satisfait  à  l'équation 

C\\  dmy        ^  dm-xy 

car  si  Ton  suppose  V  nulle,  on  peut  prendre  z  =  o,  et 
par  conséquent  f  =  o,  ce  qui  réduit  y  à  ajrt  -H  bjru  ex- 
pression dont  j'i  est  une  valeur  particulière. 

Réciproquement ,oxi  trouvera  une  fonction  telle  que  uu 
si  Ton  connaît  une  fonction^,,  différente  de  jrM  qui  satis- 
fasse à  l'équation  (3).  Il  suffira,  en  effet,  de  prendre 

dx 

d3- 

puisque  u  =  -j-^  se  change  en  ut  si  V  =  o,  et  qu'alors 

y%  est  une  valeur  particulière  dey. 

L'équation  en  z  étant  de  Tordre  m  —  a,  on  cherchera 
une  valeur  zx  qui  satisfasse  à  l'équation 

, ,.  dm~*z        ^   dm~*z 

(4)         *?=;  +  *>  j^+--*-s't=°> 

et  l'on  aura 

z  =  cz.  -4-  z 


I  tdx, 


dL 

en  faisant  t  r=z  — !,  d'où 

dx 


y  =  axi  «+■  bjr7  -h  cjr3  -h  0, 

^,  étant  encore  une  solution  particulière  de  l'équation  (3), 
et  ainsi  de  suite* 

9- 
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On  pourra  donc  abaisser  Tordre  de  l'équation  (I) 
(594)  d'autant  d'unités  qu'on  connaîtra  de  solutions  par- 
ticulières de  l'équation  (3),  et  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (I)  sera  de  la  forme 

y  =  ays  -f-  by7  4- .  . .  -+-  Ijrm  -+-  >, 

X  étant  une  solution  quelconque  de  l'équation  (I). 

L'équation  linéaire  n'admet  pas  de  solution  singulière, 
puisque  la  solution  quelconque/  =  X  se  déduit  de  l'inté- 
grale générale  en  faisant  nulles  les  constantes  a,  £>,...  /. 

DE    QUELQUES    CAS    OU    L'ON     PEUT     INTÉGRER    l'ÉQUATIOH 

LINÉAIRE    A    SECOND    MEMBRE. 

601 .  Si  dans  l'équation 

V 
P,  Q,...,  U,  V  sont  des  constantes,  on  fera  y  =  —  4-  zy 

et  on  aura 

dmz       ^dm~*z  „dz         TT 

daf*  dxm   '  dx 

équation  que  l'on  sait  intégrer. 

602.  Les  coefficients  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i)  étant  supposés  constants,  si  V  est  une  fonction 
entière  de  x, 

Ax» -f-  B.r,,-,  +...4-Gx  +  H, 

on  posera 

j-=axn-t-  bx"~l  -4-. . .  +  g*  -+•  /*=«, 

et  l'on  déterminera  a,  £,...,  £,  A,  en  exprimant  que  cette 
valeur  satisfait  à  l'équation  proposée,  ce  qui  formera  au- 
tant d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues.  Une  première  in- 
'  tégrale  étant  ainsi  obtenue,  on  posera/  =  u  -h  ^,  et  v  ne 
dépendra  que  d'une  équation  linéaire  à  coefficients  con- 
stants, et  privée  de  second  membre. 
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603.  Si 

V  =  A  cos/ix  -f-  B  sin nx , 

À  et  B  étant  des  constantes,  ainsi  que  les  coefficients  du 
premier  membre  de  l'équation  (i),  on  fera 

y=ia  cosnx  -f-  b  sin  nx , 
eequi  réduit  l'équation  (1)  à 
(aG  4-  £H)cosnx-+-  (aR+  bL)s\nnxz=z  Âcos/tr  -t-Bsinor, 

G,  H,  K,  L  étant  des  fonctions  de  n  et  des  coefficients  de 

l'équation.  Pour  que  l'équation  soit  satisfaite,  il  faudra 

qu'on  ait 

aG-h6H  =  À,     aK4-&L  =  B, 

ce  qui  détermine  a  et  6,  à  moins  que  GL  —  HK  ne  soit 
nul.  L'intégrale  générale  sera 

y  =  a  co%nx  -f-  b  sin  nx  -+-  z , 

z  étant  l'intégrale  générale  de  l'équation 

dmz       ^dm~lz  ^dz 

ff  +  p2=+"'+TS+D,  =  °' 

604.  La  méthode  précédente  est  en  défaut  lorsque 
GL  —  HK  =  o.  Dans  ce  cas,  l'intégrale  doit  avoir  une 
autre  forme  qu'on  trouve  par  un  artifice  de  calcul  dont 
voici  un  exemple.  Soit  l'équation 

d*y 

(i)  —  -t-.r=cosx, 

on  ne  peut  y  satisfaire  en  posant 

X  =  a  cosx  4-  b  sinx, 
car  on  trouverait 

—  a  cosx  —  b  sin-r  -f-  a  cosj:  -f-  b  sinx  =  cosx, 

OU 

o  =  cosx, 
équation  qu'il  est  impossible  de  rendre  identique. 
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Mais  si  Ton  prend  l'équation  plus  générale 

(a)  -j^+y  =  cosnx9 

en  posant  y  =  a  cos  nx  H-  b  sin  nx,  on  a 

a  (i  —  n3)  cosnx  -+-  6  (  i  —  /?•)  sin/z-r  =  cos/ir, 
d'où 

i  —  n1 

ce  qui  donne  la  solution  particulière 

cosnx 

D'ailleurs,  l'intégrale  générale  de  l'équation 

d*y 

■3?  +  '---° 

est  (584) 

y  =  Ccosx  -h  C'suur; 
la  valeur  générale  de  y  sera  donc 

r  = -f-  C  cosx  -h  G'  sinx. 

i  —  ri* 

Celte  valeur  deviendrait  illusoire  si  l'on  faisait  n  =  i  \ 

mais  on  peut  écrire,  en  posant  C  =  C" a> 

COS/I4T  —  cos.*        ^„  _,.   . 

y  =  • h  C  cosx-h  Gsinx. 

i  —  ri* 

Faisant  n  =  i,   le  premier  ternie  prend   la   forme  -* 

mais  sa  vraie  valeur  est *,  donc  l'intégrale  générale 

de  l'équation  (i)  est 

j:siï).r         _f    .  __ 

Y  = h  C  Sin.r  -f-  C"  cosx. 

605.  On  obtient  encore  la  valeur  de  ^  en  remplaçant  n 


sinx 
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par  i  —  A,  et  posant  ensuite  h  =  o,  après  avoir  fait  su- 
bir à  l'intégrale  une  transformation  convenable.  On  a 
d'abord 

cos(x  —  hx) 

y —  — t-/ — , . h  Ccos.r  -t-  Csinx, 

ou  bien 

En  développant  en  séries  coskx  et  sinfcr,  il  vient 

C  +        /,%_A)       J  C0S  * 

c'  + H^^j — Jsin*; 

ou  bien,  en  posant  C"=  C  H , 

A  (2  —  /i) 

+  [C+r=l~6(î-A)+-"]'il'*- 
Si  maintenant  on  fait  A  =  o,  on  retrouve  encore 

arsin.r        n,  . 

y  = h  C  sm j:  -+-  C  cos-r. 

2 

606.  L'équation 

se  ramène  au  cas  précédent  (603)  quand  on  a 

V  =  A  cosnx  h-  B  sinnx-{-  A' cos n'a: -h  B'sinn'ar-t-, .., 

en  posant 

y  =  acosna?-+-  bûnnx  -+-  a'cosn\r-h  £' si  nn'a: -*-... 


cosx 
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Lorsque  V  est  de  la  forme  Aenx,  on  obtient  une  so- 
lution de  l'équation  (i)  en  posant^  =  aenx  ;  on  trouve 
en  général  pour  a  une  valeur  finie,  à  moins  que  cette 
valeur  de  y  n'annule  le  premier  membre  \  dans  ce  cas, 
on  suivra  une  méthode  semblable  à  celles  qui  ont  été 
développées  dans  lps  nos  604  et  605. 

607.  On  ne  sait  que  très-rarement  intégrer  une  équa- 
tion linéaire  à  coefficients  variables.  Voici  un  exemple  où 
l'intégration  peut  s'achever. 

Soit  l'équation 

dm  Y  dm~~x  Y 

( aX  +  ^  lé  +  P  ( **  "*"  *)W~'  lh^  "*"  •  '  ' 

(0  [  "  '  dr 

-h  T(ax  -f-  à)  -£-  -4-  Uy  =  o, 

P,  Q, . . . ,  T,  U  étant  des  constantes. 

Posons y=  (aor-f-  b)r^  substituons  cette  valeur  dans 
l'équation  (i),  et  supprimons  le  facteur  (ax  •+■  b)r  com- 
mun à  tous  les  termes,  nous  aurons 

(  ri r  —  0  {r  —  a) . .  .  (r  —  m  -f- 1)  aT 

'*'    (       -fPr(r-i)...(r-w  +  a)ai"-'4-...+  U  =  o. 

Cette  équation,  étant  du  degré  m,  donnera,  en  général, 
m  valeurs  constantes  et  inégales  pour  r;  en  les  désignant 
par  f°|,  ri,...,  rm,  les  expressions  (ax-hb)ri,  (ox-f-&)rv.., 
tax  -f-  b)rm  seront  des  solutions  particulières  de  l'équa- 
tion (i),  d'où  Ton  déduira  l'intégrale  générale 

y  =  C,  (ax  -f-  b)r*  -f-  C*(ax  -h  b)r*  -f- .  . .  -f-  Cm(ax  -h  b)rm. 

Toutefois,  la  forme  de  cette  intégrale  serait  modifiée  si 
quelques-unes  des  racines  étaient  égales  ou  imaginaires. 
11  faudrait  alors  se  servir  de  procédés  analogues  à  ceux 
que  l'on  a  employés  aux  n08  604  et  605. 

Au  reste,  on  ramènerait  l'équation  (i)  à  une  équation 
linéaire  à  coefficients  constants  en  posant  ax  -+■  b  =  é. 
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PROPRIÉTÉS    DE    L* ÉQUATION    DU    SECOND    ORDRE. 

608.  Quand  on  connaît  une  intégrale  particulière  yv 
de  l'équation 
/  x  d*r      „dr 

les  procédés  des  nos  597  à  600  permettent  de  l'abaisser  au 
premier  ordre,  et,  par  suite,  de  l'intégrer  complètement. 

On  peut  encore  opérer  de  la  manière  suivante. 

On  a,  par  hypothèse, 

Éliminant  Q  entre  les  équations  (i)  et  (a),  il  vient 
/ox  d*X  d*yx    ,    n/      dy  dyx\ 

et,  en  posant 

~   4r  dyx  d*y  d'y,        du 

l'équation  (3)  devient 

(4)  ^4-P«  =  o, 

d'où,  en  intégrant , 

On  aura  donc 

<5>  *£-rÊ  =  <W*. 


ou 


,  j        Ctr-S9d*d.r 
a  —  z=i - 5 


et  enfin, 

{&)  j-Cr.H-Cr,  /  — 3 — 
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609.  L'équation  (5)  fait  connaître  plusieurs  propriétés 
de  l'équation 

/  v  d*  y       ^  dy       _ 

La  constante  C  n'étant  pas  nulle,  en  général,  suppo- 
sons C  >  o  :  on  aura 

l«\  dy  djrt 

{{y 
par  conséquent,  la  fonction  y  et  sa  dérivée  —  ne  peuvent 

pas  être  nulles  en  même  temps. 

dy 
La  même  propriété  appartient  aux  fonctions  yx  et  -y-» 

Deux  valeurs  de  x  qui  annulent  yx  comprennent  une 
valeur  de  x  qui  annule  y.  En  effet,  si  yx  s'annule  pour 
x  =  a  et  pour  x  =  i,  on  a  dans  ces  deux  cas,  d'après 
l'inégalité  (7), 

Ainsi, y  et  -p  sont  de  signes  contraires;  mais  quand  x 

croit  de  a  à  i,  -—•  change  de  signe  pour  une  certaine  va- 

leur  a:  =  «5  donc  j"  doit  aussi  changer  de  signe  avant 
que  x  ne  devienne  égal  à  i.  Par  conséquent,  la  fonction  j- 
s'évanouit  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  ft. 

De  même,  entre  deux  valeurs  de  x  qui  annulent  y,  se 
trouve  une  valeur  qui  annule  yx. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  fait  croître  a:,  les  deux  fonc- 
tions y  et  yx  s'annuleront,  l'une  après  l'autre,  alterna- 
tivement. C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  sur  l'équation 

qui  a  pour  intégrale 

y  =  Csinx  •+-  C'cosor. 
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EXERCICES. 


1. 

Solution  : 
2. 
Solution  : 


—4  —  y  =  e *. 


dx* 


y 


y  =  Ce*  -+-  Ce~x xc*. 

rt2r     ~<ly  x 

3?  +  3S+v-(ï+ïp' 


1 
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QUARANTE-HUITIÈME  LEÇON. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

PAR  LES  SÉRIES. 

Développement  par  la  série  de  Maclaurin.  —  Méthode  des  coefficients 
indéterminés.  —  Autre  forme  de  développement.  —  Intégration  d'une 
équation  différentielle  par  des  intégrales  définies. 


DÉVELOPPEMENT    PAE    LA    SÉRIE   DE    MACLAURIN. 

610.  Étant  donnée  une  équation  entre  y  et  quelques- 
unes  de  ses  dérivées  par  rapport  à  xy  on  peut,  comme  on 
Ta  vu  (550),  développer^  en  série  procédant  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x —  a,  el  ce  développement 
contient  m  constantes  arbitraires,  qui  sont  les  valeurs 
de  y  et  de  ses  m  —  i  premières  dérivées  pour  x  =  a.  En 
faisant  a  =  o,  on  obtient  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x.  Mais  il  peut  arriver  que 
certaines  dérivées  devenant  infinies  pour  x  =  o,  la  série 
soit  en  défaut,  à  moins  qu'on  n'attribue  des  valeurs  con- 
venables à  d'autres  dérivées  qui  ne  sont  plus  arbitraires. 
Dans  ce  cas,  la  série  contenant  moins  de  m  constantes 
arbitraires  ne  représente  plus  l'intégrale  générale,  mais 
seulement  une  intégrale  particulière. 

En  voici  un  exemple.  Soit 

dx7  dx 

En  différentiant  cette  équation  plusieurs  fois,  on  aura 

d*  Y        -  d*r  dy 

dx*  dx7  dx 

d*Y         ,  d*Y  .     d*Y  ,  dy 

d.r*  dx*  r/.r3  d.r7 


nx 
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La  loi  de  formation  est  évidente.  Or,  si  dans  l'équation 
proposée  on  fait  x  =  o,  y  =  i,  —  =  V,  il  en  résultera 

-jL  =  qo  ,  à  moins  que  6'  ne  soit  nul.  Il  faut  donc  faire 

dr 

-j-  =  o  pour  x  =  o,  et  alors  les  équations  dérivées  sui- 
vantes donnent 

d*y  n7b        d*y  __  fi*  y        n*b 

<£r»  3  dx>         '      <U*  5  ' 

et,  par  conséquent, 

.  /  ri^x1  n*x*  \  sin/i 

y=b[  i r  H 5-7-F ••]  =  £ 

\         1.2-3        1.2.5.45  /  nx 

ou,  en  faisant  -  =  c, 

/i 

sin/i.r 

J  X 

On  n'obtient  ainsi  qu'une  intégrale  particulière.  Pour 
avoir  l'intégrale  générale,  il  faut  poser 

-,  sin  nx 

y=C , 

X 

C  désignant  une  fonction  de  x.  La  recherche  de  cette 

fonction  conduit  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre, 

d'où  l'on  déduit 

C=c'-hc//cot/tx, 
et,  par  suite, 

c1  sin/i.r  H-  c"  cosnx 

'  = * 

On  serait  parvenu  tout  d'abord  à  ce  résultat  si  Ton  avait 
développé  y  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  en  se  don- 
nant les  valeurs  de  y  et  de  —  pour  x  =  a. 

MÉTHODE   DES   COEFFICIENTS    INDÉTERMINÉS. 

61 1 .  On  peut  encore  employer  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés  pour  développer  en  série  l'intégrale 
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d'une  équation  différentielle.  On  obtient  souvent  par  ce 
moyen  des  développements  qui  renferment  des  puis- 
sances négatives  de  x,  ce  que  ne  peut  donner  la  série  de 
Maclaurin. 

Reprenons  l'équation  différentielle  du  numéro  précé- 
dent, sous  la  forme 

.  .  (Py        2  dy 

Supposons  que  l'intégrale  soit 

(a)  y  =  Axa-hBx6-f-C.ry4-..  ., 

a,  ê,  7, . . .  étant  des  nombres  croissants  :  on  aura 

%  =  *A.x«~l  -f-  6B*6-1  -h  7O*'-1  -f- . . . , 
dx 


L  —  a  (a  —  1)  À**-*  -h  S  (€  —  1)  B^ 


et  la  substitutipn  de  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée 
donnera 

(  Aa(a  +  i)xa-a+A^a+B6(6  +  i)^-2 

(3)  \ 

l       4-  B/i'x6  -f-  C7  (7  4- 1)  *y~3 -4-  C/i2.r'4- . .  .  =  O. 

Pour  que  cette  équation  soit  identique,  il  faut  que  les 
coefficients  des  différentes  puissances  de  x  soient  nuls 
séparément.  Or,  puisque  a,  S,  y. .  .  sont  des  nombres 
croissants,  a  —  1  est  le  plus  petit  exposant  de  x  dans 
l'équation  (3).  On  doit  donc  avoir 

Aa(ec  4-l)  =  0, 

et,  comme  A  ne  peut  pas  être  nul,  il  faut  qu'on  ait 

a  =  o,     ou     a  = — 1. 

Prenons  d'abord  a  = — 1  •  Les  deux  plus  petits  exposants 
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qui  viennent  ensuite  sont  a  et  6 — a.  Ils  peuvent  être  égaux 
ou  inégaux  :  s'ils  sont  inégaux,  le  terme  B6  (6-f-i)x6""~a 
ne  pouvant  se  réduire  avec  un  autre  devra  être  nul  de 
lui-même,  ce  qui  donnera  6  =  0  ou  6  =  —  1  •  Mais  on 
ne  peut  supposer  6  =  —  1 ,  puisqu'on  a  déjà  a  =  —  1 ,  et 
cpie  a  est  supposé  moindre  que  6  :  donc  6=0.  Parmi  les 
exposants  qui  suivent,  les  plus  petits  sont  a.  et  y — a-, 
nous  devons  les  supposer  égaux,  car  le  terme  An*x"  doit 
se  réduire  avec  un  autre,  puisque  À  ne  peut  être  nul.  De 

là  résulte 

7  =  1,     Ait*  H-  C7  (7  4-1)  =0. 

On  trouvera  de  même 

Jrr2,       B/l»  -4-  D*  ( 3  -4-  l)  =  O, 

«=:3,     C/?*H-  E«(«  +  i)  =  o, 
et  ainsi  de  suite  ;  il  en  faut  conclure 

A**          ^              B*a 
C  = ,        D  = -, 

1.2  1.2.3 

A/i4  _  B/i* 

K  ^^z  — ^— — — — — ,       Jp  ^^z  ^—"^—  ,  »  •  •  • 

1.2.3.4  1.2.3.4*5 

Par  conséquent, 
ou 

y~ 

*  x  nx 

ou  bien,  en  posant  A  =  c,  -  =  </, 


1 

n 

'.T3 

1 
1.2           I 

.  2 

.3.4 

n*x* 

1 

w*.r4 

1.2.3 

1. 

2.3.4*5 

A  cosnx 

4- 

Bsin/?x 

J= 


/l 
c  cosnx  -f-  c'  sin/?.r 


612.  Si,  au  lieu  de  supposer  6  —  2  différent  de  a,  on 
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fait 

6  —  2  =  a  =  —  1 ,     d'où     6  =  i , 

le  terme  Cy  (y  -+•  i)xy~"a  ,  n'étant  pas  nul,  puisqu'on  a 
y>6>i,  doit  être  détruit  par  Bn*x*.  On  a  donc 
y  —  2  =  6$  on  aura  de  même  £ — 2  =  y,  e  —  2  =  £,.... 
Par  conséquent, 

6  =  i,     7  =  3,     £  =  5»...9 
il  s  ensuit 

A/21  A*«  An6 

1.2  1.2.3.4  1.2. ..6 

ce  qui  donne 

r  =  A 1 5— ]=  ; 

\JT  1.2  I.2.i.4  /  X 

mais  on  n'obtient  ainsi  qu'une  intégrale  particulière. 

L'hypothèse  a  =  o  conduit  aussi  à  une  intégrale  par- 
ticulière 

A'sin/?x 

r= 

nx 

En  ajoutant  ces  deux  intégrales  particulières,  on  re- 
trouve l'intégrale  générale. 

Au  reste,  il  suffit  de  faire  xjr  =  u  pour  ramener  l'équa- 
tion (1)  à  la  suivante  : 

que  Ton  sait  intégrer. 

AUTRE    FORME    DE    DÉVELOPPEMENT. 

613.  L'équation  linéaire  du  second  ordre 
peut  toujours  se  ramener  à  une  équation  à  deux  termes. 
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En  effet,  posons y=  uz.  L'équation  proposée  deviendra 

,    .       d*z   t  {    du       „  \  dz  ld*u  du  \ 

Déterminons  u  par  la  condition 

(3)  2-  +  P«  =  0, 

d'où 

u  =  e   *         ' 
cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  (2),  on  aura 

.,.  d*z 

(4)  ■&  =  **. 

R  étant  une  fonction  connue  de  x. 

614.  Désignons  par  A  et  B  les  valeurs  de  z  et  de  — » 

CLX 

correspondant  à  une  valeur  arbitraire  x  =  a.  Nous  au- 
rons, en  intégrant  deux  fois  de  suite,  entre  les  limites  a 
et  x,  les  deux  membres  de  l'équation  (4)  '• 


dz 
dx 


Jnx 
Kzdx, 
a 


Jr*x  s*X 

dx  j     Rzdx; 
a  J  a 

ou  bien,  en  posant  £  =  À-f-  B  (x  —  a), 
(5)  «  =  /-f-  /    dx  I    Kzdx. 

J  a  J  a 

Si,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (5),  on  rem- 
place z  par  la  valeur  que  donne  cette  même  équation, 
on  aura 

z  =  t  4-  /    dx  j    Rtdx 
(6) 

1  nx  r*x  r*x  f%x 

4-  /     dx  I     Kdx  I     d*  I     Kzdx, 

J  a  J  a  va  J  a 

Stdrm.  —  An.%  II.  IO 
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et,  en  remplaçant  encore  *  par  la  valeur  (5), 

dx  I      Rtdx  -h  /     dx  I     Kdx  j     d.r  f     Rtdx 

a  J  a  Ja  J  a  Ja  ''a 

h)    \ 

J(*x         /*x  r%x         f\x  nx         s*x 

dx  I     Rdx  I     dx  I     Kdx  j     dx  I     Rzdx. 
a         Ja  J  a  J  a  J  a  J  a 

615.  En  continuant  ainsi,  on  obtient  pour  la  valeur 
de  s,  une  suite  indéfinie 


(8)  z  =  t+f'dxf 

J  a  %J  a 


x 

Rtdx 


dont  chaque  terme,  à  l'exception  du  dernier,  se  déduit  du 

précédent  en  le  multipliant  par  R^x",  et  en  intégrant, 

par  rapport  à  x,  deux  fois  entre  les  limites  a  et  x.  Le 

dernier  terme  se  forme  d'après  une  loi  analogue,  mais  il 

contient  toujours  la  fonction  inconnue  z.  Cependant,  le 

développement  (8)  pourra  servir  au  calcul  de  la  valeur 

approchée  de  *,  si,  à  mesure  que  le  nombre  des  termes 

augmente,  le  dernier  tend  vers  o.  C'est,  en  effet,  ce  qui 

arrive  quand  la  fonction  R  ne  devient  pas  infinie  dans 

l'intervalle  où  l'on  fait  varier  x. 

Pour  le  démontrer,  supposons  que  x  croisse  d'une  ma* 

nière  continue  depuis  la  valeur  a  jusqu'à  une  valeur 

quelconque  b.  Soient  M,  ju,  C  les  plus  grandes  valeurs  de 

R,  z,  ty  dans  l'intervalle  considéré.  On  aura,  en  valeurs 

absolues, 

R<M,     z<P,     f<C; 

le  signe  <  n'excluant  pas  l'égalité.  Si  Ton  trouve  pour  (i 
une  valeur  finie,  il  sera  démontré  que  z  ne  peut  pas 
devenir  infinie  entre  les  limites  a  et  b. 

Or,  en  premier  lieu,  on  a,  dans  cet  intervalle, 

Rf<CM, 
donc 

>x 

CMdlr, 


f  Rtdx<  f 

•/«  J  a 
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OU 

/    Rf<*r<CM  (*  —  *). 
De  là  on  tire,  en  intégrant  successivement  : 


I    dx  I     R 


/<*r<CM  l 


1.2 


f  dx  i   Hdx  f     dx  Ç  Rtdx<CM*  ^ ^, 

j     dx  !    Rdx  f  dx  f  Kdx  f     dx  Ç  Rtdx  <  CM3  (*~"?'> 

et  ainsi  de  suite. 

D'un  autre  côté,  on  a 

Rz<pM, 
d'où 

/    Uïcfj<pM(x  —  a), 

I    <**  /     R«ir  /     </x  /     R2^<|xM'- ^-, 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  en  arrêtant  le  développement  de  z 

à  n  -H  i  termes,  le  dernier  sera  moindre  que  fxMrt 

D'après  ces  inégalités,  on  déduit  de  l'équation  (8) 

,<CH-CM^=^l!+CM'l^^;+... 

I .2  I .2.3.4 

(x  —  fl)2(«-0              m#     (x— 11)» 
H-  CM"-  J -. r  +  |»B1-  ^ — , 

I.2...2(tt — l)         r  1.2.  .  .2/2 

et,  à  fortiori, 


1.2..  .2/1 
IO. 
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car  on  a 

1.2  I.2.O.4  2 

~  .  Mn(x  —  a)"         [(*  —  «)  v/M]*1  . 

On  sait  que ou  — — — —  peut  devenir 

*  I  .2.  .  .2/1  I  .2.  .  .2/?  *" 

moindre  que  toute  quantité  donnée  e,  quand  n  est  suffi- 
samment grand.  Donc,  si  Ton  désigne  par  K  la  plus  grande 

valeur  de  -  C  [eC*-^)^  -4-  £-(*-■>  v*"]  ,  quand  x  varie  de 
aà&,  valeur  qui  est  indépendante  de  /*,  on  aura 

Cette  inégalité  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  b,  on  peut  remplacer  z  par  sa  plus 
grande  valeur  p,  et  Ton  aura 

d'où 

^    K 


l  —  6 


Ainsi,  p  ne  peut  pas  devenir  infini,  et,  par  conséquent, 

(# ayn 

le  reste  de  la  série  (8),  qui  est  moindre  que  fjtMn ? 

I  .2.  •  .2/2 

tend  vers  o,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

616.  On  arrive  encore  à  la  formule  (8)  (615)  par  la 
méthode  suivante  : 
Posons 

Z  =  U9  -f-  U,  -J-  U: 


u0,  Mj,  u„. . .,  étant  des  fonctions  de  x  que  nous  allons 

cPz 

dx" 


cP  z 

déterminer.  On  doit  avoir  —  =  Rz  (613),  ou 


£?'l/0        cPiti        <Pu7  _  _ 

Or,  on  satisfera  à  cette  équation  en  posant 

(1)  =0,     -— =Ra0,      — — -z=JLul9.* •  . 
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En  supposant  que  l'on  ail  i/0  =  A,  -j-^  =  B  pour  x  =  a, 

dx 

et  que  uu  u,, . . . ,  — ,  —, . . . ,  s  annulent  pour  x  =  a, 
on  tire  des  équations  (i)  : 

a.  =  A  -4-  B  (x  —  a)  =  t, 

Js*x  /*x 

dx  l     Rtdx, 
a         J  a 

Jr»x  r%x  /ix  /»x 

|    dx  j    i\dx  j    dx  j    Rtdx, 


On  démontrera  que  la  série 

Z  —  u0  -+-  ut  -h  ut  -h . . .  , 

est  convergente,  comme  on  l'a  fait  n°  615, 

/jlNt 

On  traitera  de  la  même  manière  l'équation  — -  =  R^, 

et  Ton  aura  une  série  dont  chaque  terme  s'obtiendra  en 
multipliant  le  précédent  par  R*/xm,  et  intégrant  m  fois. 

617.  Comme  application  de  cette  méthode,  considé- 
rons l'équation  du  second  ordre 

(1)  £i  =  «*■*» 

à  laquelle  se  réduit  l'équation  dite  de  Riccati 

dy 

(2)  -^  +jr*z=ajf, 

en  posant 

1  ilz 

X  ~~~zdx~° 

Pour  plus  de  simplicité,  supposons  a  =  1 ,  et  prenons 
toutes  les  intégrales  indiquées  au  numéro  précédent,  entre 
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les  limites  oetx:  nous  aurons 

Multipliant  par  xmdx%  et  intégrant  deux  fois  entre  les 
limites  o  et  x,  il  viendra 

1/1  - 


(/«-j-i)(w  +  a)        (m +  2)  (m +  3) 
Nous  aurons  de  même  successi vemen  t 

(///  -+-  1  )  [m  -h  1)  (irn  -f-  3)  (2/w  -h  4) 

B.r*"+» 
(#n  -h  2)  (/If-f-  3)  (2/«  h-  4)  (a//*  4-  5)' 

(/»+i)(/n  +  a)(aw  +  3)  (2/n-+-4)  (3«H-5)  (3m -h 6) 

(m H- 2)  (/w -+-3)  (2w-+-4j|â~/w-t-5)  (3/W-4-6)  (3/W-+-7) 

et  ainsi  de  suite. 

Par  conséquent,  la  valeur  de  z  sera 


«,  = 


-[ 


14-7 —7^ : — :  + 


(m  +  l)(W  +  2)  (ni-+-l)(/lH-2J(2/W-h3)(2l7f-h4) 

(//i-h  1)  (  w-h2j  (ajin-3)  (2/n-4-4)  (3/w-+-5j  (3m-f-6) 


... 


jJ»H-3  r2*H-S 

-4-B|x  +  - ■ — -, --=--*- 


L    "n(//H-2)(//f-h3j  ^  (m  +  2)(/»4-3)(2«+4)(a»+5) 


(/w-h2)(/M-+-3)(2//i-H4)(2//iH-5;(3mH-6)(3/w-4-7) 
Quand  m  =  o,  cette  formule  se  réduit  à 

i?»  _l_  0—X  gX  gr-X 

2  2 

qui  est  bien  l'intégrale  de  l'équation 


•  ••  r 
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INTEGRATION     D'UNE    ÉQUATION     DIFFÉRENTIELLE    A    LAIDE 

d'intégrales   DÉFINIES. 
618.  Soit  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

77»  et  A*  désignant  deux  constantes  :  admettons  que  son 
intégrale  puisse  être  développée  en  série  convergente 
procédant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  xy  et  po- 
sons 

y  =  A*"  4-  B x6  4- .  . .  +  LxA  4-  M/  4- 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on  aura 


A*(a— i) 
4-/nÀa 


*"-34-B6(6  —  i) 

/W  B  6 


x6-24-...-f-Mp(pt  — i) 

J7I  Mft 


4-  a^À*"  -f-  2A'Bx6  4-. -.4-  2/1*  LxA  4-  î/^Mx/*  4-...=o. 


Pour  que  cette  dernière  équation  soit  identique,  il  faut 
d'abord  qu'on  ait 

a(a  —  i  -\-m)  =  o, 

c'est-à-dire 

a  =  o,     ou     a  =  i  —  m. 

Si  l'on  prend  d'abord  «  =  o,  et  que  l'on  procède  comme 
il  a  été  indiqué  au  n°  611,  on  trouvera  la  série 

yt  z=z  A  I  I 1 . ■■ » ...  I  • 

,  L        i.(/w4-i;     .  i.2.(m  +  ij(m  +  i)  J 

Si  Ton  fait  «  =  i  —  m,  on  aura  par  le  même  procédé 

r,  =  A'*1-*    i n ! ^ é :  — ...    ; 

y-j.  et  jKi  sont  deux  intégrales  particulières  contenant  cha- 
cune une  constante  arbitraire.  Leur  somme jri  -+-)'*  sera 
donc  l'intégrale  générale. 
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619.  On  peut  remplacer  les  séries yx  etyf  par  des  inté- 
grales définies.  En  effet,  entre  les  coefficients  L  et  M  de 
deux  ternies  consécutifs  de  la  série  j^,  on  a  la  relation 

/iaL  =  Mp  (i  —  m  —  2/?). 

Or,  on  déduit  de  la  formule  (B)  (I,  372)  une  relation 
analogue  entre  deux  intégrales  définies,  savoir  : 

cos,''asmm-,a£*a^ ■  I     cos'P"i<xsmm'-ioida. 


Le  rapport  de  ces  deux  intégrales  est,  à  un  facteur  con 

M 

r 


stant  prés,  égal  au  rapport  —  •,  si  donc  on  pose 


L  =  A,_,  J  * 


co$1PaL&\nm-lcLdz, 


cosv-»  a  sin*""1  a  d  a, 
o 
on  aura 

M         À-        ip  —  i  h1 


L        A^^,  ip  -+-  m  —  i        p  (i  —  m  —  ip)  ' 

donc 

__  h* 

(V  —  *)p  p 

D'après  cette  formule,  et  comme  A0  n'est  autre  chose 
que  A,  on  aura 

A|  = A,       A3 — 5~"7>"'»        A  »  =  A f 

1.2  1.2.3.4  1.2. ..2/7 

par  conséquent, 

M»  =  A- —  I     cos^asin^-'a^a 

*  i.*...ipJQ 


et 


v1    (—  ih^vx^p  r* 

r,=  >  A - /     cosï*,asin",-|a</a, 

^       î.a. .  .2/;  J 
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ou  bien 


Jr*  .       ,     ,    /        aA'x'cos'a       4A4.r«cos4a  \ 

sin^-'aaa    i h -. — -, ...  ) 
0                       \               1.2                 1.2. 5. 4  ) 


/i  =  A 


Mais  l'expression  entre  parenthèses  égale  cos  [hx  y/âcosa)  i 
on  a  donc  enfin 

f\  =■  A  /     cos(Àxv/2Cosa)sin",~larfa. 

Jo 

La  seconde  série  se  déduit  de  la  première  en  changeant 
m  en  2  —  m\  donc 

Xv  _ 

cos(/*:r  y'a  cosa)  sin!~m  cu/a. 

620.  La  valeur  deyt  devient  illusoire  quand  onaro=o 
ou/n<o,  En  effet,  si  m  =  o,  l'intégrale 


'    cos  (hx  v^â  cosa)  sin"1""'  ada 
o 


est  plus  grande  que 


'£ 


k 

a 
o 


A:  désignant  une  quantité  finie  et  e  un  nombre  suffisam- 
ment  petit,  mais  lui-même  fini.  Or,   /     —  =  00.  Donc 

la  première  intégrale  est  infinie  quand  m  --=  o,  et  à  plus 
forte  raison  quand  on  a  m  <  o. 

De  même  la  seconde  intégrale  n'aura  une  valeur  finie 
que  si  2  —  m  est  positif. 

Donc  yx  -\-y%  ne  représentera,  l'intégrale  générale  que 
si  #n  est  compris  entre  o  et  2.  En  dehors  de  ces  deux 
limites,  l'une  des  deux  formules  tombera  en  défaut,  mais 
l'autre  subsistera  et  servira  à  trouver  l'intégrale  générale 
par  le  procédé  du  n°  608. 
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621 .  Examinons  maintenant  quelques  cas  particuliers. 
i°  m  =  o.  L'équation  se  réduit  à 

cllY 
dx1 

Pour  déduire  son  intégrale  des  formules  précédentes,  ob- 
servons que  la  valeur  de  jt,  qui  est  encore  admissible,  se 
réduit  à 

jr2=z\'x    I     cos(/j.r  y2  cosa)  sinaafa 
Jo 

=        _  !     cos(/i.r  y2COsaJ</(&r  y/2  cosa) 

=  Csin(/j.r  y^). 
Au  moyen  de  celte  première  intégrale  on  trouvera 

y  —  csin  {/txfa)  -f-  c'cos(/j.r  ^2). 

a°  m  =  a.  La  valeur  de^t  est  illusoire,  mais  celle  de 

Y\  subsiste  et  donne  Csin  (/?#  ^2)  pour  intégrale  parti- 
culière. Ou  en  déduit  l'intégrale  générale 

c sin (hx  ^2  )  -h  c'  cos ( hx \pi) 

Y  — • 

X 

3°  m  =  1 .  Le  rapport  de  yx  à  yt  est  constant,  et  ces 
deux  intégrales  ne  sont  plus  distinctes.  Dans  ce  cas,  on 
posera  m  =  1  -h  A,  et  Ton  appliquera  le  procédé  de  d'A- 
lembert  (585). 

EXERCICES. 

.  <Py      dy 

Solution  : 

f  x1  .r3  x4  "I 

intégrale  particulière. 


^    ~ 


QUARANTE-HUITIEME    LEÇOS.  IJO 

_  (ry       i   tir  •  dx  , 


Solution  : 

x*  .r6 

aÛ1  ~~  iV4a.  6 


•?  —Ali     jj-^TTrï     «*  /i  m~*~ 


m      •      • 


intégrale  particulière. 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES. 

Élimination  d'une  variable  entre  deux  équations  différentielles.  —  Sys- 
tèmes d'équations  du  premier  ordre  équivalents  à  une  ou  plusieurs 
équations  d'un  ordre  quelconque.  —  Théorèmes  sur  les  intégrales  des 
équations  simultanées  du  premier  ordre.  —  Intégration  des  équations 
simultanées  du  premier  ordre. 


U,r, 


ÉLIMINATION    d'uNE    VARIABLE  ENTRE    DEUX    ÉQUATIONS 

DIFFÉREN  TIELLES . 

622.  Soient 

/  dy  dmy        dz  dPz\  • 

dy  d'y         dz  dit\ 

deux  équations  qui  renferment  deux  fonctions j-  etz  d'une 
variable  indépendante  .r,  et  leurs  dérivées  de  divers 
ordres.  En  éliminant  y  entre  ces  équations,  on  obtiendra 
une  équation  différentielle  à  une  seule  fonction  z,  et  dont 
l'intégration  fera  connaître  z. 

Pour  opérer  cette  élimination,  on  difierentiera  n  fois 
la  première  équation,  et  m  fois  la  seconde;  on  aura  ainsi 
m  4-  n  4-  a  équations  entre  lesquelles  il  sera  possible 

d'éliminer,  par  les  moyens  ordinaires  de  l'algèbre,  les 

dy    d*y  dm~^ny 

m  -f-  n  -f- 1  inconnues  j,  — ,  —, . . . ,  ^-^-.  L'équation 

finale  sera,  en  général,  d'un  ordre  égal  au  plus  grand  des 
deux  nombres  «  +  p,  m-\-q\  toutefois  cet  ordre  peut 
être  moindre,  si  l'élimination  a  pu  s'effectuer  sans  em- 
ployer les  m  -f-  n  -h  a  équations. 

623.  Plus  généralement,  si  l'on  avait  r  équations  dif- 
férentielles contenant  une  variable  indépendante  x  et 
r  fonctions  j',  z,  m,  . .  •  de  cette  variable,  on  éliminerait 
y  entre  ces  r  équations,  ce  qui  donnerait  r —  i  équations 
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entre  z,  ii9...*  On  éliminerait  ensuite  z  entre  ces  r —  i 
équations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  à  une 
équation  différentielle  ne  renfermant  plus  qu'une  seule 
des  fonctions  inconnues. 

SYSTÈMES  D'ÉQUATIONS   DU    PREMIER    ORDRE   ÉQUIVALENTS  A 
U»E  OU  PLUSIEURS  ÉQUATIONS  d'uH  ORDRE  QUELCONQUE. 

624.  On  peut  remplacer  une  équation  différentielle 
d'un  ordre  quelconque  à  deux  variables  par  un  système 
d'équations  simultanées  du  premier  ordre,  en  représen- 
tant par  une  lettre  chacune  des  dérivées,  excepté  celle  qui 
est  de  l'ordre  le  plus  élevé.  Ainsi  l'équation 

/  dy    d*X    d*y\ 

est  évidemment  équivalente  aux  équations  suivantes  : 


dr        ,      ày> 


ls='' 


dx 


=  r 


a 


r 


62o.  De  même  les  équations 

Ie  (  dy  dmr        dz  dPz 

\  dx  dx™         dx  dxP 

\      '     dx  dxn  dx  dxn  J 

dans  lesquelles  nous  supposerons  m  >  w,  q>  p,  peuvent 
être  remplacées  par  le  système  des  équations  du  premier 
ordre 

dr         ,      dr'  u  <£-("»-»> 

dx~ X'      dx  ~r  '••''  dr      —y         ' 


(4) 


dz  .       dz'         „  dz<i->)  ,     ,, 


/  rfyim-i)  \ 

^  /  ,  ri  r  dz'*-V\ 
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En  général,  étant  donné  un  nombre  quelconque  d'é- 
quations différentielles  renfermant  une  variable  indépen- 
dante et  plusieurs  fonctions  de  cette  variable,  si  Ton  re- 
présente les  dérivées,  à  l'exception  de  celles  dont  Tordre 
est  le  plus  élevé,  par  des  lettres,  on  aura  un  système  d'é- 
quations simultanées  du  premier  ordre  qui  sera  équiva- 
lent aux  équations  proposées. 

THÉORÈMES    SUR   LES   INTÉGRALES    DES    ÉQUATIONS 
SIMULTANÉES    DU    PREMIER    ORDRE. 

626.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  trois 

équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre 

entre  une  variable  indépendante  x  et  trois  fonctions  y, 

z,  u  de  cette  variable.  On  pourra,  en  général,  résoudre 

, ,  .    ,      dy    dz     du,       . 
ces  équations  par  rapport  aux  dérivées  ~->  — ?  —  et  les 

remplacer  par  des  équations  de  la  forme 


4r__Q      <fc  _ 

dx        P        dx 

R        du  __  V 

"  P  '      dx  —  P  * 

dx        dy 

dz        da 

~¥  ~~  Y9 

ou 

(I) 

P,  Q,  R,  V  étant  des  fonctions  déterminées.  Le  problème 
proposé  revient  donc  à  établir  entre  les  variables  x,y, 
*,  u  des  relations  telles,  que  les  différentielles  de  ces 
variables  soient  proportionnelles  aux  fonctions  P,  Q, 
R,V. 

Je  dis  maintenant  que  les  relations  cherchées  doivent 
contenir  trois  constantes  arbitraires.  En  effet,  les  équa- 
tions (i)  déterminent  seulement  les  accroissements  infi- 
niment petits  des  variables  j,  z,  u  pour  un  accroissement 
infiniment  petit  de  x.  On  peut  donc  prendre  à  volonté 
les  valeurs  de  jr9  z,  et  u  pour  x=a.  En  raisonnant 
comme  on  l'a  fait  dans  le  cas  d'une  seule  équation  diffé- 
rentielle (549),  on  voit  que  j',  z  et  u  sont  des  fonctions 
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déterminées  de  r,  dépendant  nécessairement  de  leurs 
valeurs  initiales,  qui  sont  tout  à  fait  arbitraires.  Les 
équations  intégrales  doivent  donc  contenir  trois  constantes 
arbitraires.  Ces  constantes  peuvent  d'ailleurs  être  rem- 
placées par  d'autres  ayant  avec  elles  des  relations  arbi- 
traires, pourvu  qu'on  puisse  déterminer  les  nouvelles 
constantes  de  manière  que  y,  z  et  u  aient  des  valeurs 
données  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  x. 

627.  On  arrive  à  la  même  conclusion  par  la  série  de 
Taylor.  En  effet,  si  Ton  représente  par  ya^  (-7-)  >  etc., 
les  valeurs  de  y  et  de  ses  dérivées  pour  x  =  a,  on  aura 

Ensuite,  des  équations 

*ÏL  —  5.       —  —  —       —  —  V 
dx~~V*     â£~~p'     îte""p* 

(lnY 

on  peut  déduire  — —  en  fonction  de  x, yy  s,  u;  par  consé- 

quent  (  —-•  I  dépendra  des  valeurs  arbitraires  attribuées 

à  jr,  s,  u  pour  x  =  a.  Donc  le  développement  de  y 
contiendra  trois  constantes  arbitraires.  Les  valeurs  de  z 
et  de  u  dépendront  aussi  des  mêmes  constantes. 

Les  raisonnements  qui  précèdent  s'étendent  évidem- 
ment à  un  nombre  quelconque  d'équations.  Par  con- 
séquent m  équations  du  premier  ordre  entre  m  H- 1 
variables,  et  qui  peuvent  être  mises  sous  la  forme  (i), 
admettent  toujours  m  intégrales  contenant  m  constantes 
arbitraires.  Ces  constantes  doivent  être  telles,  que  Ton 
'  paisse  donner  à  m  des  variables  des  valeurs  arbitraires 
pour  une  valeur  quelconque  attribuée  à  la  (m  4- 1)'*"" 
variable. 

628.  On  a  supposé  que  les  équations  proposées  pou- 
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.  ,    .  lf  >    ,     dy    dz    du 

vaient  être  résolues  par  rapport  aux  dérivées  -j-i  — »  — • 

Dans  certains  cas  particuliers  cette  résolution  est  impos- 
sible. Par  exemple,  si  Ton  avait 

dr        dz 

(0 


zr  +  t-  "*■ x  =  °» 


rfr 

dz 

:r 

-4- 

X  — - 

*£r 

dx 

en  cherchant  à  éliminer  Tune  des  dérivées,  on  trouverait 
l'équation 

(2)  y  —  2r'=  o. 

Cette  équation  peut  remplacer  Tune  des  deux  proposées. 
En  portant  la  valeur  de  y  qu'elle  fournit  dans  la  pre- 
mière des  équations  (1),  on  aura 


d'où  Ton  déduit 


dz       „, 

- h  o.r  =  o, 

dx 


2 


Ainsi,  quand  on  ne  peut  pas  résoudre  le  système  pro- 
posé par  rapport  à  toutes  les  dérivées,  le  problème  se 
simplifie,  parce  qu'il  existe  alors  entre  les  variables  un 
certain  nombre  de  relations  algébriques,  au  moyen  des- 
quelles on  peut  faire  disparaître  les  dérivées  dont  le  sys- 
tème n'a  pu  fournir  les  valeurs.  Mais,  dans  ce  cas,  le 
nombre  des  constantes  n'est  plus  égal  au  nombre  des 
fonctions. 

INTÉGRATION     DES    ÉQUATIONS     SIMULTANÉES     DU     PREMIER 

ORDRE. 

629.  Soit 

,  .  dx d  y        dz du 

10  T  =  "Q  =  R=V" 

un  système  d'équations  simultanées.  Nous  avons  tu  qu'il 


( 
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existe  trois  équations  intégrales, 

c,  c',  c"  étant  des  constantes  arbitraires.  Ces  équations, 
résolues  par  rapport  aux  constantes,  peuvent  être  rem- 
placées par  le  système 

(3)  *z=c,     6~c',     7^-c"; 

a,  6,  y  désignant  trois  fonctions  de  x,  y9  z  et  u,  sans 
constantes  arbitraires.  On  peut  donc  trouver  trois  fonc- 
tions de  x,  j^,  z,  u  qui  conservent  des  valeurs  constantes 
quand  on  y  fait  varier  simultanément  toutes  les  va- 
riables. 

Remarquons  d'abord  que  les  fonctions  P,  Q,  R,  V  ne 
peuvent  pas  être,  à  la  fois,  identiquement  nulles,  car  les 
équations  (i)  n'offriraient  alors  aucun  sens. 

Admettons  que  P  ne  soit  pas  identiquement  nul,  et 
prenons  x  pour  variable  indépendante.  Je  dis  que  P  ne 
pourra  pas  même  s'annuler  constamment  en  vertu  des 
équations  (3).  En  effet,  l'équation  P  =  o  ne  renfermant 
pas  de  constante  arbitraire,  on  ne  pourrait  pas  se  donner 
à  volonté  des  valeurs  de  yy  zy  u  pour  une  valeur  quel- 
conque de  x. 

Supposons  donc  P  différent  de  o.  En  différentiant 
l'équation  a  ==.  c,  on  a 

.  da.    _  dx  da.    ,         da. 

(4)  t-  dx  "+■  -r  «y  "+■  ~r  «*  +  t~  du  =  o. 
^'  dx  dy  dz  du 

Mais  a  =  c  étant  une  intégrale  des  équations  (i).  les 
différentielles  dx,  dy9  dzy  du  doivent  être  proportion- 
nelles à  P,  Q,  R,  V  5  on  aura  donc 

~i  t*  da.        *  da        ^  det        ,T  dy. 

Stlbm.  —  Jn.,  IL  1 1 
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Cette  équation  doit  être  identique  ;  autrement  elle  éta- 
blirait une  relation  entre  les  variables  x,y,  z  et  u,  et  l'on 
ne  pourrait  pas  donner  des  valeurs  arbitraires  à  y,  z,  u 
pour  une  valeur  partioulière  de  x. 

On  aura  donc  les  trois  équations  identiques 

du.  dx  da.  da. 

dx  dy  dz  du  ' 

/  „  d*        ~  d'>        «  à*         ,d% 

p^.+Q^+R^+V^=0. 
dx  dy  dz  du 

630.  Réciproquement,  si  Von  trouve  une  fonction  0 
les  variables  x,y,  z,u,  sans  constante  arbitraire,  telle, 
que  Von  ait  identiquement 


(') 

'S 

+  Q 

de 

—  _i_ 

dr  ■ 

Kd7 

+  yd-u=°> 

V  équation 

e 

z=z  c 

sera  une  intégrale  des  équations 

simultanées 

(») 

dx 
"F 

~  Q 

dz 

—  7f 

du 
V 

En  effet, 

on  a 

,    /^8        </0  rfr        <*0*fc        d9  du\ 

d&  =  d.r[ j : 1 j ]  ; 

\dx        dy  dx        dz  dx        du  dx  J 

•    doncjr,  z  et  u  étant  des  fonctions  de  x  telles,  que  Ton  ait 

dy  _  Q        dz  _  R        du  __  V 

^""P*      Âc~p'      di~Vy 
on  aura 

mais  la  quantité  renfermée  entre  parenthèses  est  nulle 
par  hypothèse,  donc 

dO  =  o,     ou     0  =  c. 

Il  suit  de  là  que  si  Ton  trouve  trois  fonctions  a,  o,  y  qui 
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substituées  à  0  satisfassent  identiquement  à  l'équation  (i), 
les  équations 

(3)  az=C,       S=r.c'9       7  =  CN 

seront  les  intégrales  des  équations  (  a). 

631 .  Des  intégrales  (3)  peuvent  se  déduire  une  infinité 
d'autres  intégrales,  car  x^jy  zy  u  variant  de  manière  que 
les  fonctions  a,  6,  y  conservent  une  valeur  constante, 
toute  fonction  de  la  forme  cj>  (*,  ê,  y)  conservera  aussi 
une  valeur  constante. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  directement  que  l'équation 

(4)  ?(«>  6>  y)=c 

est  une  intégrale  des  équations  (2).  En  effet,  on  a 

,    do  flo  da         do  dn  do  dy 


dx  doi  dx  d$  dx  dy  dx 

do  do  da  do  d%  do  dy 

djr  da  dy  do  dy  dy  dy 

(5)  { 

do  do  da.  do  dt  do.dy 


dz        doc  dz        dZdz        dy  dz 

do        dy  da         do  df>         do  dy 
du        da  du        d%  du        dy  du 

Si  Ton  multiplie  ces  équations  respectivement  par 
P,  Q,  R,  V,  et  qu'on  les  ajoute,  le  second  membre  sera 
nul  eu  vertu  des  équations  (6)  du  n°  629.  Ou  aura  donc 

_  do        ^  do        _  do        „  d& 
dx  dy  dz  du 

c'est-à-dire  que  (f  mis  à  la  place  de  6  satisfait  à  l'équa- 
tion ~(  1  ).  Donc  cf  =  c  est  bien  une  intégrale  des  équations 
proposées. 

632.  On  peut  même  démontrer  que  toute  fonction  Q 
de  x9y<t  z,  u  qui  satisfait  à  V équation 

„dQ  r/G       n  d&       ,r  dB 

*  '  dx  dy  dz  au 

1  1 . 
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doit  se  réduire  à  une  fonction  de  a,  6,  y.  En  effet,  soil 

{*)  e  =  o(*,jr,Z,  If); 

posons 

(3)  7.—fx{x^yyZ%  a),      6  =/,(*, /,«,«),     7  =/,(4P,jr,*,«); 

on  peut  tirer  de  là  les  valeurs  de  y,  z,  u  en  fonction  de  a, 
6,  y  et  x\  en  les  substituant  dans  la  valeur  de  0,  on  aura 

(4)  9— ïr(a,€,  7,.r). 

Or,  je  dis  que  x  ne  doit  pas  entrer  explicitement  dans 
cette  équation.  En  effet,  en  mettant  cette  valeur  de  0  dans 
l'équation  (1),  on  aura 


) 


(5) 


_  /  dtt  dx        fin  d%        die  df         dit 

p( 1 1 L  -\ 

\dx  dx        do  dx        dy  dx        dx 

Q(  die  dx        dv  d%        die  dy 
1 1 L 

\d<x  dy        </ê  tljr        dy  dy 

_    [  dn  dx        die  d§        die  dy\ 
\dx  dz         do  dz         dy  dz  } 

,_  /  die  dx        die  do*        die  dy  \ 

-t-  V 1 1 -     -o. 

t  \dx  du        d$  du        dy  du  J 

Mais  les  fonctions  a,  £,  y  satisfaisant  a  l'équation  (1), 
l'équation  (5)  se  réduit  à 

die  

dx 
d'où 

die 
dx 

puisque  P  ne  peut  être  nul  que  pour  des  valeurs  parti- 
culières des  variables.  Ainsi,  la  fonction  tt  ne  contient 
pas  x  explicitement,  et  se  réduit  à  une  fonction  de  a, 

6,  y. 
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CINQUANTIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES. 

Équations  linéaires  :  cas  de  deux  équations,  méthode  de  d'Alembert,  -  - 
cas  de  trois  équations.  —  Réduction  du  cas  général  au  cas  où  les  équa- 
tions sont  privées  de  second  membre.  —  Méthode  de  Cauchy.  —  Re- 
marque sur  les  équations  linéaires. 


CAS    DE    DEUX    ÉQUATIONS,    METHODE    DE    D'ALEMBERT. 

633.  Si  Ton  a  deux  équations  linéaires  du  premier 
ordre  entre  une  variable  indépendante  x  et  deux  fonc- 
tions^ et  z  de  cette  variable,  en  éliminant,  tour  à  tour, 

-—et  —->  on  obtiendra  deux  équations  de  la  forme  sui- 
(Lc      dx 

vante  : 

W  [    . 

( -i  +  P>  +  Q>  =  V, 

P>  Q»  V,  P',  Q\  V,  désignant  des  fonctions  de  x. 

On  pourrait  appliquer  à  ces  équations  le  procédé  d'éli- 
mination exposé  plus  haut  (622),  et  Ton  parviendrait  à 
une  équation  linéaire  du  second  ordrene  contenant  qu'une 
seule  fonction  inconnue;  mais  il  est  plus  avantageux 
d'employer  la  méthode  suivante,  qui  a  été  imaginée  par 
d'Alembert,  et  perfectionnée  par  Ampère. 

Ajoutons  les  équations  (i)  après  avoir  multiplié  h 
seconde  par  une  indéterminée  9  :  nous  aurons 

/a\  f^r  +  g  ±  +  (p-h p'e).r  +  (Q  +  Q'e)»  =  v  -+-  ve. 

dx  dx 

/fy  dz 

Si  0  était  une  constante,  -j-  -h  0  —  serait  la  dérivée  de 

dx  dx 

y  -jr-Qz\  posons  donc 

(3)  t  =  r  +  0z9 
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il  en  résulte^  =  t  —  9z  et 

dy        Odz        fit  d9 


dx         dx         dx  dx 

L'équation  (2)  devient  alors 

(4)  *L  __  z(ll  +  (P  .4.  p'ô)(/_  Qz)  -t-  (Q  -f-  Q'^c-V  +  VO. 
cl.v  dx 

Comme  z  n'entre  ici  qu'à  la  première  puissance,  on 
éliminera  cette  fonction  en  égalant  son  coefficient  à  zéro, 
et  Ton  aura  les  deux  équations 

(5)  ~ |  -+-  (P  -4-  P'ô)  9  -  Q  -  Q'9  —  o , 

(G)  —  -4-  (P-f-  P'0)£  —  V  -V'0-o. 

L'équation  (.c>)  ne  contient  que  0  et  a :\  elle  détermine 
donc  0.  Mais,  quoique  du  premier  ordre,  elle  n'est  pas 
linéaire,  et  Ton  ne  sait  pas,  en  général,  l'intégrer.  Cepen- 
dant, si  Ton  en  connaît  seulement  deux  intégrales  parti- 
culières 9X  et  0S,  la  question  proposée  pourra  être  résolu**. 

En  effet,  ces  intégrales,  particulières  étant  mises  à  la 
place  de  9  dans  l'équation  (>')  qui  est  linéaire,  on  obtien- 
dra deux  valeurs  correspondantes  de  f,  tl  et  f,,  contenant 
chacune  une  constante  arbitraire.  On  aura  ensuite  j" et  z 
au  moyen  des  deux  équations 

j  +  M'-^i,     y  -+-  9, 3  =  t j. 

Les  valeurs  de  y  et  de  z  ainsi  obtenues  contiendront 
deux  constantes  arbitraires,  puisque  tx  et  f,  en  contien- 
nent chacun  une. 

634.  Dans  le  cas  où  les  coefficients  P,  Q,  P',  Q'  sont 
constants,  on  peut  supposer  0  constant  dans  l'équation  (5), 
qui  se  réduit  alors  à 

(7)  (P-f-  P'9)0  —  Q  —  Q'9~o. 

Cette  équation  est  du  second  degré  et  donne  deux  racines 
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constantes  que  Ton  peut  prendre  pour  6t  et  0f,  si  ces  ra- 
cines sont  inégales. 

Si  les  racines  de  l'équation  (7)  étaient  égales,  on  n'au- 
rait qu'une  valeur  de  0.  Mais,  dans  ce  cas,  l'équation  (5), 
en  supposant  0  variable,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

— -+-P'   9  — a)2=o, 

OJC 

ou 

de 


+  P'</J?r:0, 

équation  dont  l'intégrale  générale  est 

G  — « -j-  — 

y'  x  -f  c 

Comme  on  n'a  besoin  que  de  deux  valeurs  particulières 
de  0,  on  les  choisira  de  la  manière  la  plus  simple  en  fai- 
sant successivement  c  =  o,  c  =  00  ,  d'où 

9,  =:  a -H  — —  *       0,  r-_  a. 

Les  équations  (1)  peuvent  donc  toujours  être  intégrées 
quand  les  coefficients  P,  Q,  P',  Q'  sont  constants. 

INTÉGRATION    DE   TROIS    ÉQUATIONS    LINÉAIRES. 

635.  La  méthode  précédente  s'applique  avec  quelques 
modifications  à  l'intégration  de  trois  équations  linéaires 
simultanées  à  quatre  variables  x,  y,  s,  u.  Ces  équations 
peuvent  d'abord  être  mises  sous  la  forme 

dr 

-J-  +  *y  +  q*  +  r*  =vf 

(I)  {  ^■-f-P/.r-t-Q/z  +  R,/«=:V', 

clx 

—  -+-  F>-4-  Q"*  H-  R"«  =  V". 
dx 

Ajoutons  ces  trois  équations  après  avoir  multiplié  la 
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seconde  par  0  et  la  troisième  par  A.  On  a  ainsi 

dr        „  dz        ^  du        ,  ^  .  ^        n„^. 

-T-4-0—  -4-  A  —  4-P-+-P'Ô-+-  P"  A    / 
eu?  a.»:  a* 

*''     '  '   (Q-t-Q'ô-f-Q"À)z-f-(R-t-R'ô-l-R'!'A)u 


=  V+V0  -f-VX. 

Posons 

(a)  /  -r  Bz  +-  à«  =  r, 

d'où 

rfr         <fz         **"       de         dQ         d\ 

- — f-  0 \-\  —  =i z u 

dx  dx  dx        dx  dx  dx 

L'équation  (î)  devient 

dt  dB  d\        .  _.A        ->«*  »  .  *  k    \ 

z- «_  +  (p  -l_p'e-j-P/'À)(r—  ôz  —  lu) 

dx  dx  ojl' 

^    )    '  _|_(Q  +  Q'ô-HQ/,A)z-h(R-f.R/e-hR,/X)tt 

=  V-r-V'e-4-VrA. 

Cette  équation  ne  renferme  s  et  u  qu'au  premier  degré. 
En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  ces  variables,  on  ré- 
duira l'équation  (3)  aux  suivantes  : 

dQ 

(4)     -r-*-  (P  +  P'e  +  P^e- Q  —  Q'e  —  Q").  =  o, 

(5)         ^  4.  (p  -i-  p'0  -4-  p"A)>  _  R  —  R'9  _  R"X  =  O, 
au: 

(6)      ^  +  (V-r-P'Q-hVff\)t  —  V  —  V'8  —  V"a  =  o. 
dx 

Les  deux  premières  équations  ne  contiennent  que  0  et  /  : 
elles  sont  du  premier  ordre,  mais  non  linéaires.  On  ne 
sait  donc  pas  les  intégrer  en  général.  Néanmoins,  si  Ton 
connaît  trois  intégrales  particulières  019  0t,  0S  et  trois  va- 
leurs correspondantes  At,  /t,  a8,  on  pourra  déterminer  les 
intégrales  cherchées.  En  effet,  pour  un  système  de  valeurs 
simultanées  0t  et  Àl9  l'équation  (6)  qui  est  linéaire  et  du 
premier  ordre  donnera  une  intégrale  correspondante  tx , 
cou  tenant  une  constante  arbitraire.  On  aura  de  même 
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deux  autres  valeurs  t,  et  t%  correspondant  aux  deux  autres 
systèmes  0,  et  \,  0B  et  A8«  Les  trois  intégrales  seront  donc 

(7)  /  j+0,z4-)1«"-fî| 

(  y  -4-  03  z  -+-  X,  tt  =  f3. 

Les  valeurs  de^,  s,  u  qu'on  en  déduira  contiendront 
chacune  trois  constantes  arbitraires. 

636.  Dans  les  cas  où  les  coefficients  P,  Q,  R,  P', . . . 
sont  constants,  les  équations  (4)  et  (5)  sont  satisfaites 
par  les  valeurs  constantes  de  0  et  de  à  que  déterminent 
les  équations 

(8)  (P  -f-  P'9  -4-  P">)  G  —  Q  —  Q'0.—  Q"X  r=o, 

(9)  (p-r-p'e  +  p"*)*  —  R  —  R'8  —  R"l  —  o. 

En  portant  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  A 
tirée  de  la  première,  on  aura  une  équation  du  troisième 
degré  en  0,  qui  fournira,  en  général,  trois  valeurs  dis- 
tinctes de  celte  variable,  0j,  9t,  0S.  L'équation  (8),  étant 
du  premier  degré  en  X,  fournira  trois  valeurs  correspon- 
dantes, Aj,  A,,  A*. 

L'élimination  peut  se  faire  de  la  manière  suivante.  En 
posant 

(10)  P  +  P'0-f-P*Jt  =  p, 
on  aura  les  trois  équations 

(  P-p  +  P'ô  +  Pn^o, 

(11)  JQ-MQ'- 0)0  +  0*1  =  0, 

L'élimination  de  0  et  de  "k  entre  ces  trois  équations 
donne  l'équation  finale 

(p-PHp-Q'Hp-R'j-R'Q'fp-P) 

—  RP"(p  —  Q' )  —  QP/(p  —  R")  —  QR'P"  —  RP'Q":=:  o. 
Soient  pi,  pt,  pz  les  trois  racines  de  cette  équation. 
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L'équation  (6)  prenant  la  forme 

-j-  +pf  =  v-hV'o  h- va, 

on  aura  (511) 

t  =  c-Pxïc+  f(VH-V'Ô-hV*>ï^*<tel. 

On  déduit  de  là,  en  remplaçant  successivement  p  par  pl? 
o2,  o3,  et  9,  X  par  les  valeurs  correspondantes,  trois  va- 
leurs de  t  contenant  chacune  une  constante  arbitraire. 
Le  système  proposé  aura  donc  pour  intégrales  les  trois 
équations 

'  y  +  Qlz  +  \xu  =  e-P*'\ci+  f[V+\'Ol-h\'''kl)eP'xd.r\ 
(12)   <  j-Mi*  +  X>K  =  <r"*x[cH-   /(V-?-V/01-!-V<r>,)^«*rfal, 


/  +  Ôj:  +  ).3«  — c    p 


8JTr3-4-   f(V-+-V'0,-l-Vni)^-*f*rl 


AUTRE  MÉTHODE. 

637.  On  peut  suivre  dans  l'intégration  des  équations 
linéaires  simultanées  la  même  marche  que  dans  les  équa- 
tions différentielles  ordinaires,  c'est-à-dire  ramener  le 
cas  général  à  celui  des  équations  privées  de  second 
membre.  Nous  allons  effectuer  cette  réduction  dans  le 
cas  où  les  coefficients  des  premiers  membres  sont  con- 
stants. 

Remarquons  d'abord  que  si  l'on  connaissait  trois  sys- 
tèmes de  fonctions  (r,,  c,,  */,),  [y^,  zt,  ut).  (/8,  £3>  «») 
satisfaisant  aux  équations 

dy 

d~  -4-P.r  -4-Q3  -!-R«  ■  -o, 

(I)  [  ~  -f-P'r  +  Q's-f  R'a--o, 

dx 
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on  y  satisferait  encore  en  posant 

comme  on  s'en  assure  par  la  substitution,  et  Ton  aurait 
les  intégrales  générales,  puisque  ces  formules  contiennent 
trois  constantes  arbitraires  Cj,  ct,  r8. 

Cherchons  maintenant  à  résoudre  les  équations  (I)  par 
des  valeurs  de  la  forme 

p,  u,  v  désignant  des  constantes  inconnues.  La  substitu- 
tion de  ces  valeurs  donnera  les  équations 

é  i  P  —  p-4-Qp  +  Rv  —  o, 

(2)  «    P'  -4-  (Q'  —  p)  u  -4-  R'v  --  o  , 

(  P"-f-Q>4-(R"-  p)v  —  o. 

L'élimination  de  ^  et  de  v  entre  ces  équations  conduit  à  une 
équation  du  troisième  degré  en  p,  la  même  que  Ton  a  dé- 
duite (636),  par  l'élimination  de  0  et  de  A,  des  équations 

f  p  — p-+-  p'9-*.  pn^o, 
(3)  JQ-MQ'-p)*  +  <n  =  of 

car  on  arriverait  à  ce  dernier  système  en  ajoutant  les  équa- 
tions (2)  respectivement  multipliées  par  1,  0  et  A,  et  en 
déterminant  0  et  X  de  manière  que  les  termes  qui  contien- 
nent fi  et  v  disparaissent  d'eux-mêmes. 

Les  trois  valeurs  de  p  étant  désignées  par  p,,  pf,  p8,  et 
les  valeurs  correspondantes  de  u  et  de  v  par  fx,,  pu  fjt3, 
v„  v,,  v8,  on  aura  trois  solutions  particulières  d'où  Ton 
déduira  la  solution  générale 

(4)  î   s  =  c,  (A,  t~  *  x  -f-  r,  f*,  r-  * r  -f-  c3  u,  e""^x. 
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638.  Prenons  maintenant  trois  équations  avec  second 
membre 

-£-f-Pj  -h  Qz  +R«  —  V, 

dx 

(II)  (  ^  4-  P>  -h  Q'z  4-  R'«  =  v, 

^  +  p'y  +  Q"z  +  R"«  =  V". 
dx 

Cherchons  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  ces  équations 
par  les  formules  (4),  mais  en  y  regardante,,  rt,  c8  comme 
des  fonctions  convenables  de  x.  On  aura 

—  =  —  ptc,  e~~ P^  —  pjCitf—^»*  —  p3rs<?~ ftx 

dx  dx  dx 

On  aurait  de  même  —  et  --•  En  substituant  ces  valeurs 

dx       dx 

dans  les  équations  (II),  les  termes  qui  renferment  cn  c,,  c3 
sont  nuls  en  vertu  des  équations  (a),  et  il  reste 

e     ^*---h<?     **-, -  ~\-e-P* *--  =V, 

«x  ojr  ax 

De  ces  équations  on  tirera  les  valeurs 

/r*x  "<Ci  de?  de  y 

(6)         -£=*•  ^=X"  ^=*' 

Xn  X»>  X»  étant  des  fonctions  de  x  :  d'où  Ton  conclura 

r«  =  \Xidx  4-C„ 

(7)  {  c,=  f&rfr-t-C,, 

y 2  dx  -f-  C3. 


/> 
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Ces  valeurs,  substituées  dans  les  formules  (4),  donneront 
les  intégrales  du  système  (II). 

MÉTHODE    DE    CÀUCHY. 

639.  Soit  proposé  d'intégrer  le  système 
%  -4-  Vy  -+-  Q*  ■+■  R"  =  F(-r'), 

dx 
,  dz 

w         i  te**'?  ^y*  -+-R'*=Fi(*)t 

Cherchons  des  fonctions  Y,  Z,  U  qui,  substituées  à  la 
place  de  y,  z,  m,  vérifient  les  équations 

1  -r+Pr  +Q«  +  R«  —  o, 

(2)  i  3£  "*"  V'X  "*"  ^*  "*■  R"  ~  °' 

—  -4-  P"y  H-  Q"z  H-  R"a  =  o, 
dx 

et  telles,  que  pour  x  =  ar  on  ait 

Y=F(a),     Z  =  ?,(«),     U  =  F,(»). 

Pour  trouver  des  fonctions  Y,  Z,  U  qui  remplissent  ces 
conditions,  il  suffira  de  déterminer  les  constantes  qui  en- 
trent dans  les  intégrales  générales  du  système  (u), 

2  =  ¥,(*,  c(,  ca,  r3), 

de  manière  que  Ton  ait 

(  F  (a)  "*"?  (a,  r„c2,  c3\ 
(4)  ]  F.(«)  r":?i(a>ci>^^)» 

(  F,(a):=?2(a,  c„^,ca). 

On  aura  les  fonctions  cherchées  en  portant  dans  les  équa- 
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tions   (3)  les  valeurs  de  ct,  ct,  c8  déduites  des  équa- 
tions (4). 

640.  Maintenant  je  dis  que   les  équations  (i)  seront 
satisfaites  en  posant 

Yda,     z=  I     Zda,      u=j     \Jd*. 

o  Jo  J  o 

En  effet,  d'après  l'hypothèse,  on  aura 

*xdX 


dJL-Ç 

d*       Jo 


dxd*~*~¥  ^' 


et,  en  substituant  dans  la  première  des  équations  (i), 
¥{x)z=zf    ^da-hP  j      Yda-hQj      Zd* 

-t-R  l      Urfa  +  F(x). 
Cette  équation  est  identique,  car  elle  revient  à 


x 


da  (  ~  -+-  PY  -4-  QZ  -f-  RU  )  =  o, 


et  la  quantité  renfermée  entre  parenthèses  est  nulle  par 
hypothèse.  On  vérifiera  de  la  même  manière  que  les  deux 
autres  équations  du  système  sont  satisfaites. 

On  a  donc  une  solution  particulière  du  système  (i)  : 
désignons-la  par  (yuzuiix).  Mais  si  dans  les  équations (î) 
on  remplace  y,  z,  u  par  y  -+-  yï9  z  -h  zs,  11  -f-  #2,,  on 
obtiendra  le  système  (a).  Donc,  en  ajoutant  aux  valeurs  (5) 
les  intégrales  générales  (y,  z,  u)  des  équations  privées  de 
second  membre,  on  aura  intégré  complètement  le  sys- 
tème (t). 

REMARQUE    SUR   LES    ÉQUATIONS    SIMULTANÉES. 

641.  Soient 

,.  (  f(*t.r*/i  «t*'j  =  o, 

i  F(x,j-,y,z,z'j  =  o, 
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deux  équations  simultanées  du  premier  ordre,  dans  Les- 
quelles  y'  et  z1  désignent  -f-  et  —  •  Soient 

<2)  r/  A\ 

f     2  =  ^(X,fl,   0), 

les  intégrales  générales  du  système  (1),  a  et  b  étant  deux 
constantes  arbitraires.  Les  équations  (1)  doivent  devenir 
identiques  quand  on  y  remplace  jretz  parles  valeurs  (2). 
Donc,  si  Ton  pose 

d'où 

du         d*  r         dr1 
dx        da  dx        da 

dv  d7  z  dz1 

dx        da  dx        da 

on  aura,  en  diiTérentiant  par  rapport  à  a  les  équations  (  1), 

dî  dî  du       dî         dî  d» 

—  u  -f- -+-  —  v  -\ =  o» 

.  dy  dy'  dx       dz  dz'  dx  J 

(4) 

^  ^  d¥  dYdu       d¥_         d¥du_ 

dy  dy'  dx        dz  dz'  dx 

On  arriverait  encore  aux  équations  (4)  en  posant 

,ir\  dr  dz 

}5)  -=56'    '  =  3» 

et  en  diiTérentiant  les  équations(i)par  rapport  à  b.  11  suit 
de  là  que,  si  l'on  considère  u  et  v  comme  des  fonctions  in- 
connues de  x,  le  système  (4)  admettra  les  solutions  parti- 
culières (3)  et  (5).  Donc  ses  intégrales  générales  seront 

dy        ^dy 
dz         ndz 

À.  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 
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EXERCICES. 


1 .  Intégrer  les  deux  équations 

,dr  riz 

Solution  : 

Y~~  3  9         7      ^5*^+5       ' 

17  55      94  ,      4<?     *,      ^'     , 

3975  5 

2.  ~-h4*4-3j-=f, 


r/v 

—  -+-  2 x  -h  5  r  =  e\ 

fit  J 


Solution  : 
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CINQUANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES 

PARTIELLES. 

Des  différentes  espèces  d'intégrales.  —  Equations  qui  se  ramènent  aux 
équations  différentielles  ordinaires.  —  Équations  linéaires  du  premier 
ordre  a  deux  variables  indépendantes.  —  Cas  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes.  —  Équations  aux  différentielles 
totales.  —  Équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  non 
linéaires,  à  deux  variables  indépendantes. 


DES    DIFFÉRENTES    ESPÈCES    d'iNTÉGHALES. 

642.  On  nomme  équation  aux  dérivées  partielles 
d'ordre  p.  une  équation  qui  renferme  plusieurs  va- 
riables indépendantes,  xt,  x2,  ...,  xn  par  exemple, 
une  fonction  inconnue  z  de  ces  variables  et  une  ou 
plusieurs  des  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  #,, 
jt2,  ...,  xn  jusqu'à  Tordre  [x  inclusivement.  Comme 
pour  les  équations  différentielles  ordinaires,  il  est  pos- 
sible de  remonter  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
d'ordre  pi  à  d'autres  équations  qui  ne  renferment  plus 
que  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  jjl,  ou  même  qui  ne 
renferment  plus  que  x{ ,  #2,  .  • . ,  xn  et  z  ;  dans  ce  der- 
nier cas  on  a  une  intégrale  finie  de  l'équation  proposée. 

Si,  d'une  telle  intégrale,  on  tire  les  valeurs  de  z  et  de 
ses  dérivées  partielles  pour  les  substituer  dans  l'équation 
donnée,  celle-ci  doit  être  identiquement  satisfaite. 

643.  Une  équation  du  premier  ordre  ne  peut  natu- 
rellement avoir  que  des  intégrales  finies  de  la  forme 

(i)  F(a?„  xu  ...,xn,z)  =  o; 

cette  équation  est  appelée  intégrale  générale  de  l'équa- 

Stuhii.  —  Jn.,  II.  •  12 


I 

I1 
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tion  proposée  si  la  valeur  qu'elle  fournit  pour  z  peut, 
pour  une  certaine  valeur  $  attribuée  à  xKy  par  exemple, 
coïncider  avec  une  fonction,  choisie  comme  on  voudra, 
des  autres  variables  x^  #3,  . .  . ,  xu\  il  faut  évidemment 
pour  cela  qu'il  figure  une  fonction  arbitraire  dans 
l'équation  (1). 

Une  intégrale  particulière  est  une  intégrale  com- 
prise comme  cas  particulier  dans  l'intégrale  générale  ; 
une  intégrale  singulière  est  celle  qui,  tout  en  satisfai- 
sant à  l'équation  proposée,  ne  rentre  pas  dans  l'intégrale 
générale. 

Enfin  Lagrange  a  nommé  intégrale  complète  une 
intégrale  dans  laquelle  figurent  autant  de  constantes 
arbitraires  qu'il  y  a  de  variables  indépendantes  dans 
l'équation  proposée. 

ÉQUATIONS  QUI    SE    RAMENENT   AUX  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES. 

64t.  Nous  commencerons  par  le  cas  particulier  très 
simple  où  les  dérivées  partielles  renfermées  dans  l'équa- 
tion ne  sont  relatives  qu'à  une  seule  variable.  Il  faut 
alors  opérer  comme  si  l'on  avait  une  équation  différen- 
tielle ordinaire ,  mais  après  l'intégration  on  rempla- 
cera les  constantes  arbitraires  par  des  fonctions  arbi- 
traires des  autres  variables  indépendantes.  Soit,  par 
exemple, 

en  regardant^  comme  une  constante,  on  a, 

ii  =  xzy  -h  C, 

et  en  remplaçant  la  constante  C  par  une  fonction  arbi- 
traire de  v, 
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On  trouvera  de  même  que  l'intégrale  de  l'équation 

du 

xy  — — h  au  =  o 

est 

y*u*  =  tf(x), 

<?(.r)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  x. 

645.  Ce  procédé  peut  quelquefois  s'étendre  à  des  équa- 
tions où  entrent  des  dérivées  partielles  relatives  à  deux 
variables.  Soit,  par  exemple, 

.   v  d*u  du 

t>  du 

il»n  posant  —  =  p,  on  a 


dy  "*" 


ap  =  xy, 


équation  linéaire  du  premier  ordre  qui  donne 

(2)  p  rr  tr*ï     <p(.r)  h-  ar  / yeV  dy    1 

d'après  la  dernière  formule  du  n°  511,  où  la  constante 
arbitraire  C  est  remplacée  par  la  fonction  arbitraire  cp  (  r). 
Si  maintenant  ou  intègre  l'équation  (a)  par  rapport 
à  x,  on  aura 

«  =  e-*r  I  y{x)dx-{-  -  x*tf-a/  lyt^dy  -f-  ^ (7), 

^(.7)  désignant  une  fonction  arbitraire  dej^. 
Comme  d'ailleurs 


/ 


yt?rdy=z  —  {ay  —  i), 


aà 


et  que  fy[x)dx  peut  être  remplacé  par  une  fonction 
arbitraire  x(x)<  on  aura  définitivement 

12. 
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équations  linéaires  du  premier  ordre  a  deux 
variables  indépendantes. 

646.  Soit 

(I)  P/>  +  Q?  =  R 

une  équation  dans  laquelle  P,  Q  et  R  désignent  des 
fonctions  données  de  x,y  et  z\  p  et  q  les  dérivées  par- 
tielles -r-,  -j--  Il  s'agit  d'en  trouver  l'intégrale  générale 

(2)  F(x,  y,  40  =  o. 

Or,  nous  avons  vu,  n°  116,  qu'on  parvient  à  une  équa- 
tion telle  que  (1)  lorsque  deux  fonctions 

(3)  «=M/,4     6=/1(57,  y,  m), 
étant  liées  par  une  relation  quelconque 

ou,  plus  simplement, 

(4)  «  =  ?(6)i 

on  élimine  la  fonction  arbitraire  ty  ou  cp.  Dès  lors  il  est 
naturel  de  chercher  à  satisfaire  à  l'équation  (1)  par  une 
équation  de  la  forme  (4)^ 

647.  Supposons  donc  que  l'intégrale  de  l'équation 

(1)  P/»  +  Q?  =  R 

soit 

(2)  «  =  f(6)f 

a  et  6  étant  des  fonctions  inconnues  de  x,  y  et  z.  On 
tire  de  l'équation  (2) 

[d%      dz  ,.-    (dt>      dt    \ 

(3)  * 

}  \d*       d%  „eJdZ       d&    \ 
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Il  faut  qu'en  éliminant  p  et  q  entre  les  équations  (i) 
et  (3)  on  retombe  sur  une  équation  identique,  ou  qui 
devienne  identique  en  ayant  égard  à  l'équation  (2). 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (3)  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  P  et  Q,  on  aura 

p£-«$-(p^>S 

ou  bien,  en  ayant  égard  à  l'équation  (1), 

x ,  x        ^»  di       ~  daL       _^  d<z         ,.«.  /n  do       ^  do       _  do  \ 

Or,  ou  satisfera  identiquement  à  cette  équation,  quelle 
que  soit  la  fonction  <p,  en  choisissant  les  fonctions  a  et  6 
de  telle  sorte  que  l'on  ait 

_>  d%       ~  dot      n  dz 

(5)  ;  J 

ndè       -.do*       nd& 

p^+Q^-t-Rs=0- 

et  ces  conditions  seront  remplies  (629)  si  l'on  prend  pour 
a  et  6  les  fonctions  f(x,y,  z)jf\  {x^yt  5)>  ^h  égalées 
à  des  constantes,  donnent  les  intégrales  des  équations 
simultanées 

dx  __  dy  _  dr. 

"F  "~"'Q~  =  IT 

L'intégrale  (2),  ainsi  définie,  satisfait  à  la  condition 
caractéristique  des  intégrales  générales  :  c'est  de  don- 
ner pour  z  une  expression  qui  puisse  se  réduire  à  une 
fonction  donnée,  &(y),  de  y,  quand  on  attribue  à  x 
une  certaine  valeur  £.  On  doit  avoir 

«  =/[$,  y,  *tr)L        6  =/, [l  y,  w(y)]  ; 
si  on  élimine  y  entre  ces  deux  équations,  on  aura  un 
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résultat  de  la  forme 

a  =  *(g), 

d'où  on  conclut  la  forme  qu'on  doit  donner  à  la  fonc- 
tion arbitraire  <p  pour  satisfaire  à  la  condition  imposée. 

648.  D'ailleurs,  toute  intégrale 

(6)  F(a?,/,  *)  =  o 

de  l'équation  (i)  peut  être  mise  sous  la  forme  (2).  En 
effet,  on  tire  de  l'équation  (6) 

dx     dz9      *  ~       dy  '  dz  ' 

et  ces  valeurs  étant  portées  dans  l'équation  (1),  qu'elles 
doivent  rendre  identique,  puisque  F  =  o  est  une  inté- 
grale, on  aura 

P  *L  +.  0  —  -4-  R  —  =  o 

dx  dy  dz         ' 

d'où  l'on  conclut  (632)  que  F  est  une  fonction  de  a  et 
de  6.   Donc    l'équation  (6)   équivaut   à   une  relation, 
a  =  <p(ë),  entre  ces  deux  fonctions.  Il  résulte  de  là  que 
l'équation  (1)  n'a  pas  d'intégrale  singulière. 
On  arrive  donc  à  cette  conclusion  : 

Si 

/(*,?,  *)  =  «,    A(*>y,*)  ~* 

sont  deux  intégrales  du  système 

dx  _  dy  ^dz 

et  si  Von  pose 

r  intégrale  de  V  équation 
sera 

Œ=s<p(6), 

<p  désignant  une  fonction  arbitraire. 
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649.  Oq  satisferait  encore  à  l'équation  (4)  en  posant 


ou  bien 


^  doi       ^  dt        —^  dx  . ,  q  v 


Mais  la  première  de  ces  solutions  exigerait  que  <p(6) 
se  réduisît  à  une  constante  ;  on  aurait  alors  l'intégrale 

a  =  G; 

la  seconde  donnerait  6=  Gt  ;  ce  ne  sont  que  des  inté- 
grales particulières  comprises  dans  l'équation 

<|>(a,  6)  =  o. 

650.  On  doit  remarquer  que  l'intégrale  a  ==  s(6)  con- 
viendrait encore  aux  équations 

dont  l'intégration  dépend  du  même  système  d'équations 

simultanées 

dx  _dy  _dz 
"P  ~"Ç  ~"ÏÏ' 

651.  Exemples  : 

i°  #/> — yq  =  o. 

11  faut  chercher  les  intégrales  des  équations 

dx  dv      dz 

a:  "~        jr   ~~  o 

ces  intégrales  sont 

donc  l'équation  proposée  est  satisfaite  par 

z  =  ^(37), 
es  désignant  une  fonction  arbitraire. 


ï&f  COURS    D  ANALYSE. 

1°  px*  —  qxy  =  — y*. 

m 

Il  faut  intégrer  les  deux  équations 

dx  __       dy       dx  __       dz 
xl  xy       x%  yx 

La  première  revient  à 

dx  dy       ,,  ,     a 

« —  = —  j     d  ou     o  =  xy. 

x  y  J 

La  seconde  revient  à 

dx  _      x*  dz 
x*~        6*™ 
On  en  conclut 


d'où 


z  =  -  6237-3  -+-  a, 


a  =  z  —  - —  • 
Sx 


Donc  l'intégrale  cherchée  est 
cp  désignant  une  fonction  arbitraire. 

3°  p  —  q  =  o. 

Solution  :  z  -+-  <p(a?  -+-^). 

4°  py  —  qx  —  o. 

Solution  :  z  =  <p(a?2  -î-/'). 

cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables 

indépendantes. 

6o2.  La  méthode  suivie  dans  le  cas  de  deux  va- 
riables indépendantes  peut  aisément  se  généraliser. 
Soit  à  intégrer  l'équation 
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dans  laquelle  P0  P2,  ...,  P„,  R  sont  des  fonctions 
données  de  n  variables  indépendantes  xt,  #2>  . . . ,  xn, 
et  d'une  fonction  inconnue  z  de  ces  variables,  tandis 
que  pt, P21  '  -  •  >  Pn  désignent  les  dérivées  partielles 

dz         dz  dz 


>        ~3 » 


<ùci       dxt'  7     dxn 

L'équation  (i)  est  encore  linéaire,  du  moins  par  rap- 
port kpi7p27  .  .  .,/>«. 

653.  On  a  vu (n°  11 7) que  si  des  quantités  a <,aa, ...,  a„, 
fonctions  connues  de  x^  xt,  . . .,  xn  et  z,  sont  liées 
entre  elles  par  une  relation  quelconque 

ou,  plus  simplement, 

(a)  aj  =  cp(a„  a3,  ...,  an), 

et  si  on  élimine  la  fonction  arbitraire  à  ou  cp,  on  arrive 
à  une  équation  de  la  même  forme  que  l'équation  pro- 
posée. On  est  donc  conduit  à  chercher,  pour  cette  der- 
nière, une  intégrale  de  la  forme  (a),  en  choisissant 
convenablement  les  fonctions  a4,  a2,  . . . ,  a,2. 

On  tire  de  l'équation  (2),  en  la  difTérentiant  tour  à 
U  ur  par  rapport  à  xi}  x2f  .  •  • ,  xn, 

dx\      ^l  dz        dxt  \  dxi       ^x  dz  ] 

din  \  dx\      Pi  dz  J' 


d%\  doi\  __  do  /  dif  dx2\ 

dx^+Pn'dû  ~  d^t  \dx~n~hpn~dz~)  ~*~-" 


do  l  d%n  dz 


x„  \dxn 


+  -jnr\zrzr+P* 


n 


doL„  V  dxn      r    dz 


Si    nous   ajoutons  ces   égalités  membre  à  membre, 
après  avoir  multiplié  la  première  par  P,,  . . .,  la  der- 
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nière  par  P„,  il  vient 

-  V    ^    \P      d*'    -*-  4-P      ^ 


(Pl/>i+...+  P»/>n)^J 


Mais  si  l'équation  (a)  est  une  intégrale  de  l'équation 
proposée,  P</?<  +.  .  . +  Pw/>«  sera  identiquement  égal 
à  R,  et  Ton  aura 

P    —  +...+  P     -^i-H-R^i 

1  dx\       "'         n  dxn  dz 

<3>  '     s-V-»/,1*+...+,.*+,*). 


~  2ddïi 


i  =  2 


Cette  équation  sera  vérifiée  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion cp,  si  l'on  choisit  les  a  de  manière  que  l'on  ait, 
pour  k  —  i,  2,  3,  ...,/?, 

(  i\  P     d%k '  _u  P     drtk  -U         -i-  P      rfa*    -u  R  rf**  —  A- 

or,  il  résulte  des  calculs  faits  au  n°  629  qu'il  suffit  de 
prendre  pour  ctif  a2,  ...,  aLn  des  fonctions  de  xif  x2,  . .., 
x,n  z  telles  que  les  équations  simultanées 

.  «  dx\  __  dxi  dxR  dz 

()  TT""^  ="  =  p7  "  R" 

aient  pour  intégrales 

On  est  donc  ramené  à  trouver  les  intégrales  du  sys- 
tème (5)  ;  si  Ton  y  parvient,  on  aura  l'intégrale  de 
l'équation  proposée  sous  la  forme  (a)  ;  d'ailleurs,  la 
valeur  de  z  qu'on  en  déduirait  pourra,  à  cause  de  l'in- 
détermination de  la  fonction  <p,  coïncider,  pour  xx  =  $, 
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avec  telle  fonction  que  Ton  voudra  de  x2,  x3,  •  - . ,  xn  ; 
ce  sera  donc  l'intégrale  générale. 

On  démontrerait  encore,  par  un  calcul  analogue  à 
celui  du  n°  6-48,  qu'une  intégrale  quelconque  de  l'équa- 
tion (1)  doit  être  comprise  dans  la  forme  (2),  oc4,  a2, 

a„  étant  toujours  déterminées  comme  il  a  été  dit  tout 
à  l'heure. 

654.  On  pourrait  satisfaire  à  l'équation  (3)  en  sup- 
posant que  l'équation  (4)  fût  seulement  vérifiée  par 
quelques-unes  des  fonctions  a,  les  dérivées  partielles 
de  cp  par  rapport  aux  autres  a  étant  nulles  ;  il  est  clair 
qu'on  arriverait  alors  à  des  intégrales  particulières. 

On  peut  voir  aussi,  comme  au  n°  650,  que  l'inté- 
grale trouvée  conviendrait  à  chacune  des  n  équations 
dont  le  type  serait 

t>   dx§  jy        dxi        _>         dxt 

*i  -77-  -'-...  -+-  ri-i  -, h  r/4-t  -7- h . . . 

dxj^  dxL  _ 

^  Vn  dxn  +  K  dz   ~  P/' 

Xi  étant  fonction  de  xt,  Xi,  . . .,  #*_«,  Xi+i,  . . . ,  xn 
et  z» 

655.  Exemple  : 

du  du         du 

a)  x-ï--i-Y--r-{-z-T-  =  mu. 

dx      *  dy  dz 

11  faut  d'abord  intégrer  le  système 

dx      dy      dz       du 


on  en  déduit 


x       y         z        mu 


y  z        ,        u 

X  XX 


c»     ~~c  ?     z^i  —  c  » 


et,  par  suite, 


I Y    z\ 
u  =  xm  ©  ■  - • 


4  \x    x ] 
c'est-à-dire  que  u  est  une  fonction  homogène  du  degré  m 
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des  variables  x,  y,  z.  L'équation  (i)  exprime,  en  effet, 
une  propriété  connue  des  fonctions  homogènes  (I,  178). 

ÉQUATIONS   AUX   DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 

656.  L'étude  des  équations  non  linéaires  aux  déri- 
vées partielles  nous  amènera  à  considérer  des  équations 
de  la  forme 

( i )  X dx  -+-  Y dy  +  Zrfs  =  o, 

dans  lesquelles  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  données  de 
x,y,  z\  ces  trois  dernières  variables  étant  assujetties  à 
une  seule  condition,  on  peut  regarder  deux  d'entre 
elles,  x  et  y  par  exemple,  comme  indépendantes,  z 
étant  fonction  des  deux  autres  :  alors  dz  est  la  diffé- 
rentielle totale  de  z  correspondant  aux  accroissements 
dx  et  dy  des  deux  variables  indépendantes. 

On  voit  tout  de  suite,  en  raisonnant  comme  au 
n°  530,  que  l'expression  de  z  en  fonction  de  x  et  de  y 
doit  nécessairement  dépendre  d'une  constante  arbi- 
traire ;  car  donnons-nous  la  valeur  z0  de  z  pour  x  =  x0 
et  y  =yo  5  l'équation  (i)  nous  donne  les  accroissements 
dz  que  z0  doit  subir  quand  on  passe  des  valeurs  x0,  y0 
des  variables  indépendantes  à  d'autres  valeurs  qui  se 
succèdent  par  degrés  infiniment  petits  ;  la  valeur  géné- 
rale de  z  dépend  donc  de  sa  valeur  arbitrairement 
choisie  au  point  de  départ. 

Toutefois,  on  n'est  plus  certain  de  former  de  la  sorte 
une  fonction  bien  déterminée  de  x  et  dey  :  il  pourrait 
arriver  qu'en  faisant  croître  ces  variables  de  x0  à  x,  et 
dey0  à/l}  on  obtînt  pour  z  une  valeur  qui  dépendît 
de  la  loi  des  accroissements  simultanés  de  x  et  de  y,  et 
fût  absolument  indéterminée.  Et  précisément,  nous 
allons  voir  que  l'équation  (î)  ne  peut  donner  pour  z 
une  valeur  fonction  de  x  et  de  y,  dans  le  sens  ordinaire 
de  ce  mot,  que  si  une  certaine  condition  est  remplie. 
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Si  nous  posons 

X  Y 

(2)  p=-z'     Q^-r 

nous  tirerons  de  l'équation  (i) 

dz  =  Pdx  +  Qdy; 
on  a  donc 

dz  .  dz 

mais,  d'après  une  propriété  générale  des  fonctions  de 
plusieurs  variables,  on  doit  avoir 

d   dz  __    d  dz 
dy  dx  ~~  dx  dy 

Pour  calculer  ces  dérivées  secondes,  il  faut  remarquer 
que  P  et  Q  contiennent  non  seulement  x  et  y  mais 
encore  z  qui  est  fonction  de  Tune  et  de  l'autre  ;  la  con- 
dition devient,  eu  égard  au*  équations  (3), 

{i)  dy^^dz        dx^     dz' 

effectuons  les  différentiations  en  remplaçant  P  et  Q  par 
leurs  valeurs  (2)  :  on  peut  tout  multiplier  par  Z2,  et  il 
vient,  après  de  simples  réductions, 

\dz        dy)  \dx       dz  )  \  dy        dx]~~ 

Nous  avons  dit  que  pour  des  valeurs  quelconques  de 
x  et  y  on  peut  se  donner  arbitrairement  z  ;  l'équation 
(5)  doit  être  vérifiée  pour  un  système  quelconque  de 
valeurs  de  x,y,  z  ;  elle  doit  donc  être  une  identité. 

657.  La  condition  (4)  ou  (5),  nécessaire  pour  l'exis- 
tence de  la  fonction  cherchée  z7  est  aussi  suffisante  : 
nous  le  reconnaîtrons  en  apprenant  à  déterminer  z.  Il 
faut  et  il  suffit  que  cette  inconnue  satisfasse  aux  deux 
équations  (3)  :  considérons  d'abord  l'une  d'elles,  par 
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exemple 

puisque  l'équation  ne  contient  pas  de  dérivée  relative 
à  y,  on  peut  (64i)  l'intégrer  comme  une  équation  dif- 
férentielle ordinaire,  en  traitant  y  comme  une  con- 
stante, à  la  condition  de  remplacer  la  constante  d'inté- 
gration par  une  fonction  quelconque,  a,  de  y.  Soit  donc 

(7)  *  =  F(*>.r>Œ) 

l'intégrale  de  l'équation  (6)  :  je  la  suppose  résolue  par 
rapport  à  z  pour  abréger  l'écriture  dans  l'analyse  ac- 
tuelle ;  mais  dans  la  pratique  on  la  prendra  sous  la 
forme  où  elle  se  présente.  Nous  devons  déterminer  a  de 
manière  que  la  seconde  condition  (3)  soit  satisfaite, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

O  -  —       dFd* 
dy  ~TT  da  dy9 
d'où 

.Q,  dOL         /  d¥\     dF 

(8)  dy-{^d^):di' 

Le  premier  membre  est  fonction  de  y  seul;  le  second 
membre,  quand  on  aura  remplacé  z  par  sa  valeur  (7), 
devra  être  indépendant  de  x  ;  en  égalant  à  zéro  sa  dé- 
rivée relative  à  x,  on  trouve 


( 


dQ       p</Q         d*F  \  dF       /         dF\    d*F    _ 
dx  dz        dx  dy  /  d%       \  dy)  dx  dx  ~    ' 


ou,  en   ayant  égard   à  l'équation  (8)   et  divisant  par 

àF         .     ,     t  . 

-j-  9  qui  n  est  pas  nul, 

c?Q  </Q  _    d*F  d*F    d<z  _ 

dx    '       dz        dx  dy        dx  da  dy  ~~ 

Mais,  l'équation  (7)  étant  l'intégrale  de  (6),  on  a  iden- 
tiquement 

p      dF 

P -j-  =  o. 

dx 
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l^a  dérivée  du  premier  membre  de  celte  identité  par 
rapport  ky  est  nulle  : 

d?_       QdP         d*F  d*F     dz  _ 

dy  dz       dx  dy       dx  d%  dy  ~~ 

Si  l'équation  (4)  est  satisfaite,  cette  identité  prouve 
que  l'équation  (9)  est  aussi  identiquement  satisfaite. 
L'équation  (8)  est  alors  une  équation  différentielle  or- 
dinaire entre  a  ety,  z  étant  remplacé  par  sa  valeur  (7); 
on  peut  en  trouver  l'intégrale,  qui  contient  une  con- 
stante arbitraire  G,  et  il  suffit  d'éliminer  a  entre  cette 
intégrale  et  l'équation  (7)  pour  avoir  la  relation  cher- 
chée entre  x,  y,  z  et  G. 

On  aurait  pu  partir  de  la  seconde  des  équations  (3), 
ou  même  prendre  z  avec  x  ou  y  pour  les  variables  indé- 
pendantes. Dans  tous  les  cas,  il  faut  d'abord  intégrer 
l'équation  à  laquelle  se  réduit  la  proposée  quand  on 
suppose  constant  x,y  ou  z;  on  fera  le  choix  qui  doit 
rendre  cette  première  intégration  la  plus  facile. 

658.  Quand  la  fonction  z  existe,  ou  quand  l'équa- 
tion proposée  est  intégrable,  on  peut  supposer  l'inté- 
grale résolue  par  rapport  à  la  constante  qui  y  figure  : 


on  en  tire 


dv    ,         rf©    .         dv   . 

-~  dx  -\ — î-  dy  -\ — r*-  dx  =  o  ; 

dx  dy   '        dz 

pour  que  cette  équation  et  la  proposée  soient  satisfaites 
par  les  mêmes  valeurs  de  dx,  dy,  dz,  il  faut  qu'on 
ait 

2*  —  ïi  —  ïk- 

X  ~   Y  ~   Z' 

ces  relations,  devant  avoir  lieu  pour  un  système  quel- 
conque de  valeurs  x0,y0,  z0,  sont  des  identités  :  si  Ton 
appelle  jjl  la  valeur   commune  des  fractions,  on   aura 
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identiquement 

^  dx'  p  dy9  *         dz' 

il  existe  donc  au  moins  un  facteur  p.,  fonction  de  x,y,  z, 
par  lequel  il  suffit  de  multiplier  X  dx  H-  Y  dy  4-  Z  rfs 
pour  Je  rendre  différentielle  exacte. 

Si  Ton  ne  connaît  pas  l'intégrale  de  l'équation  (1),  la 
recherche  régulière  du  facteur  d'intégrabilité  p.  est  dif- 
ficile; mais  il  est  bon  de  regarder  si  on  ne  l'aperçoit  pas 
immédiatement,  comme  cela  arrive  dans  les  cas  simples  ; 
on  en  déduirait  l'intégrale  avec  une  extrême  facilité. 

659.  Exemple.  —  Soit  l'équation 
(1)  yzdx —  xzdy  —  (x*-+-y*)dz  =  o. 

L'équation  de  condition  (5)  est  ici 

yz(—  x~h  iy)  —  xz( —  2X — y)  —  (x*-hy*)(z  -h  z)  =  o  : 

elle  est  identiquement  satisfaite.  Gomme  c'est  z  qu'il 
faut  supposer  constant  pour  simplifier  le  plus  possible 
l'équation  (1),  je  prends  y  et  z  comme  variables  indé- 
pendantes. On  doit  avoir 

dx       x  dx      a** -4-  v* 

—  » 


dy       y  dz  yz      ' 

la  première  condition  donne  x  =  ay,  a  étant  une  fonc- 
tion de  z;  la  seconde  condition  devient  alors 

d.r  _      dz  __  y*(i  -4-  a*)  # 
dz  ~~*  dz  ~~        yz 

elle  se  réduit  à  une  équation  entre  a  et  z,  soit 

dz        t  -4-  a*  di  dz 

dz  ~~~      z  1  -t-  a2  ""   z  ' 

d'où 

1.  z  =  arc  tan  g  a  -+-  C, 

x 
ou,  en  remplaçant  a  par  -> 


\.z  =  arctang-  -f-  C. 

y 
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Il  était  facile  de  voir  a  priori  que  le  premier  membre 
de  l'équation  (i)  devient  une  différentielle  exacte  si  on 

le  multiplie  par  — - —  ;  on  en  aurait  immédiatement 

conclu  l'intégrale. 

ÉQUATIONS  AUX   DÉRIVÉES   PARTIELLES    DU   PREMIER  ORDRE, 
NON  LINÉAIRES,   A  DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 

660.  Parmi  les  équations  non  linéaires  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  nous  considérerons  seule- 
ment celles  qui  ne  renferment  que  deux  variables  indé- 
pendantes :  on  peut  les  regarder  comme  définissant  une 
infinité  de  surfaces,  et  cette  interprétation  géométrique 
leur  donne  un  intérêt  particulier;  mais  surtout  on  peut 
les  intégrer  par  une  méthode  très  simple,  qui  ne  se  gé- 
néralise pas  sans  complication.  Soit 

l'équation  qu'il  s'agit  d'intégrer.  Si  l'on  connaissait,  en 
fonction  de  x,  y  et*,  les  dérivées  partielles p  et q  qu'on 
peut  déduire  d'une  intégrale  de  l'équation  proposée,  on 
aurait  la  différentielle  totale  dz  sous  la  forme 

(i)  dz  =  Vdx-hQdy, 

et  l'on  retrouverait  z  en  intégrant  une  équation  aux 
différentielles  totales  (657),  ou  une  différentielle  à  deux 
variables  (498),  selon  que  P  et  Q  contiendraient  ou  ne 
contiendraient  pas  z. 

Les  valeurs  de  p  et  de  q  doivent  satisfaire  identique- 
ment à  l'équation  (î)  et  de  plus  à  la  relation  générale 

K3)  dy       dx 

Proposons-nous  de  former  une  équation 

(4)  <?(*,  y,  *,  p>  q)  =  o 

qui,  associée  à  l'équation  (î),  donne  pour/?  et  q  des  va- 

Stcrm.  —  An. y  II.  *3 
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leurs  remplissant  la  dernière  condition.  Différentions  les 

équations  (i)  et  (4)  par  rapport  à  x9  puis  k  y  :  on  aura 

d-r-pTz  +  irpTx  +  TqTx-0'        dx+----°' 

dl+qdi+dfdP+dtdJL=0  *U...=  0. 

Éliminant  ~  entre  les   deux   premières   équations,  -j- 
entre  les  deux  dernières,  nous  aurons 

iL^s.  _^  f*?         (W  dl-.dld±\ 

dp  dx       dx  dp       "  \dp  dz       dz  dp) 

~"  \dq  dp        dp  dq)  dx' 

(  y  dq        dq  dy        ^  \dz  dq        dq  dz) 

=  (4L   *$.  __Q  *5\*P% 
\  dq  dp        dp  dq  )  dy 

Pour  que  l'équation  (3)  soit  satisfaite,  il  faut  que  les 
seconds  membres  des  équations  précédentes  soient 
égaux 5  c'est  d'ailleurs  suffisant,  parce  que  le  binôme 

df  do       df  do  ■.  a.       ■  i        •  .       i 

-y-  -r-  —  -y-  ~-  ne  saurait  elre  identiquement  nul  sans  que 

dp  dq       dq  dp  *  n 

les  équations  (i)  et  (4)  donnent  pour  p  et  q  des  valeurs 
indéterminées. 

L'équation  à  laquelle  cp  doit  satisfaire  s'obtient  en 
égalant  les  premiers  membres  des  dernières  équations, 
et  peut  s'écrire 


(5)     < 


)  dp  dx        dq  dy  ~^  \     dp  dq  )  dz 

i  (df+df\d*       (df  +adf\df*-o- 

[       ^\di^Pdz)Tp~\^^qd-z)d^-  °' 


toute  solution  de  cette  équation  permettra  de  déter- 
miner des  valeurs  convenables  pour  p  et  qy  de  former 
Téquation  (2)  et  d'en  déduire  une  intégrale,  plus  ou 
moins  générale,  de  l'équation  proposée. 
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D'après  ce  qui  a  été  établi,  d'une  manière  générale, 
au  n°629,  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  (5) 
sera  satisfaite  si  Ton  prend  pour  <p  une  intégrale  quel- 
conque, a  désignant  une  constante, 


a  —  a  =  o 


du  système  d'é  juations  simultanées 

(6; 


dx       dy 

dz                      —  dp                 —  dq 

dp       dq 

~      df         df  ~~  df          df  "~  df          df 
*  dp       ^  dq        dx      *  dz       dy       *  dz 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  l'intégrale  soit  résolue  par 
rapport  à  la  constante  arbitraire,  et  on  peut  la  prendre 
sous  la  forme 

*(*>  y,  *,  P>  <l,  «)  =  °; 

cette  équation,  jointe  à  l'équation  (i)  permettra  de  dé- 
terminer £>  et  q  en  fonction  de  #,  y,  z,  a,  et  de  former 
l'équation  (2);  la  condition  de  son  intégrabilité  est  na- 
turellement satisfaite,  et  l'on  pourra  trouver  son  inté- 
grale, renfermant  une  nouvelle  constante  arbitraire  6, 

(7)  F(*-  J,  z,  a,  b)  =  o, 

qui  est  en  même  temps  une  intégrale  de  l'équation 
proposée  :  ce  n'est  qu'une  intégrale  complète  (643), 
mais  il  est  bien  facile  d'en  déduire  l'intégrale  générale. 

661.  Si  nous  différentions  l'jquation  (7)  par  rapport 
à  x  et  à  y,  nous  aurons 

d¥  dF  d¥  dV 

dr       ■   dz  dy       I  dz 

Puisque  l'équation  proposée  admet  pour  intégrale  l'é- 
quation (7),  elle  doit  être  satisfaite  identiquement, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes  a  et  &, 
quand  on  y  remplace  z,  p  et  q  par  leurs  valeurs  fournies 
par  les  équations  (7)  et  (8). 

Cela  posé,. imaginons  que  dans  l'équation  (7)  ncu> 
remplacions  a  par  une  fonction  a  de  x,  y  et  z  et  que 

i3. 
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nous  posions  b  =  ^(a),  ty  désignant  une  fonction  quel- 
conque. On  peut  choisir  a  de  manière  que  l'équation 

(7  bis)  F[x,  y,  z,  a,  $(%)]  =  o 

soit  encore  une  intégrale  de  la  proposée.  A  cet  effet,  je 
la  différentie  par  rapport  à  x  et  à  y,  ce  qui  donne 


(8  bis) 


dF_ 
dx 


dF       [dF       d¥  l#/    ,1/rfa  d%\ 

]  dF  dF       [dF       dF.t,/\/d%  d%\ 


Les  équations  (7  6w)  et  (8  6/5)  donnent  maintenant 
z,  p  et  q\  mais  si  Ton  choisit  a   de  manière  que  Ton 
ait 
/   \  dF       dF 

les  valeurs  de  z,  p  et  q  ne  diffèrent  que  par  le  change- 
ment de  a  en  a,  de  b  en  »|,  de  celles  que  donnaient  les 
équations  (7)  et  (8);  elles  satisfont  identiquement  à 
l'équation  (1).  L'équation  (7  bis),  dans  laquelle  a  serait 
remplacé  par  sa  valeur  en  x,y,  z  tirée  de  l'équation  (9), 
est  donc  une  intégrale  de  la  proposée;  d'ailleurs,  comme 
on  ne  peut  résoudre  l'équation  (9)  si  l'on  ne  particu- 
larise pas  la  fonction  <j>,  on  conservera  le  système  des 
deux  équations  (j  bis)  et  (9)  pour  représenter  l'inté- 
grale obtenue.  J'ajoute  que  c'est  l'intégrale  générale  : 
car  si  l'on  veut  avoir  z  =  &(jy)  pour  x  =  Ç,  il  faudra 
qu'on  ait  en  même  temps 

dF       dF 

F[Ê,.T,i*(<r),»i<K«)]  =  o,         ^  +  —,}/(*)  =  0; 

l'élimination  de  jk,  qui  est  possible,  conduit  à  une  équa- 
tion en  a,  <{>(a)  et  <|/(a),  propre  à  déterminer  la  forme 
de  la  fonction  ty. 

L'intégrale  complète  conduit  aussi   à  une  intégrale 
singulière  :  remplaçons  a  et  b  par  des  fonctions  a,  j3  de 
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#,  y,  z  déterminées  par  les  deux  équations 

dV  d? 

(lo)  ^=°'         5?=0Î 

les  valeurs  de  s,  p  et  q  tirées  de  l'équation 

(7  ter)  F(or,  7,  45,  a,  P)  =  o 

auront  la  même  forme  que  les  valeurs  tirées  de  (7); 
l'équation  (7  ter)  associée  aux  équations  (10)  est  donc 
encore  une  intégrale  de  l'équation  proposée. 

Au  point  de  vue  géométrique,  l'intégrale  complète  (7) 
définit  un  réseau  de  surfaces  dont  l'enveloppe  (283)  est 
représentée  par  l'intégrale  singulière.  Si  l'on  pose 
a  =  <!>(#),  l'équation  (7)  ne  représente  plus  qu'un  fais- 
ceau de  surfaces  dont  l'enveloppe  (282)  est  définie  par 
l'intégrale  générale. 

On  pourra  reconnaître  que  la  méthode  qui  nous  a 
permis  de  passer  d'une  intégrale  complète  à  l'intégrale 
générale  s'applique  sans  difficulté  au  cas  de  n  variables 
indépendantes.  Soit 

l'intégrale  complète  donnée  :  on  regarde  une  des  con- 
stantes, a„  par  exemple,  comme  fonction  des  n —  1 
autres,  et  l'intégrale  générale  est  le  résultat  de  l'élimi- 
nation de  <7{,  a2,  ...,  an_K  entre  l'équation  (n)  et  ses, 
dérivées  relatives  aux  paramètres  al}  a2,  ...,  an_K. 

662.  Exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

(  1  )  mpq  —  -3  =  0. 

m  étant  une  constante.  Les  équations  (6)  dun°660scnl  ici 

(6  bU)  Ûl  =  ÈL  =  JL-  =  *E  =  d-l; 

v  mq        mp        2  mpq        p  q 

en  égalant  la  première  et  la  deuxième  fraction,  on  trouve 
l'intégrale 

x  — •  a 


j 
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l'équation  (1)  donne  alors  p  = ,  et  Ton  a 

,  z  dx        x  —  a   , 

dz  = 1 av. 

x  —  a  m       J 

En  divisant  par  x  —  a,  et  faisant  tout  passer  dans  le 
premier  membre,  on  a 

(x  —  a)dz  —  z  dx       dy 

{x  —  a)*  m   ~~ 

On  a  deux  différentielles  exactes  dont  l'intégration  donne 

z  y  b 

—  =  —  — ,     mz  =  (a?  —  a)(y  —  b). 


x  —  a       m  m 

L'intégrale  complète  représente  un  paraboloïde  hy- 
perbolique dont  le  sommet  S  a  pour  coordonnées 

x  =  at     y  =  6,      z  =  o. 

L'intégrale  générale,  définie  par  les  deux  équations 

(a)     mz  =  (x  —  a)[y  —  <?(«)].     7  —  <p(a)  -+-  (x  —  a)y'(a)  =  o 

représente  l'enveloppe  des  paraboloïdes  en  supposant 
que  leurs  sommets  S  parcourent  une  courbe  C  définie  par 
les  équations 

Nous  allons  voir  qu'on  peut  déterminer  ©  de  telle 
sorte  que,  pour  x  =  m,  c  soit  une  fonction  donnée  de  y, 
par  exemple  z  =y.  Les  équations  (2)  donnent 

my  =  (m  —  a)[y-  <?(a)],     7  — <p(a) -+- (m  —  a)cp'(aj  =  o; 

si  l'on  élimine  j',  il  vient 

/n<p(a)  =  a(m  — a)<p  (a),     -*-£—-'  =  _ .  =  _  H ; 

l'intégration  par  rapport  à  a  est  facile,  et  en  désignant 
par  c  une  constante,  on  trouve 

cet 

I.cp(a)  =  \a  —  \(m  —  a)  ■+-  le,       <p(a)  = 


m  —  a* 


on  voit  que  le  lieu  c  de  S  est  alors  une  hyperbole. 
Si  l'on  élimine  a  et  b  entre  l'équation  d'un  des  para- 


CINQUANTE    ET    UNIÈME    LEÇON.  IQ9 

boloïdes  et  ses  dérivées  relatives  à  a  et  à  b,  on  trouve 
z=  o  pour  l'intégrale  singulière. 

On  aurait  pu  partir  d'une  intégrale  des  équations 
(6  bis)  autre  que  celle  dent  je  me  suis  servi  ;  le  lecteur 
pourra  reconnaître  qu'on  arrive  à  une  intégrale  générale 
équivalente  à  celle  que  nous  avons  obtenue. 

EXERCICES. 

1.  Intégrer  l'équation  aux  différentielles  partielles 


Solution  :  "— — 


-*m 


z 

2.  Déterminer  une  surface  telle,  que  le  plan  tangent  mené  par 
un  point  quelconque M  rencontre  une  droite  donnée  de  position  en 
un  point  qui  soit  également  distant  du  point  M  de  la  surface  et  d'un 
point  fixe  pris  sur  la  droite  donnée. 

Solution  :  Prenant  le  point  fixe  pour  origine  et  la  droite  donnée 
pour  axe  des  s,  l'équation  de  la  surface  est 

xl  -hf*  -h  z*  =  xo  (  -  ) , 

<p  désignant  une  fonction  arbitraire 

3.  Déterminer  une  surface  telle,  que  le  plan  tangent  mené  par 
un  point  quelconque  M  rencontre  une  droite  donnée  de  position  en 
un  point  dont  la  distance  à  un  point  fixe  pris  sur  cette  droite  soit 
égale  à  la  distance  de  ce  point  fixe  au  point  M  de  la  surface» 

Solution  :  Mômes  axes  : 

z  -h  /.r2  +/*  +  3»  =  (p(- 

4.  Intégrer  l'équation 

(jr*-+-jrz)dx-±-  (z*-hxz)df  -M/*—  xjr)dz  =  o. 
Solution  :  xf  -t-j-z  =  C(r  -+-  z  ). 

5.  Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(/>*-+-  q*)x—pz  =  o. 
Solution  :  On  peut  trouver  l'intégrale  complète 

z1  =  a* x*  ■+■  (ay  -+-  b)1. 
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APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  ÉQUATIONS  AUX 

DÉRIVÉES  PARTIELLES. 

Surfaces  cylindriques,  —  coniques,  —  conofdes.  —  Surfaces  de  révolu* 
tion.  —  Ligues  de  niveau,  —  de  plus  grande  pente. 


ton  '*// 


Wl 


SURFACES    CYLINDRIQUES. 

663.  On  appelle  surface  cylindrique  toute  surface 
engendrée  par  une  droite  indéfinie  MN  qui  se  meut  pa- 
rallèlement à  une  droite  donnée  OD,  en  s1  appuyant  con- 
stamment sur  une  courbe  donnée  ÀB,  nommée  directrice. 

Soient 

les  équations  de  la  génératrice  MN  :  a  et  b  sont  des  coeffi- 
cients constants  qui  expriment  que  MN  est  toujours  parai - 
Fîg.  Il3«  lèle  à  ODj  a  et  6  désignent  des 

paramètres  variables  avec  la  po- 
sition de  la  génératrice.  Soient 

F  (x,r,  z)  =  o, 

M*f  J»  *)  =  o, 

les  équations  de  la  directrice  AB. 

On  exprimera  que  cette  courbe 
et  la  génératrice  se  rencontrent,  en  éliminant  x,  y  et  z 
entre  les  équations  (i)  et  (a).  Si 

(3)  ?(a,  61  =  o 

est  le  résultat  de  cette  élimination,  il  faudra,  pour  avoir 
l'équation  de  la  surface  cylindrique,  éliminer  a  et  6  entre 
les  équations  (i)  et  (3),  ce  qui  donne 


W 
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OU 

(4)  y  —  bz  =  *(x  —  az), 

4>  désignant  une  fonction  quelconque.  C'est  l'équation 
la  plus  générale,  en  quantités  finies,  des  surfaces  cylin-  • 
trique 

Réciproquement,  toute  surface  dont  l'équation  a  la 
forme  (4)  est  cylindrique,  car  cette  surface  contient  le9 
droites  parallèles  qui  ont  pour  équations 

x  —  az  =  a , 

y  —  bz  =  6  , 

les  constantes  a  et  S  satisfaisant  à  l'équation  S  =  $(«). 

664.  Pour  avoir  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  cylindriques,  on  difTérentiera  l'équation  (4), 
tour  à  tour  par  rapport  à  x  et  à  y  :  en  posant 

^  ~~~  dx  '     ^  ~"  dy  ' 
on  a 

—  bp  =  4>'(;r  —  a^)(i  —  a/)), 

i  —  6£  =  —  4>'(j7  —  <xs)  x  aq, 
d'où  résulte,  en  éliminant  ty\x  —  az) , 

(5)  ap  +  bq  =  \,  U^uf^^^^.ft-^^ 

équation  générale,  auxdérivées  partielles  T  des  surfaces  *      "'* 

cylindriques. 

665.  Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  à 
la  surface  est  toujours  parallèle  aux  génératrices. 

En  effet,  le  plan  tangent  mené  par  un  point  quel- 
conque (x<,y,  z)  de  la  surface  a  pour  équation 

et  la  condition  pour  que  ce  plan  soit  parallèle  à  la  droite 

X  =  aZ,      Y  =  bZ. 
est,  comme  l'on  sait, 

ap-*r  bq  =i. 


202  COURS    D'ANALYSE, 

666.  Pour  intégrer  l'équation,  aux  dérivées  partielles, 
des  surfaces  cylindriques, 

ap  -t-  bq  =  i , 
il  faut  d'abord  (648)  intégrer  le  système 

d.r        dy 

T  =  T  =  A» 

ce  qui  donne 

x  —  azz=zc,      y —  bz-=.c*\ 

par  conséquent,  l'équation  ç  ( x  —  azy  y  —  bz)  =  o,  ou 

y  —  bz  =  <ï>  {x  —  az) , 
est  F  intégrale  cherchée. 

667.  La  fonction  arbitraire  4>,  qui  entre  dans  Pinté- 
grale  générale,  peut  être  déterminée  par  diverses  condi- 
tions. 

Si,  par  exemple,  on  veut  que  la  surface  cylindrique 
passe  par  une  courbe  donnée 

(j)  F(jt,  y,z)  =  o9      Ft(x,  y,  z)=o, 

on  posera 

(2)  x  —  az  =  a,      y  —  £z  =  6. 

Les  équations  (1)  et  (2)  doivent  être  satisfaites  par  les 
mêmes  valeurs  de  x, yy  z,  pour  que  tous  les  points  de  la 
courbe  soient  sur  la  surface.  En  éliminant  x,  y.  z  entre 
oes  quatre  équations,  on  trouvera  une  relation  telle  que 
<f  (a,  6)  =  o ,  d'où  6  =  <J>  (a)  -,  on  aura  donc  par  ce  calcul 
la  forme  particulière  de  la  fonction  4>. 

668.  Si  la  surface  cylindrique  doit  être  circonscrite  à 
une  surface  donnée 

(0  ¥(xfy,*)  =  of 

on  commencera  par  déterminer  la  courbe  de  contact,  ce 
qui  ramènera  le  nouveau  problème  au  précédent.  Or, 
l'équation  (1)  est  déjà  une  des  équations  de  celte  courbe. 
On  obtiendra  une  seconde  équation  en  exprimant  que  la 
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surface  donnée  et  le  cylindre  ont  le  même  plan  tangent  en 
chaque  point  de  cette  courbe. 

Le  plan  tangent  à  la  surface  (j)  a  pour  équation 

_(X-*)  +  _(Y-,)  +  -(Z-,)=o. 

L'équation  du  plan  tangent  au  cylindre  est 

Z  —  z  =  />(X  —  a:) -+- y  (Y  —  y)i 

on  aura  donc 


dF 


dF 


dx 
dï' 

n-        dY 

dz 

dz 

En  ponant  ces  valeurs  dans  l'équation 

ap  -i-  bç  =:lf 

on  aura 


dF        .  dF       dF 

a—  +  £  —  4-  —  =  o. 
dx  dy         dz 


Les  équatious  (i)  et  (a)  déterminent  complètement  la 
courbe  de  contact. 


(0 


K 


SURFACES    CONIQUES. 

669.    On  appelle  surface  conique  une  surface  engen-     ft**^,  t^ff^'^^JJ 
drée  par  une  droite  indéfinie  KN  qui  passe  par  un  point      ti  .  //-/> 
Y\?%.  n4.  fixe  K,  et  rencontre  constam-    " 

ment  une  courbe  donnée  ÀNB, 
nommée  directrice . 

Soient  a,  &,  c  les  coordon- 
nées du  point  K.    La  généra- 
j~        trice  KN  sera  représentée,  dans 
une  de  ses  positions,   par  les 
équations 

.r  —  a  =  a  (z  —  c), 

y  —  b  =  Z[z  —  c), 


>>^ 


N 
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«  el  6  étant  deux  paramètres  qui  varient  avec  la  position 
de  la  génératrice.  Pour  exprimer  que  cette  droite  ren- 
contre la  courbe  AB,  on  éliminera  x,  y  et  z  entre  les 
équations  (i)  et  les  équations 

(2)  F(jt,  J,  z)  =  0,      Yï(x,yyz)=o, 

qui  représentent  la  directrice  ANB.  On  obtiendra  ainsi 
une  relation 

(3)  <p(a,  «)  =  ©; 

en  éliminant  ensuite  a  et  6  entre  les  équations  (1)  et  (3), 

(x  —  a    y  —  h  \ 
»  •-— —  J  =  o ,  ou 


fa**** 


équation  générale,  en  quantités  finies,  des  surfaces  co- 
niques. 

670.  L'équation  (4),  différentiée  successivement  par 
rapport  à  x  et  à  y,  donne 

—  (r—  à)p  __  ^  fx  —  a\  Hs  — ç  —  [x  —  a)p~\ 
(z  —  c)>  \*—  «/  L  1-— */*  J' 

(g— g)  — (r  — *)?  =  ^/izi\  r— (*  —  a)ç~] 

En  éliminant  <J>'  ( )  entre  ces  équations,  on  aura 

{y  —  l>)p  ___z  —  c  —  (x  —  a)p^ 

z  —  c  —  (y—b)q  (x  —  a)q  ' 

d'où 

(5)  s—  c=z{x  —  a)p  -h  [y—  b)ç, 

équation    aux   dérivées   partielles    des    surfaces    co- 
niques. 


671.    Pour  intégrer  l'équation  (5),   on  résoudra  le 
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système 


de 


dy 


riz 


x  —  a       y  —  b        z  —  c 
qui  a  pour  intégrales 


=  C,     - =C, 


z —  c 


ce  qui  donne 


z  —  c 


X  fl 


£ =  *( , 

«  —  c  \z  —  cl 


c'est-à-dire  l'équation  (4)*  La  fonction  arbitraire  4>  sera 
déterminée  par  la  condition  que  la  surface  conique  passe 
par  une  courbe  donnée,  ou  soit  tangente  à  une  surface 
donnée.  La  marche  a  suivre  pour  résoudre  ces  problèmes 
est  indiquée  aux  not  667  et  668. 

SURFACES    COIVOJDES. 

672.  On  appelle  sur/ace  conoïde  toute  surface  engen- 
drée par  une  droite  parallèle  à 
un  plan  donné,  nommé  plan 
directeur,  et  qui  est  assujettie 
à  rencontrer  une  droite  et  une 
courbe  données. 

Prenons  pour  plan  des  xy  un 
plan  parallèle  au  plan  directeur, 
et  pour  axe  des  z  la  directrice 
recliligne. 


Fiff.   h 5. 


M 


B 


/ 


Soient 


(0 


F  [x,jr,z)=of 
F.  {x,jr9  z)=o 


les  équations  de  la  directrice  curviligne  ÂB. 
Les  équations  de  la  génératrice  MN  seront 

(2)  «=a,      /  =  6x, 

et  si  Ton  élimine  x,  j,  z  entre  les  quatre  équations  (1) 
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et  (a),  on  aura  une  certaine  équation 

(3)  <p(a,  €)z=o 

exprimant  que  la  génératrice  MN  rencontre  la  directrice 
AB.  Si  donc  on  élimine  a  et  6  entre  les  équations  (a) 

et  (3),  on  aura  <p  (  z,  -  )  =  o,  ou 

(4)  «=♦(? 

c'est,  en  quantités  finies >  l'équation  àes^surfaces  co- 
noXdes^^.  — 

673.  En  différentiant  l'équation  (4),  on  aura 
d'où  Ton  conclut 

(5)  px  +  qjr=zo, 

équation    aux    dérivées  partielles   des    surfaçes__£pT 
noïdes. 


Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  M,  contient  la  génératrice  correspondante. 
En  effet,  si  dans  l'équation  du  plan  tangent 

Z-z  =  /?(X-*)-4-<7(Y-j) 

on  fait  X  z=  o,  Y  ~  o,  il  en  résultera 

Z  —  z  =  —  px  —  qy  z=  o,      d'où      Z  =  e. 

Le  plan  tangent  rencontre  donc  Taxe  des  z  au  même  point 
que  la  génératrice  KM,  et,  par  suite,  il  contient  cette 
droite  avec  laquelle  il  a  déjà  le  point  M  commun. 

SURFACES    DE    RÉVOLUTION. 

Maj£,  'Wh{<i  IÊtV  674.  Les  surfaces  de  révolution  sont  celles  que  l'on 
/^T/^    ?u      obtient  en  faisant  tourner  une  certaine  courbe  autour 

d'une  droite  fixe,  nommée  axe  de  révolution. 


h^n-n 
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Pour  plus  de  simplicité  prenons  l'origine  sur  Taxe  OD. 

Soit  AMB  la  courbe  génératrice.  Dans  le  mouvement  de 

cette  ligne  chacun  de  ses 
points  décrit  une  circonfé- 
rence, et  l'on  peut  considé- 
rer la  surface  de  révolution 
comme  le  lieu  des  circon- 
férences de  cercle  qui  ont 
leurs  centres  sur  Taxe,  leurs 
plans  perpendiculaires  à  cet 

axe,  et  qui  rencontrent  la  courbe  AB. 
Soient 


(0 


x 
a 


y 

b 


z 
c 


(s) 


(3) 


les  équations  de  la  droite  OD,  et 

j  X*   -4-7*    -+-2J  -=r.  a, 

(  ax  •+-  by  -f-  cz  =  8 

les  équations  du  cercle  mobile,  considéré  comme  Tinter- 
section  d'une  sphère,  ayant  son  centre  au  point  O,  et  d'un 
plan  perpendiculaire  à  Taxe  OD. 
Soient 

les  équations  de  la  courbe  AB.  En  exprimant  que  le  cercle 
et  la  courbe  se  rencontrent,  on  parviendra  à  une  certaine 
relation 

(4)  ?(«»6)  =  o, 

et  si  Ton  élimine  ensuite  a  et  S  entre  les  équations  (a) 
et  (4)9  on  aura 

y  (x7  -4-  y2  -+•  **>  ax  -+-  bjr  -h  cz)  =  o 
ou 

(5)  ax  -4-  by  -4-  cz  =  *  [x7  -4-/'  -h  z*), 

équation  générale,  en  quantités  finies ,  des  surfaces  de 
révolution. 
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675.  Pour  obtenir  l'équation  aux  dérivées  partielles, 
on  différentiera  l'équation  (5),  ce  qui  donnera 

a  4-  cp  =  2*'( x7  -+•/*  4-  z*)  (x  4-  */>), 
6  4-  cq  =  *<&'(**  +  /»  +  sa)  (^  +  *?)> 

d'où,  en  éliminant  la  fonction  $', 

fl  +  f/J        x  -4-  z/? 

■ =  9 

s  0  4-  cq       y  4-  zq 

et,  par  suite, 

(6)  (cjr — bz)p  4-  (az —  cx)q=ibx —  ajr, 

équation  aux  dérivées  partiellesjles  surfaces-dé  révo^_ 
lution. 

676.  Cette  équation  exprime  que  toutes  les  normales 
d'une  surface  de  révolution  rencontrent  Taxe. 

En  effet,  si  Ton  élimine  X,  Y,  Z  entre  les  équations 
de  la  normale 

(  X  —  x4-/?(Z  —  z)=zo, 

(7)  s 

I  Y-^4-y(Z-*)  =  o, 

et  les  équations  de  Taxe 

(8)  X=-Z,      Y  =  -Z, 

ce 

on  retrouve  précisément  l'équation  (6). 

677.  Pour  intégrer  l'équation 

(1)  (cjr  —  bz)p  -I-  [az  —  cx)q  =  bx  —  ayy 

il  faut  commencer  par  intégrer  les  équations  simultanées 

(Lr  fit  dz 

cjr  —  bz       az  —  rx       bx  —  ajr 

Or,  si  l'on  représente  par  dt  la  valeur  commune  de  ces 
trois  rapports,  il  en  résultera 

/  dx  =  (cjr  —  bz  )  dt, 
(a)  )  djrz=z(az  —  cx)dt, 

f  dz  =  (  bx  —  ajr)  du 
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En  ajoutant  ces  trois  dernières  équations  multipliées 
respectivement  para:, y,  z,  on  trouve 

xdx  -\-ydy  -+-  zdz  =  o, 
d'où 

&*  -+-y*  -+-  z*  =  C. 

Si  Ton  ajoute  les  mêmes  équations  respectivement 
multipliées  par  a,  b,  c,  on  a 

adx  -f-  ôdÇr-h  cote  =  o, 
d'où 

ax  -\-  by  -+-  cz  =  C. 
Donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (r)  sera 
(3)  ax -+- by -\- cz  =  $>(x2 -hy* -h  z*). 

678.  Les  équations  (i) et  (3)  prennent  une  forme  plus 
simple  quand  OD  est  Taxe  des  z.  Elles  se  réduisent  à 

py  —  qx  —  o, 

z  =  <i*(xi  -+•  y-). 

On  pourrait  les  trouver  directement. 

■ 

DES   LIGNES   DE   NIVEAU   ET  DES   LIGNES   DE    PLUS   GRANDE 

PENTE. 

679.  On  appelle  lignes  de  niveau  sur  une  surface  les 
sections  faites  dans  la  surface  par  des  plans  horizon- 
taux. Supposons  la  surface  rapportée  à  trois  plans  de 
coordonnées  dont  l'un,  celui  des  xy  par  exemple,  soit 
horizontal  :  une  ligne  de  niveau  quelconque  se  projet- 
tera sur  ce  plan  en  vraie  grandeur,  et  l'équation  de  sa 
projection  se  déduira  de  celle  de  la  surface  en  y  rem- 
plaçant z  par  une  constante  convenable. 

Quand  on  se  déplace  d'une  manière  quelconque  sur 

la  surface,  on  a 

dz  —p  dx  -h  q  dy\ 

le  long  d'une  ligne  de  niveau,  dz  est  nul,  et  l'on  a,  pour 

Sturm.  —  An.,  II.  l4 
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le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  cette  ligne  ou  à 
sa  projection  horizontale, 

{l)  dx  q> 

la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  ligne  de  ni- 
veau est  une  horizontale  du  plan  qui  touche  la  surface 
au  même  point. 

680.  Parmi  toutes  les  droites  menées  par  un  point 
dans  un  plan,  il  en  est  une  qui  fait  avec  l'horizon  un 
angle  plus  grand  que  toutes  les  autres  :  c'est  la  ligne  de 
plus  grande  pente  du  plan,  et  Ton  sait  qu'elle  est  per- 
pendiculaire à  toutes  les  horizontales  du  plan. 

Sur  une  surface,  on  appelle  ligne  de  plus  grande 
pente  une  ligne  telle  que  sa  langente  MT  en  un  quel- 
conque de  ses  points,  M,  soit  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  tangent  en  M;  elle  est  plus  inclinée  sur 
l'horizon  qu'aucune  des  droites  qui  touchent  la  surface 
au  même  point.  La  droite  MT  est  perpendiculaire  à 
l'horizontale  MH  du  plan  tangent,  c'est-à-dire  à  la  tan- 
gente à  la  ligne  de  niveau  qui  passe  en  M;  pour  que 
l'angle  HMT,  dont  un  côté  est  horizontal,  soit  droit,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  projections  horizontales  de  MH 
et  de  MT  soient  perpendiculaires  Tune  à  l'autre;  nous 
avons  vu  (1)  que  le  coefficient  angulaire  de  la  première 

est  —  -:  celui  de  la  seconde  doit  être  éffal  à  ->  et  l'on 
q  b        P 

aura,  tout  le  long  d'une  ligne  de  plus  grande  pente, 
(2)  di^y    pdy  —  qdx  =  o. 

Si  l'on  remplace  p  et  g  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  x  et  y  tirées  de  l'équation  de  la  surface,  on  pourra 
intégrer  l'équation  (2),  ce  qui  fera  connaître  la  projec- 
tion horizontale  d'une  ligne  de  plus  grande  pente  carac- 
térisée par  la  valeur  de  la  constante  d'intégration;  c'est 
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une  trajectoire  orthogonale  des  projections  des  lignes 
de  niveau. 

Pour  qu'une  ligne  tracée  sur  une  surface  soit  une  ligne 
de  plus  grande  pente,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  ortho- 
gonale aux  lignes  de  niveau  qu'elle  rencontre.  Sur  une 
surface  de  révolution  à  axe  vertical,  les  parallèles  sont 
des  lignes  de  niveau  ;  les  courbes  méridiennes,  orthogo- 
nales aux  parallèles,  sont  les  lignes  de  plus  grande  pente. 

681.  Considérons  un  ellipsoïde  défini  par  l'équation 

(3)  Ax*-hBy*-hCz*  =  H, 

le  plan  des  xy  étant  toujours  horizontal.  On  voit  que  les 
lignes  de  niveau  sont  des  ellipses  homothétiques.  Pour 
déterminer  les  lignes  de  plus  grande  pente,  je  tire  de 

l'équation  (3) 

Ax  Br 

^-G7'    *  =  -cl; 

si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  z  disparaît 
et  l'on  a 

dx       Ax  y  x 

Les  intégrales  des  deux  membres  sont  des  loga- 
rithmes ;  en  passant  aux  nombres  correspondants  et  dé- 
signant par  m  une  constante  arbitraire,  on  trouve 

(4)  yk  =  »uB. 

Les  lignes  de  plus  grande  pente  sont,  en  général,  à 
double  courbure  et  se  projettent  horizontalement  sui- 
vant des  lignes  paraboliques  passant  à  l'origine  :  toute- 
fois, en  prenant  m  nul  ou  infini,  on  a  les  ellipses  princi- 
pales, dont  les  plans  sont  verticaux.  La  constante  m  se 
calcule  en  exprimant  que  la  courbe  (4)  passe  par  un 
point  donné;  si  ce  point  coïncidait  avec  l'origine,  la 
valeur  de  m  serait  naturellement  indéterminée. 


i4. 
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SUITE  DES  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  ÉQUATIONS 

AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 

Surfaces  déreloppables.  —  Intégration  de  l'équation  des  surfaces  déve- 
loppables.  —  Surfaces  réglées.  —  Équation  de  la  corde  vibrante. 


DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES. 

682.  On  nomme  surfaces  développables  celles  qui 
„   étant  supposées  flexibles  et  inextensibles  peuvent  s'appli- 
quer sur  un  plan  sans  déchirure  ni  duplicature.  Teller 
sont  les  surfaces  cylindriques  et  les  surfaces  coniques. 

\Jj  j       ç->m  Toute  surface  développable  peut  être  considérée (n° 6*) 

!  '         comme  le  lieu  des  tangentes  à  une  certaine  courbe,  nom- 

mée arête  de  rebroussement  de  la  surface.  Il  n'y  a  d'ex- 
ception que  pour  le  cône,  où  l'arête  de  rebroussement  se 
réduit  à  un  point,  et  pour  le  cylindre,  où  cette  courbe  passe 
à  l'infini;  mais  comme  nous  avons  déjà  examiné  ces  cas 
particuliers,  nous  en  ferons  abstraction  dans  ce  qui  suit. 

683,  Soient 

(i)  *=/(»),    r  =  t(«) 

les  équations  de  l'arête  de  rebroussement.  Les  équations 
de  sa  tangente  en  un  point  (a,  6,  y)  seront 

(2)  j*-/(7)=/'(7)(*-7)> 

I  r  — ?(7)  =  ?'(7)(*  — 7)- 

En  éliminant  y  entre  ces  équations,  on  aura  l'équation 
de  la  surface  développable.  Mais,  au  lieu  d'opérer  cette 
élimination  qui  ne  peut,  se  faire  qu'en  particularisant  la 
forme  des  fonction  s  y*  et  ç,  nous  allons  chercher  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles,  indépendante  de  ces  fonctions, 
et  qui  exprimera  une  propriété  commune  à  toutes  les 
surfaces  développantes. 


* 
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684.  Les  équations  (2)  déterminent  z  et  y  quand  x 
et  y  sont  connus.  On  peut  donc  considérer  £  et  y  comme 
des  fonctions  de  x  et  de  y.  En  difle rendant,  tour  à  tour, 
ces  équations  par  rapport  à  x  et  à  yy  on  aura 

-/'(7)  g  =/'(7)  (p  ~  "£)  +/"(7)  (•  -  7)  g- 

-/'(7)J=/'(7)(.-J)+/»(7)(Z-7)^ 

-f'(7)g=/(7)(l-£)  +  t'i7Ï(— 7)g. 

'-»'(7^=f'(7)(»-^)  +  ?'(7)(— 7)0» 
ou  bien ,  en  simplifiant, 

»=/'/,(7)+/r(7}(»-7)2' 
o  =  7/'(7)+A7)(«-7)0' 
o=/'.'(7)  +  ?/'(7)(»-7)§' 
"=7?'(7)+?"(7)(*-7)J- 

En  éliminant,  entre  ces  quatre  équations  (s  —  y)  -j^> 

(z  —  y)  -~-  et  y,  il  restera  une  relation  entre  p  vl  q^ 
j 

(5)  Ç=WP)> 

écjuation  du  premier  ordre  qui  convient  à  toutes  les  sur- 
faces développa  blés,  mais  dans  laquelle  il  entre  encore 
une  fonction  arbitraire. 

685.  Ce  résultat  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons 
trouvé  pour  les  surfaces  cylindriques  dont  l'équation  aux 
différentielles  partielles  est 

ap  -hù(j  =  i. 


(4) 
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Il  semble  qu'il  y  ait  exception  pour  les  surfaces  co- 
niques dont  l'équation  aux  différentiel  les  partielles  est 

mais  si  l'on  prend  l'équation  en  quantités  finies 


on  voit  que  z  —  c  étant  une  fonction  homogène  du  pre- 
mier degré  Aej  —  b  et  de  x  —  a,  p  ei  q  seront  des  fonc- 
tions homogènes,  et  du  degré  o,  des  mêmes  différences 
(I,  177)*,  on  aura  donc 

et,  en  éliminant —on  obtiendra  une  relation  entre  p 

x  —  a  ' 

et  q.  Cette  relation  dépendra  de  la  fonction  cp,  tandis  que, 
dans  l'équation  des  surfaces  cylindriques,  la  relation 
entre  p  et  q  ne  dépend  que  des  constantes  qui  définissent 
la  direction  des  génératrices. 

686.  L'élimination  indiquée  n°  684  peut  se  faire 
comme  il  suit.  En  ajoutant  la  première  et  la  troisième 
équation  du  système  (4)9  respectivement  multipliées  par 
cj"(7)  et  — f"(y)i  on  aura 

(5)  f(7)  =  PU'd)  ?"(7)  -  ?'(7)/"(7)]- 

La  seconde  et  la  quatrième  équation  traitées  de  la 
même  manière  donnent 

(6)  /"(7)  =  1  Wit)/"('t)  ~/'(7 )/(?)]• 

Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  éliminer  y  entre  les  deux 
dernières  équations. 

687.  Soit 

(;)  ?  =  +(/>) 
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l'équation  aux  dérivées   partielles ,  du  premier  ordre, 
résultant  de  l'élimination  précédente.  Posons 

dp      diz 


dx      dx* 


=  T< 


dp  __  dq  __    diz    __ 
dy      dx  ~~  dxdy  ~~   ' 

dq  __  diz  __ 
dy  ~  dy*~ 

En  différentiant  l'équation  (7),  successivement  par 
rapport  à  x  et  à  y,  nous  aurons 

s  =  rf  (/>), 

d'où,  en  éliminant  <{/(/?), 

(8)  *!  —  r*  =  o, 

équation  qui  ne  renferme  aucune  trace  des  fonctions 
particulières  f  et  cp.  C'est  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles, du  second  ordre,  des  surfaces  développables. 

INTÉGRATION     DE    l'ÉQUATION     AUX    DÉRIVÉES     PARTIELLES 

DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES. 

688.  Pour  effectuer  cette  intégration,  nous  nous  ap- 
puierons sur  une  proposition  générale  que  nous  allons 
d'abord  établir. 

Soient  u  et  v  deux  fonctions  des  mêmes  variables 
indépendantes  x,y,  z  :  si  l'une  d'elles,  v,  se  réduit  à 
une  Jonction  de  l'autre, 

(1)  •>=♦(«), 

les  dérivées  partielles  de  u  et  v  seront  proportion- 
nelles, et  réciproquement. 

La  première  partie  s'établit  en  différentiant  l'iden- 
tité (1)  : 

dv        ....  du       dv        ...    .du 
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Réciproquement,  si  Ton  a 

dv        ^  du       dv  __  *   du       dv  _  ,   du 

as-xs'  5^-x^'  ^-x^' 

^.  étant  une  fonction  quelconque  de  #,  ^,  3,  il  suffil 
d'ajouter  membre  à  membre  les  égalités  précédentes, 
après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  dx,  dy, 
dz,  pour  trouver  la  relation 

dv  =  \du, 

dv  et  du  étant  des  différentielles  totales  :  il  en  résulte 
(533  et  534)  que  v  se  réduit  à  une  fonction  de  la  seule 
variable  u. 

689.  Cela  posé,  l'équation  des  surfaqes  dévelop- 
pables 

(2)  rt  —  s* 
nous  donne 

r        $  dp     dq       dp     dq 

s        t  dx  '  dx  '  '  dy  '  dy  * 

donc,  en  vertu  de  la  proposition  établie  n°  688,  q  est 
une  fonction  de  p  et  Ton  peut  écrire,  comme  intégrale 
première  de  l'équation  (2), 

(3)  ♦  (/>)-*=<>. 

C'est  une  équation  non  linéaire  entre  les  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  de  5,  et  nous  sommes  con- 
duits (660)  à  chercher  une  intégrale  des  équations 

dx     _   dy  _  dz  __  dp  __  dq  m 

on  obtient  une  intégrale  en  égalant/?  à  une  constante  a, 
et  l'on  en  déduit,  eu  égard  à  la  relation  (3), 

q  =  ty(a))     dz  =  adx -hty(a)dy; 

intégrant  cette  différentielle  et  désignant  par  b  une 
nouvelle  constante,  on  trouve  une  intégrale  complète 
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de  l'équation  (3), 

(4)  -3  =  aj  +  /t)/(a)  +  6 

Pour  en  déduire  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3), 
et,  par  suite,  de  l'équation  (2),  il  faut  (n°  661  )  rempla- 
cer b  par  une  fonction  arbitraire  F(/7)  et  éliminer  a 
entre  les  équations 

(5)  z  =  ax-hyty  (a)  -h  F  (a), 

(6)  0=     x-hyty  (a)-hF'(a). 

L'intégrale  générale  renferme  deux  fonctions  arbi- 
traires ;  elle  représente  la  surface  enveloppe  des 
plans  (5).  Cette  surface  est  le  lieu  des  droites  défi- 
nies par  les  équations  (5)  et  (6).  Une  quelconque  de 
ces  droites,  D?  rencontre  la  droite  infiniment  voi- 
sine D',  si  Ton  néglige  des  infiniment  petits  d'ordre  su- 
périeur au  premier.  Les  équations  de  D'  se  déduisent 
des  équations  ( 5)  et  (6)  en  y  remplaçant  a  par  a-\-  da\ 
si,  des  équations  ainsi  formées  on  retranche  les  équa- 
tions dont  elles  dérivent,  et  si  l'on  divise  par  da,  on 
aura,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites, 

o  =  x  +/f(a)  -h  F'(«),    o  =yY(a)  ■+-  F"(a); 

la  première  équation  coïncide  avec  l'équation  (6),  et 
les  droites  D,  D'  se  coupent  en  un  point  dont  les  coor- 
données sont 

X  f(a)  *  W' 

F' 

4/ F"  „,       *F"       _ 

^=aV"ûF  V    ; 

le  lieu  de  ce  point  est  l'arête  de  rebroussement  de  la 
surface,  arête  dont  les  tangentes  sont  les  généra- 
trices D. 


11. 
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DES    SURFACES    RÉGLÉES. 


690.  Les  surfaces  développables  sont  un  cas  particulier 
des  surfaces  réglées^  c'est-à-dire  de  celles  qui  s'engen- 
drent par  le  mouvement  d'une  ligne  droite.  On  nomme 
surface  gauche  toute  surface  réglée  qui  n'est  pas  déve- 
loppable. 

Soient 

(i) 

les  équations  d'une  droite  :  si  <z,  b,  a,  S  sont  des  fonc- 
tions d'une  même  .indéterminée  y,  en  faisant  varier  y 
d'une  manière  continue,  la  droite  (i)  se  déplacera  succes- 
sivement dans  l'espace  et  engendrera  une  surface  réglée. 
On  aurait  l'équation  de  la  surface  en  éliminant  y  entre 
les  équations  (i). 

Les  quatre  paramètres  variables  a,  £,  a,  6  étant  des 
fonctions  d'une  même  indéterminée,  on  peut  considérer 
trois  d'entre  eux  comme  des  fonctions  du  quatrième.  On 
peut  même  considérer  a,  £,  a,  6  comme  des  fonctions  de  x 
et  de  j".  Car  si  l'on  élimine  z  entre  les  équations  (i),  on 
aura  une  relation  entre  or, y  et  les  paramètres  a,  è,  a,  $, 
qui  sont  des  fonctions  de  y.  On  peut  donc  dire  que  7,  et, 
par  suite,  a,  i,  a,  6  sont  des  fonctions  de  x  et  de  y. 

691.  Différentions  l'équation 

sc  =  az  -\-  et, 

tour  à  tour  par  rapport  à  a:  et  ky,  en  regardant  a  et  a 
comme  des  fonctions  de  ces  deux  variables  :  nous  aurons 

.    .  da        dx 

(2)  1=  ap^-z- h— > 

N  *  cix        dx 

da         d* 

(3)  o-flfl-f-2- h  -=-• 

v  *  dy        dy 
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Ajoutons  ces  équations  respectivement  multipliées  par  — 

da  , 

et —  :  en  observant  que 

il*  tht         da  da  

dx  dy         dy  dx 

puisque  a  et  a  sont  fonctions  l'un  de  l'autre,  comme 
étant  fonctions  du  même  paramètre  y  (n°  688),  nous 
aurons 

.  /x  da  !     da  da 

(4)  Ty^YTy-lïû 

En  différeniiant  l'équation  y  =  bz  -+•  6,  et  remarquant 

dû    db  -H       «  dn     da  , 

que  — >  —  sont  proportionnelles  a  --)  v>  on  aura  de 
J       dx    dy  *      r  dx    dy 

même 

,_.  f/tf         .  (     da  da\ 

{5)  ^  =  HÎ^_/'^)' 

S,i.  1  da      da  , 

1  maintenant  on  élimine  le  rapport  —  :  —  entre  les 

usr        dx      dy 

équations  (4)  et  (5),  mises  sous  la  forme 

da  da 

da  da 

il  viendra 

(1  —  ap)  (1  —  bq)  —  abpq  =  o, 
ou 

(6)  ap  -h  bq  =  i, 

équation  différentielle  du  premier  ordre,  renfermant  seu- 
lement deux  fonctions,  a  et  6,  de  l'indéterminée  7.  En  ayant 
égard  à  cette  relation,  les  équations  (4)  et  (5)  peuvent 
s'écrire 

,  du  da 

b  T  +  a  zr  —  °» 

dy  dr. 

&  ~  -l-fl  —  =0. 
a/  a* 
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692.  Cherchons  maintenant  l'équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  En  différentiant,  tour  à  tour, 
l'équation 

ap  -+-  bq  =i 
par  rapport  à  x  et  y,  nous  aurons 

.  da         db 

ar ■+ bi '  +  P di* ■« 'di= °> 

.  da  db 

as  -f-  bt  -f-  p  -, — y-  q  —  =  o. 

En  ajoutant  ces  équations  multipliées,  la  première 
par  a,  la  seconde  par  fe,  et  en  a^ant  égard  aux  équa- 
tions (7),  nous  aurons 

a*r  -4-  labs  -+■  b%t  =  o, 
ou,  en  posant  ,  =  c, 

(8)  c2r-t-2cs-h  *  =  o, 

équation  du  second  ordre  ne  renfermant  plus  qu'une 
seule  fonction  arbitraire  c. 


693.  Soient 


d*z  _dr  _ 

dx3       dx         ' 


d*z  dr  ds  __ 


dx*dy      dy      dx 

dïz     __  dt  __  cfc  __ 


dxdy*       dx      dy 

d*z  _  dt  _ 
dy*  ~~  dy~~    ' 

Différentions  l'équation  (8),  tour  à  tour,  par  rapport  à 
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X  et  à  y  :  il  viendra 

de  de 

r3  u  -+-  7.C9  -h  w  -+•  icr  — h  2  j  —  =  o, 

de  dr 

C*t>  -+-  2W-+-   U   -+-  2<?/"  — hîf-r-nO. 

djr  djr 

Multipliant  la  première  parc  et  ajoutant,  il  en  résulte 

(9)  c3  u  -h  3  cao  +  3r«»  +  u  =  o; 

car  c -, — h  -r-  est  nul,    en  verlu  des  équations   (7), 

puisque 

ûfc        de  __    1   T    ,  da         tdb       i^da  .  db ~| 

<ia:        df^  ~~  6*  |_       ^  d&  ^  ^J 

L'équation  aux  dérivées  partielles,  du  troisième  or- 
dre, ^résultera   de  l'élimination  de  c  entre  les  équa-    ^  ~7 
lions  (8)  et  (9). 

ÉQUATION    DE    LA    CORDB    VIBRANTE. 

694.  On  démontre  en  Mécanique  que  le  mouvement 
des  différents  points  d'une  corde  vibrante,  fixée  à  ses 
deux  extrémités,  .est  représenté  par  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre 

d*u  d'n 

M  dP=aldïl 

A  p  B  J 

MP  =  m,  AP  =  x  sont  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  quelconque  de  la 
corde,  l'origine  étant  l'extrémité  A;  y  désigne  le 
temps. 

Pour  intégrer  l'équation  (1),  prenons  deux  nouvelles 
variables  a  et  6,  liées  aux  variables  x  et  y  par  les  équa- 
tions 

(2)  a  =  x  -h  ay9     6  =  je  —  ajr. 

Si  de  ces  équations  on  lirait  les  valeurs  de  x  et  de  j"  en 
ce  et  6 ,  et  qu'on  les  portât  dans  la  fonction  cherchée  m, 
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cette  dernière  deviendrait  une  fonction  explicite  de  a  et 
de  6.  On  peut  donc  considérer  u  comme  une  fonction  de 
a  et  de  6.  On  aura  alors,  à  cause  des  équations  (2), 

du       du       du 
dx       da.       dt 

d2u        d*n  d2u  d7u 

1 


dx*        dm2  dadG        d& 

On  trouvera  de  même 

d2u   _    2  (d2n  d2»  d2u\ 

"df  ~~a   \dtf  ~~  *  dïdï  +  ~d¥ j  ' 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (j),  on  aura, 
après  les  réductions, 

(3)  dïïï=°- 

Cette  équation  est  facile  à  intégrer.  Elle  peut  s'écrire 

du 

77  =  °' 

donc  -ne  dépend  pas  de  a,  et  Ton  a 


de 


a=«m. 


u  désignant  une  fonction  arbitraire.  On  en  déduit 

u  z=  j  ta  (6)*f6  -f-  9  (a)  9 

et,  par  conséquent,  en  représentant  par  <J/  (S)  l'intégrale 
Iu(6)d6,  <p  désignant  encore  une  fonction  arbitraire, 
on  aura 

tt  =  y(a)  -h +  (6), 

c'est-à-dire 

(4)  «  =  j(.r  4-*j)  +$(x—ajr). 
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Telle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i);  on 
peut  d'ailleurs  la  vérifier  par  la  diflférentiation. 

695.  L'intégrale  générale  contient  deux  fonctions  arbi- 
traires cp  et  tf*  qui  se  déterminent  par  deux  conditions 
distinctes.  Ordinairement  on  suppose  connues  l'ordonnée// 

et  sa  dérivée  —  pour  tous  les  points  de  la  corde,  à  l'ori- 

ginedu  temps,  c'est-à-dire  pour^  =  o.  Alors  l'ordonnée,  «, 

et  la  vitesse  verticale  —  de  chaque  point  sont  des  fonc- 

tions  données  de  x.  Posons 

u  =/{x) ,      —  =/,  (.r) ,  pour  y  =  o. 

On  aura,  en  faisant  jr=o  dans  l'équation  (4),  et  dans  sa 
dérivée    par  rapport  à  y, 

De  cette  dernière  on  déduit 

F  (x)  étant  une  fonction  connue,  et  C  une  constante  arbi- 
traire* Par  conséquent  on  a 


v(*)=î[/w-Fw-c]; 


d'où 


u  =  -  \f(x  4-  ay)  -+-f(x  —  ay)-h  ¥(x  -+-  ay)  —  F(x  —  ay)   . 

La  valeur  de  u  est  complètement  déterminée.  Comme  on 
devait  s'y  attendre,  la  constante  C,  introduite  dans  le 
cours  du  calcul,  a  disparu  d'elle-même. 
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EXERCICES. 

i .  Discuter  la  surface  représentée  par  l'équation 

Solution  :  Surface  engendrée  par  une  droite  assujettie  à  ren- 
contrer une  droite  donnée  et  deux  circonférences  données. 
2.  Intégrer  l'équation 

dtz  y       dz  __ 

dcdy       i  —  y%  dv 

Solution  :    z  =  <?(j)-H  ty{x)  /i  -71-ûx(i-/î). 
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COURBURE  DES  SURFACES. 

Courbure  d'une  ligne  située  sur  une  surface.  —  Théorème  de  Meunier.  — 
Courbure  d'une  section  normale.  —  Sections  principales.  —  Variation 
des  rayons  de  courbure  des  sections  normales  faites  en  un  même  point 
d'une  surface.  —  Détermination  des  ombilics. 


COURBURE    D'UNE  LIGNE  SITUÉE  SUR  UNE  SURFACE  DONNÉE. 

696.  Soii 

(«)  /(*,r>*)  =  o 

l'équation  d'une  surface.  Posons,  pour  abréger. 


dx' 


dz 

d*z 


4r 


=  9> 


d*z 


=zt. 


dxdy  djr* 

Considérons  une  certaine  courbe  CL  passant  par  un 

point  M(x,  j,  z)  de  la 
surface  (i).  Soit  0  l'angle 
que  le  rayon  de  courbure 
R  de  cette  courbe  au  point 
M,  dirigé  suivant  la  droite 
MN,  fait  avec  la  normale 
MP  à  la  surface,  au  même 
point. 

La  normale  MP  ayant  pour  équations 

X  —  x-=.  —  p(Z  —  z)t 
Y-r  =  -9(Z-z), 

fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  respec- 
tivement 

—  P  —7  * 


Stcrm.  —  An.%  II. 


\/i  +  /'! 


Sj  l  -f-  p2  -+-  q* 


10 
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La  droite  MN"  fait  avec  les  axes  des  angles  qui  ont  pour 

cosinus  (I,  292) 

dx  dy  dz 

«—  d—r  «-77 

«        dl  n        dl  «        dl 

R  —r-  ?      R  —3—  j     R  — - --  » 
de  dl  dl 

en  désignant  par  dl  la  différentielle  de  Tare  de  courbe. 
On  aura  donc 


d*±        d*      d^ 
dl  dl         dl 


-p-^r  —  9-jr  + 


di       *   dl         dl 


) 


/    \  «    \  ai  ai  ai  / 

(2)  COS  G  =  R  ~- _______ L 

Or, 

d'où 


dz=pdx  -+-  qdy> 
dz  dx  dy  dx  dy 


Mail 


donc 


dp  =  rdx  -f-  sdy,     dq  z=  s  dx -\- tdy  \ 


dz  .dx  •  dy       .    _  ,  .  dx  .  ,     dy 


OU 

dz  dx  dy 

di    .  ~dî  ~dî  fdx\*  dx  dy  (dy\* 

On  a,  par  conséquent, 


dx\*  dx  dy 

cos0  — R 


m 


sj\  4-  p2-t-q* 


d'où 


R__  ^i+/>'-f-?'cose 


"■s)+''âii+' 


(S)' 
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Maïs  ~*  -77  sont  les  cosinus  des  angles  que  la  tangente  à 

al      al  *■ 

la  courbe  considérée  fait  avec  Taxe  des  x  et  celui  des  y, 
eu  désignant  ces  angles  par  a  et  6,  on  aura 

(4)  R^  ^/.H->+7'oos9 


rcos'a  -+-  2* cosa  eus 6  -4-  /  cos'fc 

formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  section 
quelconque  faite  dans  une  surface,  en  un  point  donne. 

697.  La  valeur  de  R  devant  être  positive,  il  faut  que 
cosô  soit  de  même  signe  que  le  dénominateur.  Ainsi, 
l'angle  0  doit  être  aigu  ou  obtus  selon  que  ce  dénomina- 
teur est  positif  ou  négatif,  ce  qui  détermine  dans  quel  sens 
le  rayon  de  courbure  doit  être  porté  sur  la  direction  de 
la  normale  principale. 

THÉORÈME    DE    MEUNIER. 

698.  Si,  dans  la  formule  précédente,  on  suppose 
cosô  =  ±i,  c'est-à-dire  si  le  plan  osculateur  passe  par  la 
normale  à  la  surface,  on  aura,  en  désignant  par  p  le  rayon 
de  courbure  de  la  section  normale, 


(5)  P  = 


rcos'a  -t-  2Jcosacos6  -+-  /  cos26 


et,  par  suite, 

(6)  RmpCOSÔ. 

De  là  ce  théorème  dû  à  Meunier  :  Le  rayon  de  courbure 
en  un  point  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  sur- 
face est  égal  au  produit  du  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  qui  contient  la  tangente  à  la  courbe, 
multiplié  par  le  cosinus  de  V angle  que  le  plan  de  la 
section  normale  fait  avec  le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

699.  Si  l'on  considère  deux  courbes  planes  ayant  la 
même  tangente  au  point  M  et  situées,  Tune  dans  un  plan 

i5. 
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oblique,  l'autre  dans  un  plan  normal,  on  peut  encore 
énoncer  le  théorème  de  Meunier  en  disant  que  le  rayon 
de  courbure  d'une  section  oblique  est  la  projection, 
sur  le  plan  de  cette  courbe,  du  rayon  de  courbure  de 
la  section  normale. 

Par  conséquent,  si  une  sphère  a  le  même  centre  et  le 
même  rayon  que  le  cercle  de  courbure  de  la  section  nor- 
male, tous  les  plans  menés  par  la  tangente  à  la  section 
normale  couperont  la  sphère  suivant  des  petits  cercles 
qui  seront  les  cercles  osculateurs  des  sections  obliques 
faites  dans  la  surface  par  ces  différents  plans. 

COURBURE    DES    SECTIONS    NORMALES. 

700.  La  formule  (3)  du  n°  696  permet  de  déterminer  le 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  quelconque  en 
un  point  d'une  surface  ;  il  suffit  d'y  supposer  cosO  =  ±:  i , 
puisque  le  plan  osculateur  à  la  section  considérée  est 
normal  à  la  surface.  Mais,  afin  d'établir  plus  simplement 
les  lois  découvertes  par  Euler,  et  suivant  lesquelles  varie 
la  courbure  des  diverses  sections  normales  menées  par  un 
point  de  la  surface,  nous  prendrons  ce  point  (#,  y,  s)  pour 
origine  des  coordonnées,  et  pour  plan  des  xy  le  plan 
tangent  à  la  surface  au  même  point.  L'axe  des  z  sera  la 
normale,  et  Ton  aura/?  =  o,  q  =  o.  En  désignant  par  <p 
Fig.  119.  l'angle  que  la  tangente  OT  à  la 

section  normale  considérée  fait 
avec  l'axe  des  x,  on  a 

dx  dy   . 

w=cos*'  Han+ 

D'ailleurs,  on  a  cos8  =±11, 
selon  que  le  rayon  de  courbure 
est  dirigé  dans  le  sens  de  l'axe  des ,5  ou  dans  le  sens  op- 
posé. On  aura  donc 

"  ~~  r  cos2cp  -h  1$  sin<p  coscp  -+- 1  siu2^* 
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mais  on  peut  supprimer  le  double  signe  et  écrire  sim- 
plement 

(2)  p= r : ,     .     -       9 

r       r  cos2cp  -+-  4xs  sincp  cos<p  -+-  fsin'cp 

pourvu  que  l'on  convienne  de  porter  la  valeur  absolue 
du  rayon  sur  l'axe  des  z  dans  le. sens  des  z  positifs  si  le 
dénominateur  est  positif,  et  dans  le  sens  opposé  si  ce 
dénominateur  est  négatif. 

SECTIONS    PRINCIPALES. 

701 .  Si  le  plan  normal  tourne  autour  de  Taxe  des  z>  le 
rayon  p  variera  en  même  temps  que  l'angle  <p.  Proposons- 
nous  de  trouver  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de 
ce  rayon.  Comme  ces  valeurs  correspondent  au  minimum 
et  au  maximum  du  dénominateur  dans  la  formule  (2),  il 
faudra  égaler  à  o  la  dérivée  de  ce  dénominateur;  on  aura 

(f  —  /-Jotsiiif  cosy  4-**(cosaf  —  sin'y )  :=  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3)  Jtang'?  -h(r  —  /)  tangy  —  s  =  o. 

Cette  équation  donne  pour  tangcp  des  valeurs  réelles, 

dont  le  produit  est  égal  à  —  1 . 
Comme  d'ailleurs,  en  faisant 
varier  l'angle  ç  de  o  à  tt,  on 
obtient  tous  les  plans  nor- 
maux qui  passent  par  le  point 
O,  il  suffira  de  considérer  les 
deux  angles  plus  petits  que 
1800  qui  correspondent  aux 
deux  racines  de  l'équation.  L'un  étant  désigné  par  a, 

T autre  sera  nécessairement  — h  a. 

Par  conséquent,  si  l'on  trace  sur  le  plan  des  xy  deux 

droites  OH  et  OK,  faisant  avec  Ox  les  angles  a  et  a  -t-  -» 

les  sections  normales  situées  daus  les  plans  zOH,  zOKy 
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correspondront  aux  rayons  de  courbure  maximum  et  mi- 
nimum. Eu  effet,  la  dérivée  du  second  ordre  de  -  est 

P 

2  (t —  r)  (cosaf  —  sin2<p)  —  8fsîny  cosy, 

et  cette  expression  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  quand  on  y  remplace  <y  par  a  et  par  et  -\ — • 
Remarquons  qu'il  s'agit  ici  d'un  maximum  et  d'un  mini- 
mum analytiques,  en  sorte  que  si  les  deux  valeurs  de-? 

correspondantes  à  a  et  a  H —  étaient  de  signes  contraires, 

celle  qui  serait  un  minimum  négatif  pourrait  être  un 
maximum  en  valeur  absolue. 

Les  droites  OH  et  OK,  faisant  avec  Taxe  Ox  des  angles 

don  t  la  différence  est  ->  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Donc  les  plans  zOH  et  zOK,  qui  déterminent  sur  la  sur- 
face deux  courbes  planes  à  courbure  maximum  ou  mini- 
mum, sont  perpendiculaires  entre  eux.  On  doune  aux  sec- 
tions faites  par  ces  plans  le  nom  de  sections  principales. 

VARIATION    DE    LA    COURBURE    DES    SECTIONS    NORMALES. 

702.  Prenons  maintenant  pour  plans  des  xz  et  des  yz 
les  plans  des  sections  principales.  Les  valeurs  de  cp  corres- 
pondant au  maximum  et  au  minimum  du  rayon  de  cour- 

bure  devront  être  oet-  Or,  l'équation 


s  tang*q>  H-  (r  —  t)  tangy  —  5  =  0 

ne  donnera  pour  tang  <y  les  valeurs  o  et  00  que  si  s  =  o. 
Par  conséquent,  la  valeur  de  p  prendra  la  forme  plus 

simple 

,  . 1 

"       rcos'<p  -+-  f  &in3f 

et  Ton  déduira  de  cette  expression  les  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux  pf  et  p",  en  faisant,  tour  à  tour,  cp  =  o 


-=  =  /■•     -y,  =  *- 
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et  <y  =  ->  ce  qui  donnera 

P'=-'     P  =y 

ou  bien 

i  i 

P  P 

Ainsi,  les  dérivées  partielles  rett  représentent  les  deux 
courbures  principales  au  point  O. 

703.  Les  valeurs  de  pf  et  de  p"  peuvent  être  introduites 
dans  l'expression  générale  de  la  courbure.  On  a 

-  =  rcos2?  ■+■  fsin1?; 
P 
donc 

(a)  1  =  jt  cos*?  -*-  ~  sin>?, 

formule  qui  donne  la  courbure  d'une  section  déterminée 
par  un  plan  normal  faisant,  avec  la  section  principale 
zOx,  un  angle  (f. 

De  là  les  conséquences  suivantes.  En  premier  lieu,  l'ex- 
pression (  i  )  ne  change  pas  quand  on  met  à  la  place  de  <f 
son  supplément  :  donc  deux  sections  normales  égale- 
ment inclinées  sur  une  section  principale  ont  des  rayons 
de  courbure  égaux  et  de  même  signe. 

Si  l'on  désigne  par  pt  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
tion normale  perpendiculaire  à  celle  qui  fait  avec  le  plan 
principal zOx l'angle y,  on  aura 

(3)  ^  =  ^-sm'f-i-  ^cos'f, 

p.        p  i 

et,  en  ajoutant  les  équations  (2)  et  (3),  il  viendra 

1        1        1        1 

-+--  =  -;-+--• 
P       p.       P        P 

Donc  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  nor- 
males perpendiculaires  entre  elles  est  constante. 

704.  Nous  allons  maintenant  discuter  la  valeur  gêné- 
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raie  de  p  en  nous  servant  de  la  formule 
,  .  i        cos'o   .   sin'ç 

p       e         t 

Supposons  d'abord  p'  et  p"  tous  deux  positifs,  et  p'^p". 
Dans  ce  cas,  la  formule  (i)  donne  pour  p  une  valeur  tou- 
jours positive.  Par  conséquent,  toutes  les  sections  nor- 
males sont  situées  au-dessus  du  plan  tangent,  et  la  surface 
est  convexe  autour  du  point  O.  Si  p'  et  p"  étaient  négatifs, 
la  surface  serait  encore  convexe,  mais  située  au-dessous 
du  plan  tangent. 

En  mettant  l'équation  (i)  sous  la  forme 

(*>  \  =  7  -  (7  -  7) sin'" 

on  voit  que  -  augmente  depuis  -,  jusqu'à  -^  quand  cp  croît 
de  o  à  -,  et  que  -  décroit  depuis  —  jusqu'à  -,  ?  quand  <p 

augmente  de  -  à  n. 

Dans  le  cas  particulier  où  p'  =  pn,  la  formule  (2) 

donne 

1  1 

P  ~  P  * 
ou  p  =  pf  quel  que  soit  cp.  Toutes  les  sections  normales  au 
point  O  ont  donc  la  même  courbure.  On  dit  alors  que  ce 
point  est  un  ombilic, 

705.  Supposons  maintenant  que  pf  et  p"  aient  des  signes 
contraires  et  que  pn  soit  négatif.  En  mettant  les  signes  en 
évidence  dans  l'équation  (1),  nous  aurons 

,,.  1        cos*?       sîna® 

\3)  -  =  — ; -14 

P  P  P 

Pour  y  =  o,  on  a  p  =  p'.  L'angle  <j  croissant  de  o  à  la 

valeur  S  donnée  par  l'équation 

tang'€  =  4, 

6 
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p  croît  depuis  p'  jusqu'à  l'infini.  Au  delà  de  <f  =  6,  p de- 
vient négatif  et  décroît  jusqu'à  p",  valeur  qui  correspond 

à  <p=  -.  Les  valeurs  de  p  se  reproduisent  ensuite  dans 

Tordre  inverse. 

Dans  ce  cas,  la  surface  est  en  partie  au-dessus  du  plan 
tangent,  et  en  partie  au-dessous. 

DÉTERMINATION    DES    OMBILICS. 

706.  Pour  trouver  les  ombilics  d'une  surface,  il  faut 
chercher  les  points  où  le  rayon  de  courbure  des  sections 
normales  a  la  même  valeur,  quel  que  soit  le  plan  mené 
par  la  normale. 

Reprenons  la  formule  (i)  du  n°  700  en  y  supposant 
cos0=  i,  et  en  remplaçant  dl%  par  dx*-h  dy%  -+-  dz%  : 
nous  aurons 

dx  \d&/ 

Désignons   par    m   le   rapport  —  des  cosinus    des 

angles  que   la  tangente   à  la  courbe  au  point  consi- 
déré fait  avec  l'axe  des  x  et  des  y.  Comme 

dz~pdx-+-qdy, 

on  aura 

dz 

et  la  formule  (i)  pourra  s'écrire 

Vi4-/j*-fr-ya[i  4-  «M-jp  4*  9mY\ 
r  -4-  ism  -j-  tm1 
ou  bien 

I  -f_ n»  -+-  2,pqm  -+-  (i  -+-  a7)  m1 

x    '  y         '         *  r  -+-  ism  -h  tni1 

Quand  le  point  est  un  ombilic,  ce  rayon  est  indépen- 
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dant  du  rapport  m  qui  détermine  le  plan  normal  où  est 
située  la  courbe  considérée.  On  doit  donc  avoir 

(3)  i-h/fi  =  p<f  _  i-4- y* 

r  s  t 

ce  qui  donne,  en  général ,  deux  équations  distinctes.  En 
y  joignant  l'équation  de  la  surface,  on  aura  le  nombre  de 
relations  nécessaires  pour  déterminer  les  coordonnées  du 
point  cherché. 

707.  Appliquons  ces  principes  au  paraboloïde  ellip- 
tique 


On  a  ici 


z  — h  — r*      a"^>b^>  o. 

ia        ib 


*  x 

I  T 

a  b 


Les  équations  (3)  sont,  dans  ce  cas, 


x1      xr  y1 

a*        au  b7 


I  O  i 

â  b 

On  peut  y  satisfaire  d'abord  en  posant 

x  =  o,      a  =  b  -4-  -j-9 

d'où 

a  —  b 


Les  valeurs  de  y  et  de  z  étant  réelles,  il  existe  deux 
ombilics  situés  dans  le  plan  j^Oz.  Ce  sont,  d'ailleurs,  les 
seuls,  car  l'hypothèse  y  =  o  donnerait  pour  x  une  valeur 
imaginaire. 
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SUITE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

Surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics.  —  Théorie  de  l'Indica- 
trice. —  Conséquences  géométriques.  —  Cas  où  l'expression  du  rayon 
de  courbure  se  présente  sous  une  forme  illusoire.  —  Tangentes  conju- 
guées. 

SUR    LA    SURFACE    DONT    TOUS    LES    POINTS     SONT 

DES    OMBILICS. 


(>) 


708.  Lorsque  les  équations 

I  -|-  p*        pq         I-H  q7 


s 


qui  servent  à  déterminer  les  ombilics  d'une  surface  don- 
née,  se  réduisent  à  une  seule,  la  surface  a  une  infinité 
d'ombilics  situés  sur  une  ligne  qu'on  nomme  la  ligne  des 
courbures  sphérîques.  Si  les  équations  (i)  sont  identiques, 
tous  les  points  de  la  surface  sont  alors  des  ombilics. 

Pour  trouver  une  surface  qui  jouisse  de  cette  propriété, 
observons  que  les  équations  (i),  mises  sous  la  forme 

{*)'  P       dP  _*  d(f  7       dq  _\  dp 

I  -+-  p2  dx        q  fLr         i  -+-  q*  dy        p  4f 

peuvent  s'intégrer  comme  des  équations  ordinaires  (643). 
On  aura  par  ce  moyen 

(3)  l+p*=zYq\       l-hq*~Xp'9 

Y  étant  une  fonction  arbitraire  de  y,  et  X  une  fonction 
arbitraire  de  x.  On  tire  de  ces  équations 


(4) 


/  14-  Y  /  i  +  X 

*=VXY-.'     *  =  VXY^7 


Mais  p  et  q  doivent  satisfaire  à  l'équation  -£•  =  ~-  ;  on 


236  cours  d'analyse. 

a  donc 

i        dX  _        i        dX 

(i-f-X)*^        (n-y)ï  rf^ 

Le  premier  membre  étant  fonction  de  x  seulement,  et  le 
second  fonction  dej^,  cette  équation  ne  peut  subsister 
qu'autant  que  chaque  membre  se  réduit  à  une  constante. 

Soit —  cette  constante.  On  aura 

MX 

dX  idx  dX  zdy 


9      :  =  -tt-> 


—  R  '  K 


et,  en  intégrant, 


R  R 


\/i4-X  \/i 

a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires.  En  portant  les 
valeurs  de  X  et  de  Y,  tirées  de  ces  équations,  dans  le  sys- 
tème (4)9  il  vient 


a 
P  = 


9  = 


d'où 


v/il*  -  (a  _  *)>  —  [b—yf 


__    (a  —  aQrfr-f-  (6  —  y)dy 


et,  en  intégrant  de  nouveau, 

z  —  c  =  v^R2—  (a  — x)2—  (6—  yf , 

équation  d'une  sphère.  Ainsi,  la  sphère  est  la  seule  sur- 
face dont  tous  les  points  soient  des  ombilics. 

THÉORIE    DE   l'iNDICÀTMCE. 

709.  La  courbure  des  surfaces  peut  être  présentée  sous 
un  autre  point  de  vue,  qui  donne  une  idée  plus  nette  de  la 
manière  dont  varient  les  rayons  de  courbure  des  sections 
normales  autour  d'un  même  point. 
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Prenons  toujours  pour  plan  des  xy  le  plan  tangent 
au  point  0,  et  pour  axe  des  z  la  normale  en  ce  point. 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent,  et  infiniment  voisin  de  ce  plan ,  la  section  différera 
infiniment  peu  d'une  courbe  du  second  degré,  en  ne  con- 
sidérant que  la  partie  de  la  section  infiniment  voisine  du 
point  O.  En  d'autres  termes,  une  courbe  semblable  à  la 
section  faite  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent,  à  une 
distance  h,  tend,  à  mesure  que  h  diminue,  vers  une  sec- 
tion conique,  le  rapport  de  similitude  étant  —  - 

y  h 

En  effet,  si  l'on  développe  l'ordonnée  z  de  la  surface 
par  la  série  de  Maclaurin,  on  aura 

z  =  z9  -4-  px  -+-  qy  -h   -  rx1  -j-  s  xy  H ty*  -4- .  . . . 

Mais  z0,  fi  </,  qui  représentent  les  valeurs  de  s,  —  *  -y- 

quand  on  fait  simultanément  x  =  o,  y  =  o,  sont  nulles 
d'après  le  choix  des  axes.  Donc,  on  a 

z  =  -  rx*  -+-  s xjr  ■+-  -  ey*  -h  w, 

6»  désignant  une  somme  de  termes  dont  le  degré,  par  rap- 
port à  x  et  à  y,  est  supérieur  au 
second.  Si  maintenant  on  rem- 
place z  par  la  constante  00'  =  /*, 
on  aura  l'équation  de  la  section 
A'M'B',  et  si  l'on  fait  h  très- 
petite,  la  quantité  g>  devient  né- 
gligeable comparativement  aux 
termes  qui  la  précèdent.  Par 
conséquent,  on  a 

(i)     rx* H-  is xy  -+-  ty2—  ihy 

équation  d'une  conique  infiniment  petite  dont  le  centre 
est  au  point  O. 
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710.  En  remplaçant  h  par  z,  on  aura 

(2)  z  =  -  (rx*  H-  2sxy-h  ty*). 

Si  rt  —  s2^o,  cette  équation  représente  un  paraboloïde 
passant  par  la  section  A'M'B',  et  ayant  pour  sommet  le 
point  O.  Ce  paraboloïde  va  nous  servir  à  calculer  le  rayon 
de  courbure  d'une  section  normale  quelconque  OM'C. 

Nommons  p  le  rayon  de  courbure  de  la  section  OM'C 
au  pointO.  On  a  (première Leçon  complémentaire,  n° 6*). 

p  =  lim  —   -  =  hm  — r-  =  hm j-~ . 

Pour  en  déduire  la  valeur  de  0,  faisons,  dans  l'équa- 

tion  (2), 

x  =  O'  M'  cos<p,     y  —  O'M'sin?, 

ç  désignant  l'angle  a: ON.  On  aura 

0'M'2(rcoss9  4-  25sincpcos<p  +  fsin'<p)  =  2A, 
d'où 

[3)  p= - » 

rcos2?  H- 2JSiny  cosf -Wsiir'f 

formule  déjà  obtenue,  par  une  autre  méthode  (n°  700). 

O'M" 
7H.  L'égalité  p  =  —  —fait  voir  que  les  rayons* de 

courbure  des  différentes  sections  normales  sont  propor- 
tionnels à  O'M'1.  Supposons  donc  que  sur  la  traceduplan 

(Y  M' 
«ON  dans  le  plan  des  ocy  on  prenne  ON  ===  — ^r  >  on  aura 

AVI    _        ,        ,  O'M' 

p=OJV.  De  plus,  le  rapport —— sera  constant  pour 

toutes  les  sections  normales.  La  courbe  ÀNB  ainsi  obte- 
nue sera  donc  semblable  à  À'M'B',  et  aura  pour  centre  le 
point  O.  Cette  courbe,  qui  donne  tous  les  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  faites  au  point  O,  est 
nommée  Y  indicatrice  de  la  surface  en  ce  point. 
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712.  Quand  l'intersection  de  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent,  et  infiniment  voisin,  est  une 
hyperbole,  il  faut,  en  même  temps,  considérer  une  autre 
section  produite  par  un  second  plan  parallèle  au  plan 
tangent,  de  l'autre  côté  de  ce  plan.  On  obtient  par  là 
une  hyperbole  conjuguée  de  la  première.  Dans  ce  cas, 
l'indicatrice  se  compose  de  deux  hyperboles  conjuguées, 
et  Ton  a  p  =  rh  ON*,  suivant  que  l'hyperbole  sur  la- 
quelle se  trouve  le  point  N  correspond  à  une  section 
faile  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  xy.  Le  rayon  de 
courbure  de  la  surface  devient  infini  et  change  de  signe 
quand  le  plan  sécant,  en  tournant  autour  de  la  normale, 
vient  passer  par  une  asymptote  commune  aux  deux 
hyperboles. 

CONSÉQUENCES   GÉOMÉTRIQUES. 

713.  Toute  courbe  du  second  degré  douée  d'un  centre 
ayant  un  diamètre  maximum  et  un  diamètre  minimum, 
on  en  conclut  que  la  surface  a  deux  sections  normales 
perpendiculaires  entre  elles  et  dans  lesquelles  le  rayon  de 
courbure  est  un  maximum  ou  un  minimum.  La  somme 
des  carrés  des  inverses  de  deux  diamètres  perpendicu- 
laires étant  constante,  il  en  résulte  immédiatement  que 
la  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales,  per- 
pendiculaires entre  elles,  est  constante.  En  un  mot,  à 
toute  propriété  des  diamètres  d'une  section  conique,  cor- 
respond une  propriété  des  rayons  de  courbure  des  sections 
normales  qui  passent  par  les  diamètres  de  l'indicatrice. 

714.  Quand  l'indicatrice  est  un  cercle,  le  point  consi- 
déré est  un  ombilic.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  aux  points  où  le  plan  tangent  est  parallèle  aux 
sections  circulaires.  En  eflet,  tous  les  plans  parallèles  dé- 
terminent, dans  une  pareille  surface,  des  sections  sembla- 
bles. Il  en  résulte  que  l'indicatrice,  qui  en  général  n'est 
semblable  qu'aux  sections  faites  parallèlement  au  plan 
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tangent,  à  une  distance  infiniment  petite,  sera,  dans  les 
surfaces  du  second  ordre,  rigoureusement  semblable  aux 
sections,  quelles  que  soient  leurs  distances  au  plan  tan- 
gent. 

Ainsi  dans  l'ellipsoïde  . 

J'  +  Ji  +  Ï^1*       «>*>«. 

il  y  a  quatre  ombilics  dont  les  coordonnées  sont 


X=of     x  =  ±a  >      z  =  ±c 

y  a2  —  c*  y  a>  —  c* 

cas  ou  l'expression  du  raton  de  courbure  se  présente 

sous  une  forme  illusoire. 

715.  La  formule 

i 
rcos'j  -+-  2J  siny  cos?  -h  f  sin'y 

précédemment  obtenue  pour  le  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  faisant  avec  le  plan  des  xz  un  angle  <p, 
dépend  des  valeurs  des  dérivées  partielles  du  second  ordre 
au  point  considéré  de  la  surface.  Nous  avons  tacitement 
admis  que  r,  s  et  t  avaient,  en  ce  point,  des  valeurs  déter- 
minées et  indépendantes  de  l'angle  cp.  Mais  ces  fonctions 

se  présentent  quelquefois  sous  Tune  des  formes  -  ou  — > 

quand  x,  y  et  z  deviennent  nulles;  il  faut  alors  cher- 
cher directement  les  rayons  de  courbure  des  sections 
normales  qui  passent  à  l'origine  des  coordonnées. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

(o  *=*•/(£ 

/  désignant  une  fonction  quelconque,  mais  bien  déter- 
minée, de  —  •  Elle  représente  une  surface  dont  les  sec- 
tions normales  à  l'origine  sont  des  paraboles  ayant  pour 
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axe  commun  Taxe  des  z.  Les  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  sont  : 

p=**f(£)-yf(J;» 

et  les  dérivées  du  second  ordre  : 

„^(£)_,J,(£)*£y.(J 


On  a  bien,  en  général,  par  ces  formules,  p  =  o, 
q  =  o,  pour  x  =  o,  y  =  o.  Quant  aux  valeurs  de  r,  s,  *, 
elles  se  présentent  sous  une  forme  indéterminée.  Mais 
il  est  facile  de  trouver  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
tion normale  dont  le  plan  fait  l'angle  <p  avec  le  plan  des 
xz.  Supposons  que,  dans  le  voisinage  du  point  O,  la 
surface  soit  représentée  par  la  fig.  121,  et  posons 
TOA  =  M'0'A'  =  cp.Ona 


..    O'ivr     _.    or 

p  =  lim  —ç^,  =  lim ; 

mais  3:  est  égal  à  0'M'cos<p,  et  l'équation  (1)  donne 

z=^z2  =  2C0S*?/(tangcp)=  -• 
O'M'  P 

Ondoitremarquerqu'enfaisantvarierranglecp,  le  rayon 
de  courbure  peut  avoir,  selon  la  forme  de  la  fonction/, 
un  nombre  quelconque  de  valeurs  maximums  ou  mini- 
mums, et  il  y  aura  autant  de  maximums  que  de  minimums 
puisque  ces  valeurs  doivent  se  succéder  alternativement 

Stirn.  —  An.,  II.  16 
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quand  on  fait  varier  <p  de  o  à  arc,  et  que  la  section  nor- 
male revient  à  sa  position  primitive. 

TANGENTES    CONJUGUÉES. 

716,  Soit  MM'  une  courbe  quelconque  située  sur  une 
surface  :  imaginons  les  plans  tangents  menés  parles  points 
Fijj.  122.  M  et  M'.  Si  le  second  point  se  rap- 

|z  proche  indéfinimentdu  premier, 

n,  l'intersection  des  deux  plans  va- 

in j  /  riera  de  position  et  deviendra,  à 

/        ^ -^      x        la  limite,  une  certaine  tangente  à 
/  f~       la  surface  passant  par  le  point  M. 

/y  Celte  droite  limite  et  la  tan- 

gente MT  à  la  courbe  MN  sont  dites  tangentes  conjuguées. 
Prenons  pour  origine  le  point  M,  pour  plans  des  coor- 
données xy,  xz,yz,  le  plan  langent,  et  les  plans  des  sec- 
tions normales  principales  correspondant  à  ce  point.  On 
aura,  au  point  M,  x  =  o,y  =  o,  s  =  o,  puis  p  =  o, 
7  =  0  et  s  =  0  (n°  702). 

L'équation  du  plan  tangent  en  Mf[x',y\  z1)  est 

Z  -  z' = // (  X  -  *  '  )  +  9  '  l  Y -- /  ) , 

p1  et  q1  désignant  les  valeurs  de  p  et  de  q  relatives  au 
point  M'.  D'après  la  formule  de  Maclaurin,  on  a 

z'  =  px'  -h  q/  4-  -  (rx'*  -4-  2 sx'f  -+-  ty'*)  -f- 

On  aura  donc,  en  négligeant  des  infiniment  petits  du 
troisième  ordre, 

z'=z  i(rx/I^-0',,)• 

On  trouvera  de  môme 

p'  =  rx',      q'  =  tjr' . 

Par  suite,  les  équations  des  plans  tangents  menés  aux 
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points  M  et  M7  seront 

Z=o, 

rr'  (X  —  *')  -+-  tf  \Y  -  y1)  -+-  i  (rr"-t-  t/*)  -  Z  =  o. 

Ces  deux  équations  représentent  l'intersection  des  deux 
plans  tangents.  Or,  si  Ton  porte  dans  la  seconde  la  valeur 
Z  z=  o,  on  aura,  en  réduisant, 

rx'  X  -t-  tf  Y  —  i  (rr"  +-  //')  =  o. 

Posons  jr'  =  mx\  m  étant  le  coefficient  angulaire  de  la 
projection  de  la  droite  MM',  qui,  à  la  limite,  se  confond 
avec  la  tangente  MT.  L'équation  précédente  devient 

rX  -f-  tm  Y x'  [r-T-  tm*)  =  o, 

et  quand  le  point  M'  se  réunit  au  point  M,  on  a  x'  =  o,  et 

équation  de  la  tangente  conjuguée  définie  plus  haut.  On 
voit  que  si  m'  désigne  son  coefficient  angulaire,  on  a 

m'=  —  ~ 
tm 

ou 

r 

■  -~  • 

t 


mm'  =zi- 


717.  Deux  tangentes  conjuguées  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice. 
En  effet,  si 


x*       y*  __ 


est  l'équation  de  l'indicatrice,  on  a,  entre  les  coefficients 
angulaires  de  deux  diamètres  conjugués,  la  relation 


.mm  = r 

a* 


16. 
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On  a  d'ailleurs  (702  et  711) 

«»=!•     *•  =  --, 

r  t 

par  conséquent, 

mm'  = =r • 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé.  Les  rayons  de 
courbure  étant  proportionnels  aux  carrés  des  diamètres 
de  l'indicatrice,  il  résulte  d'une  propriété  bien  connue 
des  sections  coniques  que  la  somme  algébrique  des  rayons 
de  courbure  correspondant  à  deux  tangentes  conjuguées 
est  constante. 

EXERCICES. 

1.  Trouver  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde 

X2         Y1        Z2 

aÀ       à*      cA 


le  lieu  des  points  qui  ont  des  indicatrices  semblables  (lieu  des  cour- 
bures semblables). 

Solution  :  E  et  F  étant  les  axes  de  Tune  des  indicatrices,  si  Ton 

E      F 

pose  >  =  s  +  £  >  le  lieu  demandé  sera  l'inUrsection  de  l'ellipsoïde 

par  la  surface  dont  l'équation  est 

a*Pi*v(£  +  £  +  Ç\  =(fl»+ *»  +  *»-*»_,-• -«')'. 

2.  Les  rayons  de  courbure  principaux  de  l'ellipsoïde  sont  donnés 
par  l'équation 

p       a2  Pc2 

r  \  P  P 

oû  p  désigne  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centro 
sur  le  plan  tangent  au  point  (x,  yy  z). 

3.  Pour  la  surface  xyz  =  m*,  on  a 

7  17,         7     ,         1\    P      ,      27W' 

p      y 
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4.  On  sait  que  des  droites  normales  à  une  surface  sont  aussi 
normales  à  une  infinité  d'autres  surfaces,  dont  chacune  est  à  une 
distance  constante  h  de  la  première,  de  sorte  que  deux  quelconques 
de  ces  surfaces  interceptent  sur  toutes  les  normales  une  longueur 
constante  Ces  surfaces  ont  les  mêmes  plans  de  sections  principales 
pour  tous  les  points  où  elles  rencontrent  une  même  normale.  Les 
courbes  indicatrices  des  surfaces  pour  ces  points  sont  des  coniques 
homofocales  ayant  leurs  axes  parallèles,  de  sorte  que  la  ligne  des 
foyers  est  constante  de  grandeur  et  de  direction. 


a.<r> 
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LIGNES   DE   COURBURE . 

718.  Soient  S  une  surface  rapportée  à  trois  axes  rec- 
tangulaires quelconques  ;  M  (or,  y,  z),  un  point  de  la  sur- 
face, et  MN  la  normale  en  ce 
point.  Si  M'  (x\yf,  z')  est  un 
second  point  de  la  surface,  voi- 
sin de  M,  la  normale  M'N'  ne 
rencontrera  pas  la  première 
normale  MN,  à  moins  qu'il  n'y 

o\ _  ajj    entre   les    coordonnées   de 

/  ces  deux    points   une  certaine 

/  relation  que  nous  allons  cher- 

cher. 
La  normale  MN  a  pour  équations 

(i)  X  —  x-\-p(Z  —  z)  =  o, 

(2)  y-jr-r-jfZ-*}— o. 

Si  p'  et  q'  désignent  les  valeurs  de  p  et  de  q  relatives 
au  point  M',  la  normale  M'N'  aura  pour  équations 

(3)  X—  *'-+-/>'  (Z  — *')— o, 

(4)  T-,r'-t-f'(Z-z')  =  o. 

En  éliminant  X  entre  les  équations  (i)  et  (3),  on  a 

x'  —  x  -h  p'z'  —  pz 
£+  — • 
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L'élimination  de  Y  entre  les  équations  (  a)  et  (4)  donne 


q'-q 


On  a  donc  l'équation  de  condition 

,  z ,         x'  —  xA-p'  z'  —  pz y'  —  r  -+-  q* V  —  qz 

[  o  j — . 

P  —P  H  —  H 

Cette  équation  et  celle  de  la  surface 

(6)  *=f{a>9y>) 

représentent  une  courbe  MM'  située  sur  la  surface,  et 
passant  par  le  point  M.  Toutes  les  normales  à  la  surface 
menées  par  les  divers  points  de  cette  courbe  iront  ren- 
contrer la  normale  MN. 

719.  Concevons  maintenant  que  le  point  M' se  rappro- 
che, de  plus  en  plus,  du  point  M  :  la  droite  MM'  devien- 
dra la  tangente,  et  les  différences  x' — x^j' — y,  zf —  zs 
p' — P)  q1 — q  devront  être  remplacées  par  les  différen- 
tielles dx,  dy,dz,  dp,  dq.  De  même  p'zf —  pz  =  d  [pz)y 
q* V  —  qz  =  d[qz).  On  aura  donc,  à  la  limite, 

dx  -f-  pdzA-  zdp         djr  -{-  qdz-\-  zdq 
dp  dq 

dx-\-pdz        djy-hqdz 

_ _— _ _ __ _  ^^  .  ____  • 

dp  dq 

m 

dz  =  pdx  -f-  q  dyy 
dp  =  rdx  -h  sdj, 
dq  =  tdjr  -h  sdx; 

'+f+p*%  _  /^ +  (■+?')  ^ 

dy  dy 

r-hs~  s-\-t-j- 

dx  dx 

ou  bien 

(8)|[(-+ffV-W](J)'  +  [(i+^r-(.+^<l£ 

(  -hpqr  —  (j  -\-p2)s  =  o. 


ou  simplement 

(7) 
Mais  on  a 


donc 
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Cette  équation  donne  deux  valeurs  de  -~  Elle  indique 

deux  directions  suivant  lesquelles  il  faut  passerdu  point  M 
à  un  second  point  infiniment  voisin,  sur  la  surface,  pour 
que  la   normale  en  ce  point  rencontre  la  normale  au 

point  M.  Prenons  l'une  des  valeurs  dey-»  et  la  valeur 

dz 
correspondante  de  —  •  Soit  M' le  point  correspondant. 

On  passera, de  même,  du  point  M' à  un  troisième  point  M*, 
et  ainsi  de  suite.  On  aura  donc  une  ligne  MM'M". . . , 
telle  que  toute  normale  à  la  surface  menée  par  un  de  ses 
points  rencontrera  la  normale  infiniment  voisine  en 
négligeant  des   infiniment  petits   d'ordre   supérieur  à 

celui   de   MM',   M' M",  etc.   La  seconde  valeur   de  -£ 

'  '  dx 

donne  une  autre  ligne  jouissant  de  la  même  propriéié. 
On  nomme  ligne  de  courbure  le  lieu  des  points 
d'une  surface  pour  lesquels  les  normales  se  rencontrent 
consécutivement.  Par  chaque  point  d'une  surface  il 
passe  deux  lignes  de  courbure  représentées  par  l'équa- 
tion différentielle  (8),  et  par  l'équation  de  la  surface. 
En  éliminant  z,  on  aura  l'équation  de  la  projection  des 
lignes  de  courbure  sur  le  plan  des  xy.  L'intégration 
donnera  deux  équations  contenant  deux  constantes  arbi- 
traires qu'on  déterminera  en  faisant  passer  la  ligne  par 
un  point  donné  de  la  surface. 

PROPRIÉTÉS    DES    LIGNES    DE    COURBURE. 

720.  Prenons  la  normale  MN  pour  axe  des  z  ipetq 
sont  nuls,  et  l'équation  (8)  devient 


(9) 


\£)  +('-0S-*=o. 


Le  produit  des  racines  de  celte  équation  est  égal  à  —  i  ; 
donc  les  tangentes  menées  aux  lignes  de  courbure  qui  se 
croisent  au  point  M  sont  perpendiculaires  entre  elles. 
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Si  maintenant  on  prend  les  plans  principaux  pour 
plans  des  zx  et  des  zy,  on  a  5  =  0  (702).  L'équa- 
tion (9)  a  une  racine  nulle  et  l'autre  infinie  :  donc  les 
deux  lignes  de  courbure  ont  respectivement  pour  tan- 
gentes, au  point  M,  Taxe  des  x  et  Taxe  des^y,  c'est-à-dire 
les  tangentes  aux  sections  principales.  Les  deux  séries 
de  ligne  de  courbure  se  coupent  donc  à  angle  droit  sur 
la  surface  et  la  partagent  en  rectangles  infiniment  petits. 

Si  l'on  avait,  à  la  fois,  s  =  o,  r  =  £,  les  deux  valeurs  de 

—  seraient  indéterminées.  Il  y  aurait  une  infinité  de 

tue  J 

lignes  de  courbure  passant  par  le  point  M,  autour  duquel 
toutes  les  courbures  seraient  égales  :  ce  serait  donc  un 
ombilic.  Ce  caractère  peut  servir  à  trouver  les  ombilics 

d'une  surface,  car  si  l'on  exprime  que  l'équation  (8)  donne 

dr 
pour  —  une  infinité  de  valeurs,  on  aura  les  deux  condi- 
tions déjà  trouvées  (706) 

1  ■+-  p* 1+7* p<i 

r  t  s  ' 

721.  Soient  O  un  point  de  la  surface,  Oz  la  normale, 
OA  et  OB  les  deux  lignes  de  courbure,  Ox  Oy  leurs 
tangentes.  Si  0;  et  O'  sont  deux  points  infiniment  voisins 
du  point  O  sur  les  lignes  OA  et  OB,  les  normales  O'K 
et  O'L  peuvent  être  considérées  comme  rencontrant  Oz  : 

soient  K  et  L  les  points  d'inter- 
section. Je  dis  que  OK  et OL sont 
les  rayons  de  courbure,  au  point 
O,  des  sections  principales^  Ox, 
zQy.  En  effet,  puisque  Ox  est 
tangente  à  la  courbe  OA,  le 
point  0;  infiniment  voisin  du 
point  O  sur  OA  peut  être  consi- 
déré comme  appartenant  au  plan 
zO&*  Donc  la  droite  O'K  qui  est  normale  à  la  courbe 
OA,  comme  étant  normale  à  la  surface,  déterminera,  par 
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sa  rencontre  avec  la  normale  Oz,  le  centre  de  courbure 
de  la  section  principale  située  dans  le  plan  zOx.  On 
ferait  voir  de  la  même  manière  que  OL  est  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  principale  faite  par  le  plan  zOy. 

722.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  le  calcul. 

Soient 

|  X-*^/»(Z-i)=o, 

{l)  \  Y  -y  +  q  (Z  — s)  =  o; 

j   X-*'+/7'(Z-z')=:0, 

(2)  I  Y— ,r'-M'(Z--*r)  =  o 

les  équations  de  deux  normales.  Si  le  point  (x,y>,  z) 
coïncide  avec  l'origine,  et  que  le  point  ( x\y\  z1)  soit  infi- 
niment voisin,  les  équations  (i)  se  réduisent  à 

X  — o,     Y  =  o, 

et  les  deux  autres  donnent,  au  point  commun, 

—  dx  -f-  dp(Z  —  dz)  —  —  dx  -f  Zrdx  z=  o, 

—  dy  -h  dq  (Z  —  dz)  =  —  dy  -+-  Ztdy  ==  o, 

ou  bien 

dx  (Zr —  i)  =  o, 

dy(Zt  —  i)  zir  o. 

On  ne  peut  pas  supposer  dx  et  dy  nulles  à  la  fois,  mais 
on  peut  satisfaire  à  ces  deux  équations,  soit  en  posant 

(3)  dx=io9     Z  — -, 
ou  bien 

(4)  dy=-o,     Z  =  i. 

Dans  le  premier  cas,  puisque  dx  —  o,  la  tangente  coïn- 
cide avec  Taxe  des  y,  et  Z  =  -  est  le  rayon  de  courbure 
principal.  Même  conclusion  à  tirer  du  second  système. 

723.  Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  points  de 
rencontre  des  normales  soient  les  centres  des  cercles 
osculateurs  des  lignes  de  courbure,  car  ces  normales  se 
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coupent  consécutivement  et  sont  tangentes  à  une  même 
courbe,  propriété  qui  n'appartient  jamais  aux  normales 
menées  par  les  centres  de  courbure  d'une  courbe  gauche. 
Et  même,  les  lignes  de  courbure  peuvent  être  planes  sans 
que  leurs  cercles  osculateurs  se^onfondent  avec  ceux  des 
sections  principales.  Il  faut  pour  cela  que  leurs  plans 
osculateurs  soient  normaux  et  que,  par  conséquent,  les 
lignes  de  courbure  soient  les  lignes  de  plus  courte  dis- 
tance sur  la  surface  (61e  Leçon).  Par  exemple,  dans  les 
surfaces  de  révolution,  les  lignes  de  courbure  sont  les 
méridiens  et  les  parallèles.  Les  méridiens  sont  des  sec- 
tions principales,  parce  que  leurs  plans  osculateurs  sont 
normaux  à  la  surface.  Les  parallèles  sont  des  lignes  de 
courbure  planes  sans  être  des  sections  principales. 

« 

CALCUL   DES    RAYONS    DE  COURBURE  PRINCIPAUX    EN   UN 
POINT    QUELCONQUE    D'UNE   SURFACE. 

724.  Le  théorème  démontré  (722)  permet  de  calculer 
les  courbures  principales  en  un  point  d'une  surface,  l'ori- 
gine étant  quelconque. 

La  normale  menée  au  point  M  de  la  surface  a  pour 

équations 

(  X  —  x-\-p{Z  —  z)  —o, 

(  i   Y—  y  +  q(Z—z)=o. 

Si  M'  est  un  point  infiniment  voisin,  pris  sur  la  ligne 
de  courbure,  la  normale  correspondante  rencontrera  la 
première  normale  en  un  point  dont  le  Z  sera  donné  par 
chacune  des  deux  équations 

(2)  Z-*:= -^—, 

r-hs  — 
dx 

(3)  z-*=     a^t± — 

dx 
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En  éliminant  -f-  entre  ces  deux  équations,  on  aura 

dx  * 

(  (/*-J-)(Z-*}» 

(4)       -  [(»  +/>')  ^(i  +  ïV-  »w]  (z  -  *) 

(  *  +  I  +p*-hq*=  o. 

Cette  dernière  équation  donne  deux  valeurs  de  Z —  z, 
et,  par  suite,  de  Z,  qui  correspondent  aux  centres  de 
courbure  des  deux  sections  principales.  Appelons  p  l'un 
des  rayons  de  courbure,  on  aura 

p  =  v/(X  -  *)»+  (Y  —  jr)» -h  (Z  -  *)», 
valeur  qui  se  réduit,  en  vertu  des  équations  (i),  à 


p  =  (Z  —  z)  \Ji+p2-hq*, 
d'où 

z  — «  =  p     

Si  Ton  substitue  cette  valeur  de  Z  —  z  dans  l'équation  (4), 
on  aura,  en  réduisant  et  ordonnant, 

d'où  Ton  déduira  les  valeurs  des  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux. 

725.  Les  normales  d'une  surface,  menées  par  les  diffé- 
rents points  d'une  ligne  de  courbure,  forment  une  surface 
développable,  puisque  deux  normales  consécutives  se  ren- 
contrent. Pour  avoir  l'équation  de  cette  surface,  il  faut 
éliminer  x,y,  z  entre  l'équation  de  la  surface  proposée, 
les  équations  (i)  d'une  normale  et  l'équation  (8)  du 
n°  719  qui  exprime  que  le  point  (x,y9  z)  est  sur  la 
ligne  de  courbure. 

On  obtiendra  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toutes 
les  sections  principales  d'une  surface  représentée  par 
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Piqua  lion 

F(o:,7,*)  =  o, 

en  éliminant  x,  y^  z  entre  cette  équation,  celles  de  la 
normale,  et  F  équation  (4)  où  Z  se  rapporte  au  point  de 
concours  de  deux  normales  infiniment  voisines.  Cette 
surface  se  composera  de  deux  nappes,  puisque  chaque 
normale  contient  deux  centres  de  courbure. 

APPLICATION    DES    THÉORIES    PRÉCÉDENTES    AD    PÀRABOLOÏDE 

ELLIPTIQUE. 

726.  Équation  différentielle  des  lignes  de  courbure.  — 
Soit 

(i)  •=  —  4-7-7*      a>£>o, 

ia        ib 

l'équation  d'un  para  bol  oïde  elliptique.  On  a,  dans  cet 
exemple, 

(2)         />  =  -,      ?=T>      r=-»      *  =  0,      t=~* 
a  b  a  ù 

L'équation  générale  (719) 

(i  4-  p*)  dx  +  pqdy (i  +  fj*)  dy  -4-  pqdx 

riix-\-sdy  sdx-\-tdy 

devient 

î[5*+*('+5)]-T[S***'(-f)} 

ou,  en  ordonnant, 

xy  dy7        /  i         i         X*  y3\  <ty         x?   

flï",S  +  lï"~â+  ~d*b  ~  âtë)  dx~~  ârb~~~°y 


y 

et,  multipliant  par  ~» 


rdx 


l/z£*.ra«/xa        \ï       «        /ï'A       ab*)x*xdx 
(3)   ' 


( 


a54  cours  d'analyse. 

c'est  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  du 

paraboloïde  elliptique. 

Intégration  de  V équation  (3).  —  Si  l'on  fait  x*  =  m, 
y%  =  m,  cette  équation  devient 

.  .         i       (du\*      /i        i  9  u  \  du         u    

Comme  u  et  c  n'entrent  qu'à  la  première  puissance, 
on  peut  y  satisfaire  en  substituant  à  u  une  fonction 
linéaire  de  v.  Posons 

m  =  a*  +  c  ,      d  ou     —  —  c. 

En  remplaçant  u  et  —  par  ct>  +  c'  et  c  dans  Téqua- 

tion  (4),  les  termes  qui  multiplient  v  se  détruisent,  et  il 
reste 

\b        a        ab1JC~~a1b~~0y 

d'où 

.       ab  (a  —  b)c 

c  —  — I "' 

6  -+-  ac 

La  constante  c  reste  donc  arbitraire»  et  comme  l'inté- 
grale ne  doit  en  déterminer  qu'une,  il  en  résulte  que 
u  =  eu  -h  c',  ou 

6  -h  ac 

est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3).  En  faisant  va- 
rier c,  on  aura  les  projections  sur  le  plan  des  xy  de  toutes 
les  lignes  de  courbure.  Ces  projections  sont  des  ellipses 
si  Ton  a  c<^o,  des  hyperboles  quand  c  est  ^>  o.  Elles 
ont  toutes  leur  centre  à  l'origine. 

Détermination  delà  constante  c,  —  Si  Ton  veut  avoir 
les  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un  point  (x\  j'7  z') 
de  la  surface,  on  déterminera  c  par  l'équation 

ab(a  —  b)r 
b  -H  uc 


s?  r 
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OU 

(6)     ax'*c*  -+-  f  bat*  —  ay'*-+-ab{a  —  b)]c  —  £/»  =  o. 

On  en  tire  deux  valeurs  de  c  réelles  et  de  signes  contraires, 
puisque  a  et  &  sont  de  même  signe.  Ces  deux  racines 
étant  désignées  par  m  et  —  n9  les  projections  des  lignes 
de  courbure  seront  représentées  par  les  équations 

ab{a—  b)m 
(n)  jr  =  «*»  H 7 > 


La  première  courbe  est  une  hyperbole,  la  seconde  une 
ellipse. 

Discussion.  —  La  constante  m  peut  varier  de  o  à  Tin- 

L 

fini,  mais  la  constante  n  doit  être  plus  grande  que  -  ?  et 

ne  peut  varier  que  de-  à  l'infini.  En  effet,  l'équation  (8) 

étant  mise  sous  la  forme 

ab(a  —  b)  n 


jr*-h  nx*=z 


an  —  b 


* 


le  second  membre  doit  être  positif:  donc,  puisque  a  est 

]>  è,  il  faut  que  Ton  ait  an  —  b  ]>  o,  ou  n  ]>  -• 

Examinons  maintenant  les  hyperboles  représentées  par 
l'équation  (7).  A  cause  de  l'hypothèse  a^>&,  elles  ont, 
toutes,  leur  axe  réel  dirigé  suivant  Taxe  des  j*.  La  valeur 
du  demi -axe  transverse  est 


I ab  (a  —  b)  m 

~i — : > 


y        0  -t-  a*n 
ou  bien 


Jab(a  —h) 

V 


b 
m 


Si  m  varie  de  o  à   l'infini,  cet  axe   augmente  de  o  à 
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yjb(a  — b).  En  mettant  l'équation  (7)  sous  la  forme 


m  b  -h  am 


on  voit  que  pour  m  =  00  elle  se  réduit  à  x  —  o.  L'hy- 
perbole se  confond  alors  avec  l'axe  des^y,  ou  plutôt  avec 
la  portion  de  Taxe  des  y  qui  commence  à  une  distance  de 

l'origine  égale  à  dt  \jb  (a  —  b). 

Les  ellipses  représentées  par  l'équation  (8)  ont  leurs 
axes  dirigés  suivant  les  axes  des  x  et  desj'. 

Les  demi-axes  ont  pour  expressions 


v/5 


—  b)  /ab(a-b) 


b 

a 

n 


Le  premier,  dirigé  suivant  Taxe  des  x,  diminue  de  Tin- 
fini  à  o,  quand  n  augmente  de  -  à  l'infini.  L'autre  demi- 

axe  diminue  de  l'infini  jusqu'à  \jb  (a  —  b).  Donc,  tout 
point  situé  sur  l'axe  des  y  et  a  une  distance  de  l'origine 

plus  grande  que  yjb  (a  —  b)  sera  le  sommet  d'une  de  ces 
ellipses.  Pour  n  =  00  l'ellipse  se  réduit  à  l'axe  desj^, 
comme  le  montre  l'équation  (8)  mise  sous  la  forme 

j*  ,       ab{a  —  b) 

—  =  —  x*  H —  : 

n  an  —  b 

cela  résulte  encore  de  ce  que  l'autre  axe  se  réduit  alors 
à  o. 

Si  x'  =  o,  une  des  valeurs  de  c  est  infinie,  et  l'autre  est 
positive  ou  négative  suivant  que j''  est  inférieur  ou  supé- 
rieur à  \jb  [a  —  b  ) .  Les  projections  des  lignes  de  courbure 
sont  alors  l'axe  des  y,  et  des  hyperboles  ou  des  ellipses. 

selon  que^'  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  \jb  [a  —  6). 
S\yf  =  o,  une  des  valeurs  de  c  est  nulle,  et  l'autre  tou- 
jours négative.  Dans  ce  cas,  les  lignes  de  courbure  ont 
pour  projections  l'axe  des  x  et  des  ellipses* 
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EXERCICES. 


1.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde* 
Solution  :  Soit 


l'ellipsoïde  donné,  a  >  b  >  c.  Les  projections  des  lignes  de  cour- 
bure sur  le  plan  des  xy  sont,  pour  l'un  des  systèmes,  des  ellipses 


x1      r* 


X2  '  Y3  =  *' 

X  et  Y  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'hyperbole 

et,  pour  le  second  système,  des  hyperboles 

dont  les  demi-axes  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse 

a2 — c2  ar — c3 

Sur  le  plan  du  grand  axe  et  du  petit  axe  les  projections  des  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  sont  des  ellipses. 

2.  Lorsque  trois  surfaces  se  coupent  orthogonalement,  l'intersec- 
tion de  deux  quelconques  d'entre  elles  est  une  ligne  de  courbure 
de  l'une  et  de  l'autre. 

3.  Lorsque  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  ligne  de  cour- 
bure commune  à  l'une  et  à  l'autre,  elles  se  coupent  sous  le  même 
angle  en  tous  les  points  de  cette  ligne. 


Stcum.  —  An*i  II.  \~] 
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CINQUANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FINIES.  -  CALCUL  INVERSE 

DES  DIFFÉRENCES. 

Notions  préliminaires.  —  Différence  n*""  du  premier  terme  d'une  suite, 
en  fonction  des  termes  de  cette  suite.  —  Terme  général  d'une  suite,  en 
fonction  du  premier  et  de  ses  différences  successives.  —  Différences  des 
fonctions  entières.  —  Différences  de  quelques  fonctions  fractionnaires, 
ou  transcendantes.  —  Théorèmes  généraux.  —  Intégration  de  quelques 
fonctions. 


NOTIONS    PRÉLIMINAIRES. 

727.  Le  but  général  du  calcul  différentiel  est  de  cher- 
cher les  limites  des  rapports  des  accroissements  simultanés 
de  plusieurs  quantités  variables,  ce  que  Ton  peut  faire 
sans  considérer  les  valeurs  numériques  de  ces  accroisse- 
ments. Dans  le  calcul  aux  différences  finies,  on  s'occupe», 
au  contraire,  de  ces  valeurs  numériques  et  on  en  cherche 
la  loi. 

Soient 

une  suite  de  valeurs  successives  que  reçoit  une  quantité 
variable.  Si  Ton  retranche  chacune  de  ces  valeurs  de  celle 
qui  la  suit,  on  obtient  ce  qu'on  appelle  les  différences 
premières  de  ces  valeurs,  et  on  les  représente  par 

en  sorte  que  Ton  a 

ic, —  n0  =  Atf0,     «a  —  Wi  =Aa„. .  . ,      ulH.K  —  trR  =  AuR,. . .  . 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  suite  des  diffé- 
rences premières,  on  obtient  une  suite  de  différences 
secondes,  qu'on  représente  par 

A'g9,     Aa#i>     A' «2,...,     A'if,,,...! 
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On  a  donc,  par  définition, 

Au,  —  Ar/*:=A*«0,      A«j  —  A«,  =  Aaf/,, .  .  .  • 

On  formera  de  la  même  manière  les  différences  troi- 
sièmes, quatrièmes,  etc. 

Par  exemple,  la  suite  des  carrés  des  nombres  entiers 

i,     4>     9?     rô>     ^5, . . . , 

a  pour  différences  premières 

O,      O,      7,      Q, . . .  ; 

et  pour  différences  secondes 

les  différences  troisièmes  et,   par  suite,  les  différences 
d'un  ordre  supérieur,  sont  nulles. 

Dans  cet  exemple,  toutes  les  différences  secondes  sont 
égales  à  a.  Si  l'on  admet  la  généralité  de  cette  loi,  on 
pourra  prolonger  indéfiniment  la  suite  des  différences 
premières,  et,  par  leur  moyen,  celle  des  nombres  carrés. 

728.  Le  calcul  des  différences  est  fondé  sur  quelques 
principes  analogues  à  ceux  qui  forment  la  base  du  calcul 
différentiel. 

En  premier  lieu,  u,  f,  z  étant  des  quantités  variables, 
on  a 

(i)  A(m-4-c —  :)=:A«  +  Ac  —  Az, 

c'est-à-dire  que  la  différence  d'une  somme  est  égale  à  la 
somme  algébrique  des  différences  de  ses  parties.  En  effet, 

A(«  +  " —  *)  =  («i  -4-  ^i  —  «,)  —  («  -+-  "  — *) 

=  (uï  —  u)+  [vx  —  v)—  (Zi  — -z) 
=  Ah  +Ac  —  Az. 

La  différence  d'une  constante  est  nulle.  Donc 

(l)  à(u  -+-  a )  =  Au. 

'7- 
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On  a  encore 

(3)  bau  =  a  Au  y 

car  ùau  =  aut  —  au  =  a  (ut  —  u)  =  a  Au. 

EXPRESSION    DE    A" II. 

729.  Proposons-nous  de  trouver  l'expression  de  A"  m 
en  fonction  de  i/,  u, , . . . ,  un.  On  a  d'abord 


Au  =  «, —  a, 

Aa,  =  u,  —  «,. 

Mais 

A2  a  —  A  a,  —  A 

donc 

A'a  —  u,  —  2a,  -f-  w- 

As//t  doit  être  composé  avec  us,  ut}  i/l9  comme  A*  m  avec 
r/t|  ui9  u.  On  a  donc 

A*Ut  ==  U3  —  211,  -+-  «,, 

et  en  retranchant  A*  m  de  A**/, , 

A8  a  =  Ui  —  3ui  -+-  3  a,  —  a. 

On  trouvera  de  la  même  manière 

A4  a  =  a4  —  4as  "+"  6a,  —  4W"  "+"  "» 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  que  les  coefficients  numériques 
qui  entrent  dans  l'expression  des  différences  A*  a,  A3 m, 
A4 a,  sont  les  coefficients  des  puissances  deuxième,  troi- 
sième, quatrième  du  binôme,  d'où  l'on  conclut,  en  géné- 
ralisant , 

n  [n  —  O  , 

(i)         A"a  =  utt  —  nu„_t  H //n_,  — .  .  . ± «, 

ou,  sous  une  forme  symbolique, 

égalité  qui  tiendra  lieu  de  la  précédente,  pourvu  qu'après 
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avoir  développé  le  second  membre  par  la  formule  du  bi- 
nôme, on  remplace  u°,  w1,  u% . . . ,  par  m,  ut,  ut,. . , . 
Pour  démontrer  la  généralité  de  cette  loi ,  posons 

On  aura  également 

et,  en  re tranchant  Anu  de  A"u« , 


A"+«  u  =  «„+,  —  A 

—  1 


«/,-f-B 

-4-A 


—  B 


l/B-3  -f"  .  .   .  1=  W. 


Or,  si  1,  À,  B,  C, . . .  sont  les  coefficients  de  (x  -f-  1)", 
on  sait  que  i,  î-t-A,  A-f-B,  B-+-C,...  seront  les 
coefficients  de  (x  H-  i)n+l.  Donc,  si  la  formule  (i)  est  vraie 
pour  l'indice  /i,  elle  l'est  encore  pour  l'indice  n  -f-  i,  ce 
qui  démontre  sa  généralité. 

730.  Autrement,  supposons  la  loi  démontrée  pour  l'in- 
dice n  et  posons 

b»u  =\  lLup  =  (u  —  i)C«), 


on  aura 


D'où 


A"«,  =\  Kup+l. 


â"+*u  =z\  Rk^,  —  V  Kup, 

=\  K(«/H-,  —  up), 
et,  sous  une  forme  symbolique, 

A"+Iii=y  KuP(u  —  1). 
Il  résulte  de  là 

A*+lu  =  (u  —  i)y  KuP  =  (u  —  i)(u  —  i)C»), 

et,  par  conséquent, 

A"+,a  =  (H  —  1  )(*+">. 
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EXPRESSION   DU  TERME  GÉNÉRAL  D'UNE  SUITE,  EN  FONCTION 
DU    PREMIER   TERME  ET  DE  SES  DIFFÉRENCES  SUCCESSIVES. 

731.  On  a,  par  définition, 

//,r=  tf -*-  A«, 
«,  =  ux  -4-  A«M 
Aut  —  Atf  -r  A3//. 

En  ajoutant  ces  équations,  membre  à  membre,  il  vient 

tt,rr«4-2Att-4-  A'a. 

On  aurait  de  même 

àu2  z=z  a  a  -h  2  A2  u  -f-  A3  m  , 

d'où,  en  ajoutant  ces  deux  équations, 

«s  —  «  -+-  3  A  u  -+-  3  A*a  -h  A3  « , 

et  ainsi  de  suite.  On  est  ainsi  conduit  par  induction  à  la 
formule 

n  (r?  —  1) 
(  1  )  tt„=zn  -\-  «  A  «  H A  u  -+-  ...  -f-  A"  w, 

1.2 

ou  à  la  formule  symbolique 

un—  {i  -h  A)(")«f 

dont  l'exactitude  se  démontrerait  par  le  mode  de  raison- 
nement employé  (729  et  730). 

DIFFÉRENCES    DES    FONCTIONS    ENTIERES. 

732.  Supposons  maintenant  que  u  soit  une  fonction  en- 
tière de  x  du  degré  m,  et  que  ut,  i/s,  ws, . .  . ,  représentent 
les  valeurs  successives  que  prend  celte  fonction,  quand  on 
doune  à  x  une  suite  d'accroissements  égaux  représentés 
par  /*.  Soit 
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On  aura 

Au=zA[(x  -4-  h)*  —  3?*]  +  B[(x  -4-  h  )m~x  —  .r"— '  ] 
-4-  C  f  (*  4-  /<)"-'  —  *«— »]  '-+-...  4-  K/i. 

En  développant  et  ordonnant  par  rapport  à  j?,  on  aura 
un  résultat  de  la  forme 

Aa  =  /nAA.z"— ' -t- B'*"*-* -h  C'*"-3-*-.  . .  H-  K'. 

Le  premier  terme  est  du  (m  —  i )«*«••  degré,  et  son  coeffi- 
cient se  forme  en  multipliant  le  coefficient  du  premier 
terme  de  u  par  l'exposant  de  ce  terme  et  par  A. 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  différence  pre- 
mière, il  en  résultera 

L*U  =  rn(m  —  i)  À/^x"— a-t-  B**w-S-H.  .  .  -4-  T; 

on  trouvera  de  même 

A*K  = /»(/?!  —  l)(/W  —  2)A/i*^-8+Bw.T*-*-|-...H-H'% 

et  ainsi  de  suite. 

Le  degré  de  chaque  différence  va  en  diminuant  d'une 
unité,  d'où  l'on  conclut  que  la  miime  sera  constante  et  se 
réduira  au  premier  terme,  dont  la  loi  est  connue.  On 
aura  donc 

Ainsi,  les  différences  miim0S  d'une  fonction  entière  du 
mième  degré  sont  constantes,  lorsque  la  variable  croît  par 
degrés  égaux.  Les  différences  suivantes  sont  donc  nulles. 

733.  Soit  u  =  a?".  Alors 

Ama  =  1 . 2 . 3 .  . . nifim, 

u,  =:  [x  -+-  h)my      u7=  (x  4-  2^)*, .  .  .  . 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule 

n  in  —  0  ,-^ 

(i)        A"/<  =  um  —  nu^x  h «„_,  -h  . . .  (729) , 

m.    m  A 


264  COURS  d'analyse. 

on  aura,  sî  n  =  ;n, 

(  i .  2 .  3 . .  .  mhm 

(2)      { 

(       ^far  +  wA)"-  iw[>-i-(/n  —  i) //]"  H-. .  .zhx". 

Faisant  x  =  o,  A  =  t, 

i.2.3. . . m 

(3)l  ...  ,  x         m  (m  —  0,  . 

Si  Ton  suppose  rc>m,  on  a  Ann  =  o,  et  la  formule  (i), 
en  faisant  encore  x  =  o,  A  =  i ,  donne 

(4)  o  =  nm  —  n(n  —  i/»H : («  —  a)»»  —  .... 

734.  Soit 

u  =  x(x  -h  h)  (x  -4-  2/*).  .  .[x  -t-  (n  —  i)  /j], 
on  aura 

(5)  Aa  =  (x-f-  /i)  (x-f-2/1).  .  .[x-f-  (n  —  i)//]/î/i, 

(6)  AJa  =  'xx-+-  2/<)...[i  +  (/i-i)A]«  (/t  — i)/ia, 

La  loi  de  formation  est  évidente. 

DIFFÉRENCES    DE    QUELQUES    FONCTIONS    FRACTIONNAIRES, 

OU    TRANSCENDANTES. 

735.  En  supposant  toujours  que  la  variable  croît  par 
degrés  égaux,  on  a 

i 

x(x  -h/i)  [x  -ha/tj..  \x  -h  (n  —  i)/i] 

—  nh 


A«  = 


x  (x  -+-  h)  (x  -+-  2/j)  . .  .  (x  -f-  w/j) 


__  7l(/l-f-l)Aa 

x(x  4-  ^j.  .  .(x  4-  /*/*)  [x  -h  («  -h  i)/<] 


et  ainsi  de  suite. 
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2°  «  =  ax, 

^u  =a*  (a*—  1), 

A'// =  <!*(«*  —  i)S 
et,  en  général, 

A"*I  = /!*(**  — l)\ 

3P  w  =  sin  (fljr  -h  b)f 

Ait  =sin  (ax  -4-cÀ  -f-  £}  —  sin(ax -f-  fc), 

A sin  (a*  -h  £)  =  2 sin  -  aA  cos  f  ax  H-  6  -f-  —  )  • 
On  a  de  même 


et, 


A  cos  (ax  H-  b  )  =  —  a  sin  —  a//  sin  (  <wr  +  6  H j  > 

Aasin  (fljr  4-  £)  =  2  sin  —  ah  A  cos  (  ax  -f-  &  H )  ; 

2  v  2  /  ■ 

ou,  à  cause  de  la  seconde  formule, 

Aasîn  (ax  -4-  b)  =  —  48"1*  —  sm  (*■*  -+-64-  tf^), 
et  ainsi  de  suite. 


CALCUL    INVERSE    DES    DIFFÉRENCES.    —    DÉFINITIONS 

ET   NOTATIONS, 

736.  Le  calcul  inverse  des  différences  a  pour  objet  de 
déterminer  une  fonction  quand  on  connaît  sa  différence 
finie,  ou  lorsqu'on  a  une  relation  entre  cette  fonction, 
quelques-unes  de  ses  différences  et  la  variable  indépen- 
dante. Mais  nous  nous  bornerons  au  premier  cas 

Soit  x  la  variable  indépendante  dont  l'accroissement 
Ax  est  supposé  constant  et  égal  à  h  ;  soient  F  (x)  la  fonction 
inconnue  etf(x)  la  différence  donnée  :  on  doit  avoir 

A  F  (*)=/(*),      ou      F(*  +  A)— F  (*)=/(*). 
La  fonction  F,(x)  dont  la  différence  est/(x)  se  repré- 
sente par  \  f(x) ,  et  se  nomme  Y  intégrale  aux  différences 
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finies  def(r).  D'après  ces  notations,  les  caractéristiques 

\  et  A  appliquées  à  la  même  fonction  se  détruisent,  et 

l'on  a 

737.  Dans  le  calcul  intégral  ordinaire,  quand  on  a  ob- 
tenu une  intégrale  particulière  d'une  différentielle  donnée, 
on  ajoute  à  cette  première  solution  une  constante  arbi- 
traire pour  former  l'intégrale  générale.  Dans  le  calcul  in- 
tégral aux  différences  finies,  ce  n'est  pas  une  constante 
arbitraire  qu'il  faut  ajouter  à  une  intégrale  particulière, 
mais  la  fonction  la  plus  générale  dont  la  différence  est 
nulle.  Ainsi  <p  (x)  étant  une  fonction  dont  la  différence 
estf(x),  il  faudra  qu'on  ait 

us  (x)  devant  satisfaire  à  l'équation 

Ad  (x)  =cr  (x  -\-  h)  —  gt  (.r)  =  o. 

La  valeur  de  la  fonction  ts  (x)  est  complètement  arbitraire 
quand  x  varie  depuis  une  valeur  quelconque  a  jusqu'à  la 
valeur  a  -f-  A.  Pour  les  valeurs  de  x,  qui  ne  sont  pas  com- 
prises daus  cet  intervalle,  la  fonction  u  (x)  sera  déter- 
minée par  la  condition  de  reprendre  la  même  valeur 
quand  x  augmente  de  h.  On  la  nomme,  pour  cette  raison, 
une  fonction  périodique. 

Cette  fonction  peut  être  représentée  par  une  courbe. 
Prenons    sur  Taxe    Ox   des    intervalles   AA;,  A' A", 
A/7AW,. . . ,  égaux  à  A;  puis,  élevons  les  perpendiculaires 
Fiff.  I25  égales  AB,  A'B;,  A"B",.... 

Traçons  à  volonté  l'arc 
BMB',  etsoitBB'B"B'"... 
une  ligne  composée  d'un 
nombre  indéfini  d'arcs 
x  égaux  à  BM6'.  L'ordonnée 
de  cette  courbe  aura  la  même  valeur  pour  des  valeurs 


CINQUANTE-SEPTIEME    LFÇON.  2,6*] 

de  x  dont  la  différence  est  A,  et  représentera  la  fonction 
cherchée. 

On  aurait  une  fonction  jouissant  de  la  propriété  en 
question,  si  Ton  prenait 

oW^V    sin  — — ,      cos  —j—  )  -, 

Y  désignant  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire. 

THÉORÈMES    SUR    LES    INTÉGRALES  AUX   DIFFÉRENCES  FINIES. 

738.  Dans  le  calcul  intégral,  /    f(x)  dx  représente  la 

somme  des  valeurs  de  la  différentielle  f(x)  dx  quand  x 
varie  de  a  à  b.  L'intégrale  aux  différences  jouit  d'une 
propriété  analogue. 

Soit  F  (x)  une  fonction  dont  la  différence  finie  estf(x). 
On  a,  quel  que  soit  X, 

àF(x)     ou     F(x  +  A)-F(/)=/(x), 

Appelons  x0,  xt,  .r, , . . .  ,  xn  des  valeurs  de  x  croissant 
par  intervalles  constants  et  égaux  à  A.  On  aura 

F  (*,)- F  (*.)=/(*.), 
F  (*,)- F  (*,)=/>,), 


F(*.)~  F('-«)  =/(■*— )* 
d'où 

(i)        F(.r.)  ~F(*0)  =/{*.)+/(.*■,)-»-..  .  +-/(*-.)• 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Notons  encore,  comme  exemple  de  l'analogie  des  deux 
calculs,  les  formules 

(2)  2^11  +v  —  z)  =  ^U+^—2JZ> 

(3)  \  au-=z  a\  a, 

conséquences  évidentes  des  formules  (i)  et  (3)  du  n°  728. 
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INTÉGRATION    DE  QUELQUES    FONCTIONS. 

739.  On  a  trouvé  (735,  a°) 
d'où,  en  désignant  par  C  une  fonction  périodique  (737), 


i 


a*=-r hC. 

ah  —  i 


Si  l'on  donne  à  x  les  valeurs  o,  i ,  2 , . . . ,  n  —  1 ,  on  a 
h  =  1 ,  et  en  appliquant  la  formule  (1)  du  nu  738,  on  aura 

an  i  a*  —  1 


a  —  1        a  —  1         a  —  1 


formule  qui  donne  la  somme  des  termes  d'une  progression 
géométrique. 

740.  On  a  trouvé  (735,  3°) 

A  sin  (ax  -t-  b  )  =  2  sin  -  ah  cos  (  ax  H h  b  )  1 

2  \         2        y 

changeons  a:  en  x >  il  vient 


A  sin  (  ax h  b  j  =  2  sin  -  ah  cos  (ax  -+•  b)f 


d'où 


sin  («-ÎL.4-  b\ 
\  cos  (ax  -+-  b)  = ^ - 


C. 


2  sin  -  aA 
2 


En  faisant  x  =  o,  1,  2,...,  n  —  i,on  aura 
cos 6  -+■  cos  (a -f-fc) -h cos  (20  + £)-+-• .  . -hcos[(/i  —  i)a-f-  A] 

2  sin -a  j 
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c'est-à-dire 

cos6  -f-cos(n  +  £)4-cos(2a-h6)4-.  •  .-t-cos[(/?  —  i)a-hb] 

.    na         In  —  1  \ 

sin  —  cos  I a  -h  6  j 

.       I 

sin -a 

2 

On  trouvera  de  la  même  manière 

sin  6  -4-  sin  (a  -f-  b  )  -+-  sin  (2a  -f  £)-+-.  . . -f-sinf  («  —  i)a  +  i] 

.    ira    .    //ï  —  ï  \ 

sin  —  sin  ( a  -f-  b  J 

'  -        »—■■■—■         —  »  ■  ■  !  — —  -        ■-  —  —    —         —  « 

.  I 

sin -a 

2 

741 .  En  intégrant  la  formule  (  5  )  du  n°  73  i,  et  rem- 
plaçant x  par  x  —  /i,  et  n  par  /i  +  i,ona 


l  \  x(x-+-  h). .  .[x-h(/i  —  \)h] 


(,)       *  (x-  h)x{x+-  A)..  \x  ■+■(«  —  Q/i]^ 

(/f  H-  i)7i 

On  tire  de  la  seconde  formule  du  n°  735  (i°),  en  y  chan- 
geant n  en  n  —  1 , 

1 


w 


1 


x{-r-T-h).  .  ,[x-*-(n  —  \)  h] 

=  __! ! +c 

\  (/ï— l)A  ar(x-t-A)  (*+2/j)...|>r-f-(/i— 2)/i] 

En  changeant  xenm-H  A,  dans  la  formule  (1),  puis 
faisant  h  =  1,  on  aura 

1 . 2.3... /1-+-2. 3.4 ...(«  4-i) 4-3. 4-5. ..(«-+-2) 4-... 
f3l  /  +i«(«  +  i)|fli  +  a)...  (m  4-/1  — 1) 

wfwj_TUmJ-?.V.    (m  -i-  n) 


n 


Ici  la  constante  est  nulle  parce  que  le  premier  membre 
est  nul  pour  m  =  o. 
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Par  exemple,  si  n  =  3,  on  a 
1.2. 3-4-2. 3. 4  4-3. 4» 5 -h.  . .  4-  m  (ira  4-  1)  (m  -+-  2) 

=  j  m  (  m  4-  i)(w  +  2)(w  +  3). 
On  tirera,  de  même,  de  la  formule  (a) 


.  1.2.../1       2.3...(/z  4-1)      """       /n(/«+i)...(w  +  «  —  1) 

(4)  {  r  _ 

/I  —  I    |_I  .2.3...(* — l)  (w  +  I)...(/M+fl — l)J 

Par  exemple,  on  a  :  pour  n  =  3, 


-t-  ô   /  ^  4-. .  .4- 


1.2.3       2.3.4       3-4-5      """      j»(/«  4- 1)  ^/ji  4- 2) 

1        1  1 

"~"  4         2  (m  4-l)(//*4- 2)1 

pour  n  =  2f 

11  i  i 

4 t  4- ...  4 =  I  — 


1.2        2.3  m  (m  4-  1 J  ffl  +  i 

Il  est  facile  de  vérifier  ce  dernier  résultat,  car  le  premier 
membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(—î)  +  (5-i)  +  (3-?)-'--,-(i-ïrT7)* 

et  la  somme  de  ces  termes   est  évidemment  égale   à 

1 
1 • 

«4-1 
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SUITE  DU  CALCUL  INVERSE  DES  DIFFÉRENCES.  -  FORMULES 

D'INTERPOLATION. 

Intégration  des  fonctions  entières.  —  Évaluation  des  sommes  par  les 
intégrales  ordinaires,  et  des  intégrales  par  les  sommes.  —  Formule  de 
Newton.  —  Formule  de  Lagrange.  —  Approximation  des  quadratures. 


INTÉGRATION    DES    FONCTIONS    ENTIÈRES. 

742.  La  formule  de  Taylor  permet  de  trouver  \  #w, 

et  plus  généralement  \  /(#),  f{&)  étant  une  fonction 

entière  de  x.  On  a 

/(*  +  *)-/(*) 
ou 

ce  développement  se  termine  de  lui-même. 
Si  l'on  intègre  les  deux  membres,  on  a 


/<*>=*]/(*> +££/• 


(*)-+-..., 


et,  si  Ton  pose  f(x)  =  xm+i , 


\  xm  -+•  (m  -+- 1)  m  —  \  xm~] 


xm+\  =  (/n-t-i)A  \  xm  •+•  (m  -+-  i)  m 

(m-±-i)m(m  —  i).,V 
-H  ^ L — v i  h*  X  xm-\  _+-... 

1.2.3  ^j 
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Pour  déduire  de  là  V  xn\  il  faut  faire  successivement 

m  =  o,  1 ,  2,  3.'. . .  -,  on  aura,  C  désignant  une  fonction 
périodique  (737), 


1 
1 


*•=:+<:, 


.r1  t        _ 

2.  h  2 

3  A  2  o 

4A  2  4 

5//  2  3  3o 


743.  La  formule  générale  (738) 

/(a?o)+/(o?1)-f-...-i-/(aril-i)  =  F(aril)  — F(a-o) 

permet  de  déduire  de  l'intégrale  \  xm  la  somme  S*,  des 

puissances  mièmes  des  nombres  1 ,  2,  3, . . . ,  n. 

Si  Ton  fait  h  =  1 ,  et  qu'on  donne  à  x  les  valeurs  o,  1, 

2,  3,...,  w,  ce  qui  change  \  xm  en  \  xm-hxtn,  on  aura 

2  2  2 

I  I  I  A/  (n  -f-  l)(2«  -h  l) 

3  2  O  1.2.0 
I              1              1              n7(rr  -1-  i^ 
424                        4 

S4  :=-/?> -h -*<-+--*'  —  ô~"> 
5  2  o  00 


On  remarquera  que  la  somme  des  cubes  des  «  premiers 
nombres  est  le  carré  de  la  somme  de  ces  nombres. 
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ÉVALUATION   DES  SOMMES   PAR  LES  INTÉGRALES  ORDINAIRES, 
ET   DES    INTÉGRALES    PAR    LES    SOMMES. 

744.  Soit 


V(*)=ff(*)d*     ou     /(*)  = 


dx 


On  a,  par  la  formule  deTaylor, 

Donnant  a  x  les  valeurs  x0j  Xi,xt9 . . . ,  xnmmi  et  dési- 
gnant xn  par  X,  il  en  résultera  : 

P(*,)-F(x.)=vw+  t;/'W  +  7tt/'W+-! 

1.2  1.2. v 

F(*J  -F(*,)= A/G'.)  '+  -^z  /'(*.)  +  r?V<*'  )  +  •••$ 

I  •  2  I  »  2  •  3 


F  (X)  -  F(*_,) 

ei,  en  ajoutant,  membre  à  membre, 

F  (X)  -  F  (*,)  =  h  [/{x.)  +/•(*,)  -+-...  -+-/(*.-,)] 

1  1.2 


Posons 

/(x.)  ■+-/(*,)  +  ...+/{*— i)=S/(*}. 

/'(*.)  +/*(*,)-+-. . .  +/(*»-,)  =  S/'(x), 

Comme  F(X)  —  F  (jr0)  n'est  autre  chose  que  l'intégrale 
définie  def(x)  dx,  prise  entre  les  limites  jr©  et  X,  l'é- 
galité (1)  pourra  s'écrire 

(2)  f  fr)dx  =  h&A*)+  ^*f(*)+  ^S/*(*)  +  ..- 
Stcrm.  —  An.,  I-  x° 
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Remplaçant/* (x)  successivement  par/7  (jr),/v(.r).... 
jans  légalité  (a),  on  aura 

/(Xî-/(*.)  =  AS/'W  +  ^S/^(*)+7^S/-'(*)  +  ... 

,,,  ;  /*  (X)-/'(*;  =  AS/' W+  £s/"(*-)  +  7^5 »/"(*)  +  . . 

(^jj    /  1.2  1.2.3 

/"(X)-/»(x.)  =  AS/"(.r)-f-  ^ls/"(r)+  •  •  • 


Multipliant  les  égalités  (2)  et  (3)  pan,  A/i,  B/j*,  CA3,..., 
et  ajoutant,  il  vient 

J     /(.r),/*+AA[/(X)-/(*.)]+BA>[/'(X)-  /(x„)] 
'  +Ch*[f"{X)-f"  {*.)]  +  ... 

=  AS/(x)+/,VWJ^+a) 


(4H 


/i'S/»(x) 


I  A 


1 .2.3  1.2 

I 


') 


+  A«S/"(x)( L  _+_A^  +  JL  +  cW..« 

V1.3  3.4      1  -3.3      1.2        y 

Le  second  membre  de  cette  égalité  se  réduit  à  hSJ(x), 
si  Ton  pose 

4- A  =  o, 
A 


T 

1  .2 
I 


4- 


I .2.3  I  .2 


-f- 


4-  B  =  o, 


B 


I .2.3.4  *  <2.3  * «2 


+  C  =  o, 


d'où  l'on  tire 


A= ,      B  —  — ,      C  =  o,     D  = — ,      E  =  o,...; 

2  12  72O 
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de  là  résulte 

S/(*)  =  jjT  /(x)dx-  l  [/(X)  -/(*.)] 
(5)      {  +  _LA[/'(X) -/'(*,)] 

-~/'*[/*(X)-/-(x.)]4-... 

formule  qui  sert  à  représenter  une  somme  au  moyen 
d'une  intégrale  définie. 

745.  L'équation  (5),  résolue  par  rapport  à  I    f(x)dx, 

fera  dépendre  la  détermination  d'une  intégrale  ordinaire 
de  celle  d'une  intégrale  aux  différences  finies.  En  rem- 
plaçant SJ(x)  par/(x-0)  H-/(*,)  H-/(j-,)  -H  -  •  -  ,  on 
aura 


(6)  _±*.|/(x) -/'{*.)] 


12 
I 


^(/-(X)-/"(x,j] 


•  »  •  • 


^20 

Le  premier  terme  du  second  membre  représente  la 
somme  des  trapèzes  inscrits  dans  la  courbe  y  =i/(x),  et 
déterminés  par  des  ordonnées  équidistantes.  Quant  au 
premier  membre,  il  représente  l'aire  de  cette  courbe. 

746.  Les  coefficients  A,  B,  C,. . .  étant  indépendants 
def(x),  on  peut  les  déterminer  au  moyen  d'une  fonction 
particulière.  Si  Ton  prend 

on  aura 

»X 

f\x)  djc  =  ex  —  e*° , 

S/(x)  =  c*«  +  «*•+*  +  ...-(-  <.•*•+<"-')  *  =  -    ~       , 

18. 


I 
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puisque  X  =  x9  -f-  nh.  Si  l'on  porte  les  valeurs  précé- 
dentes dans  l'équation  (4),  le  facteur  ex — e*«  se  trou- 
vera commun  aux  deux  membres,  et,  en  le  supprimant, 
on  aura 

JL 

( 7  )  -7 =  1  -f-  Ah  -h  Bh>  -f-  C/j»  -+- 

Il  suffit  donc  de  développer  -^ suivant  les  puissances 

de  h,  ce  qui  se  fera  par  la  formule  de  Maclaurin. 

On  sait  déjà  que  A  = *,  l'égalité  (7)  revient  donc  à 

la  suivante, 

i  +  BA'-t-CA'-f-..  .=  -r h  -  =  -1— m 

e*  —  1        2       a  (**  —  1) 

ou  bien 

A  _A 


2    2. 


<?a  —  e     a 


Le  second  membre  ne  change  pas  quand  h  est  remplacé 
par  —  h.  Donc  le  premier  membre  ne  doit  renfermer  que 
des  puissances  paires  de  A,  et  Ton  a 

C  =  o,     E  =  o , . . . . 

FORMULES     d'iNTERPOLATION.    —     FOBMULE    DE     NEWTON. 

747.  L'interpolation  a  pour  objet  de  trouver  une 
fonction  d'une  variable,  connaissant  les  valeurs  de  cette 
fonction  qui  correspondent  à  un  certain  nombre  de  valeurs 
données  de  la  variable.  Ce  problème  est  indéterminé 
tant  qu'on  ne  fixe  pas  la  forme  de  la  fonction  cherchée, 
car  il  revient  à  faire  passer  une  courbe  par  des  points 
donnés,  ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières, 
tant  que  la  courbe  n'est  pas  définie.  Le  problème  de  l'in- 
terpolation devient  déterminé  quand  la  forme  de  la  fonc- 
tion est  donnée  et  qu'elle  renferme  autant  de  paramètres 
distincts  qu'il  y  a  de  valeurs  données  de  la  fonction.  Par 
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exemple,  si  1  on  se  donne  n  -f-  i  valeurs  d'une  fonction 
entière  du  degré  /i,  correspondant  à  n  4- 1  valeurs  de  la 
variable,  on  aura  n  +  i  équations  pour  déterminer  les 
n  -+-  1  coefficients  inconnus. 

748.  Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  les  valeurs 
de  la  variable  sont  en  progression  arithmétique.  Soient 

n  -{-  1  valeurs  d'une  variable,  et  h  leur  différence  con- 
stante. En  choisissant  convenablement  l'origine  des  x, 
on  pourra  faire  en  sorte  que 

x#  =  o,     x%  =  hy     jra  =  2^,...,     xnz=nh. 

Soient 

les  valeurs  correspondantes  d'une  fonction  u,  que  nous 
supposerons  entière  et  du  niiau  degré.  À  l'aide  de  ces  va- 
leurs on  pourra  former  les  différences  successives  Auq, 
A* u0y  A8n0, ,  Abh0.  Mais  on  a  (731) 

m(m —  1) 

1.2 

Ce  développement  de  um  s'arrête  de  lui-même  au  terme 
qui  contient  Am£/0,  parce  que  les  coefficients  des  termes 
suivants  sont  nuls.  Ainsi,  on  peut  le  prolonger  indéfi- 
niment. En  supposant  m  moindre  que  n,  ou  au  plus  égal 
à  7i,  on  peut  écrire 

um=u9-t-mAu9-\ Aatf0-h... 

1 .2 

^  mfm —  ï)  (m  —  1).  ..(m  —  *-t-i)  Am 

4-  — ! — â A"««. 

I  .2.3.  .  ./! 

Remplaçons  m  par  y»  et  posons 

(a)    <  v 

X  i  X/.T  \  (X  \         i"W„ 
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Le  polynôme  u  se  réduit  évidemment  à  um  pour  x  =  mh  ; 
par  conséquent,  il  prend  les  valeurs 

lorsque  x  est  égal  à 

o,     k9     ih  , .  .  .  ,      /?/;, 

et  comme  ce  polynôme  est  du  nièms  degré,  il  satisfait  à 
toutes  les  conditions  du  problème. 

La  formule  (2)  est  connue  sous  le  nom  de  formule 
de  Newton. 

FORMULE    DE    LAGRAWGE. 

749.  Supposons  maintenant  que  les  valeurs  données 
de  x. 

* 

soient  quelconques.  Posons 

o(x)  =  u,     f(x)  =  (a?  —  x0)  (x  —  Xi)  ...  (x  —  xn): 
on  a  (1,331)  : 

[    ?(y)  _    ?(yo)  T  +    ?(gi)   J ._ 

1    /(*)  f\x*)X  —  X0  f\3Fl)X^Xl 

(     }  ^  *(*n)  T 


f'(xn)  (X  —  XH) 

Mais  on  a  cp(xA)=  w^et 

J    K       '        X  —  Xk 

Donc,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  l'égalité  (4) 
par  /(x),  on  aura  la  formule  d'interpolation  due  à 
Lagrange, 

(X    —X^  (X    —  X2)...(x    —Tn} 

(x  —  x0)  (x  —  ^2)..  •  (#  —  xn) 

— }—  - -.    U\ 

//\  y  (x\— &q)  (X\  —  Xt)...(Xt  —  xn) 


(X     —X0)  (X    —Xi)...(x    —Xn-\)  u 

(xn—x0)  {xn-—xi)...(xn—xn-i) 
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FORMULES    D'APPROXIMATION    POUR    LES    QUADRATURES, 
RECTIFICATIONS,    CUBATURES. 

750*  L'évaluation  des  aires,  des  longueurs,  des  vo- 
lumes se  ramène,  en  dernière  analyse,  à  la  détermination 
d'une  ou  de  plusieurs  intégrales  définies  relatives  à  une 
seule  variable.  Mais  il  est  souvent  impossible  d'effectuer 
l'intégration  indiquée,  et  il  faut  recourir  à  des  formules 
d* approximation . 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'évaluer  l'intégrale 

/     /(*)«*r  =  Sf 

ou  l'aire  de  la  courbe  j'  =f(x). 

La  formule  d'Euler  (746)  offre  un  premier  moyen  d'ob- 
tenir une  valeur  approchée  de  cette  intégrale.  On  peut 
aussi,  à  l'aide  des  formules  d'interpolation,  remplacer 
f(x)  par  une  fonction  entière  du  rikm*  degré  que  l'on 
intégrera,  ce  qui  revient  à  remplacer  la  courbe y=f[x) 
par  une  parabole  du  niim*  degré  qui  an-hi  points  com- 
muns avec  elle.  On  peut  encore  prendre  une  suite  de  para- 
boles du  second  degré,  et  remplacer  les  parties  corres- 
pondantes de  l'aire  cherchée  par  celles  de  ces  paraboles. 
C'est  celte  dernière  méthode  que  nous  allons  développer. 

751.  Partageons  l'intervalle  X  —  #0  en  un  nombre 
pair,  /i,  de  parties  égales.  Parles  trois  points  de  la  courbe 
(^0)^o)>  (^  +  ij<)'  (^o+2À,^2),  faisons  passer 
une  parabole  du  second  degré  doot  l'axe  soit  parallèle  à 
Taxe  des  y,  ce  qui  est  toujours  possible,  comme  on 
sait.  Désignons  par  z  l'abscisse  comptée  à  partir  du 
pied  de  la  première  ordonnée.  L'équation  de  la  para- 
bole sera 

^  =  A -t-  B*-h  C**, 
et  nous  aurons 

y0  =  A,      yx  =  A-hBA-f-CA*,      y%  =  A  -t-  2BA-+-  4GA2, 
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el  ensuite* 

=  j(A+4A4-4B^4-4CAJ-f-A4-2B^-|-4G//2); 


par  conséquent, 


x 


2À  À 

o  ° 


On  opérera  de  la  même  manière  sur  les  autres  parties 
de  Taire,  et  l'on  aura  une  valeur  approchée  de  cette  aire 
en  faisant  la  somme  de  ces  parties,  savoir  : 

3  (/•  •+-  4r.  +/0  ■+-  3  (>•  •+-  4^s  +.*) 
+  3  (ri  +  4r»  +/•)-+-•••+  3  (/•-»  ■+■  4r«-.  -+-7») » 

ce  qui  revient  à 
h 

Cette  formule  est  due  à  Thomas  Simpson. 


CINQUANTE-NEUVIÈME    LEÇON.  28  l 


CALCUL  DES  VARIATIONS. 


CINQUANTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

VARIATION  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 
But  du  calcul  des  variations. —  Définitions  et  notations.  —  Théorèmes  sur 
la  permutation  des  signes  à  et  J,    j   et  S.  —  Variations  d'une  intégrale 

définie    /  V  Jx.  —  Cas  où  Y  ne  dépend  pas  des  limites.  —  Cas  où  V 
contient  deux  fonctions  de  x.  —  Cas  où  V  dépend  des  limites. 


BUT    DU    CALCUL    DES    VARIATIONS. 

752.  Dans  les  questions  ordinaires  de  maximum  et  de 
minimum,  on  donne  la  forme  d'une  fonction  d'une  ou 
de  plusieurs  variables,  et  Ton  cherche  les  valeurs  parti- 
culières qu'il  faut  attribuer  à  ces  variables  pour  que  la 
valeur  de  la  fonction  diminue  ou  augmente  lorsqu'on  mo- 
difie très-peu  ces  variables.  Dans  le  calcul  des  variations. 
on  considère  une  intégrale  définie 


x 


x        x  dx    dx2 


qui  renferme  sous  le  signe  /  une  variable  x,  une  fonc- 
tion inconnue  y  de  cette  variable,  et  quelques-unes  de 
ses  dérivées,  et  il  faut  trouver  pour  y  une  fonction  f  (x) 
telle,  que  cette  intégrale  ait  une  valeur  plus  grande  ou 
plus  petite  que  si  l'on  remplaçait  {(x)  par  une  fonction 
d'une  forme  tant  soit  peu  différente.  On  voit  en  quoi  les 
nouvelles  questions  se  distinguent  des  questions  ordi- 
naires. Ce  n'est  pas  une  ou  plusieurs  valeurs  particulières 
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qu'il  faut  déterminer,  mais  la  forme  d'une  certaine  fonc- 
tion inconnue,  ou  la  valeur  de  y  en  fonction  de  x. 

753.  Plusieurs  problèmes  de  géométrie  conduisent  à 
chercher  le  maximum  ou  le  minimum  d'une  intégrale 
définie.  En  voici  un  exemple:  Étant  donnés  deux  points 
C  et  D,  trouver  une  courbe  plane  CMD  telle,  que  la  sur- 
face de  révolution  engendrée  par  le  mouvement  de  cette 
courbe  en  tournant  autour  d'un  axe  Ox  situé  dans  son 
plan,  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Fig.  126.  Soit  S  la  surface  :  en  posant 

_        OA  =  ;r0,  OB  =  xti    on    aura 
(1,  442) 


D 


Oj  A         F      fi 


J*.' 


Il  faut  donc  trouver  une  fonc- 
tion dex,y  =  f(x),  telle,  que  l'intégrale  précédente  ait 
une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes  celles 
qu'on  obtiendrait  en  modifiant  infiniment  peu  la  forme 
de  la  fonction  f  (x). 

754.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  nouvelles 
questions  diffère  peu  de  celle  qu'on  a  déjà  suivie  dans  les 
questions  ordinaires  de  maximum  et  de  minimum.  On 
suppose  connue  la  fonction  cherchée  :  on  la  fait  varier 
infiniment  peu,  et  Ton  exprime  que  la  valeur  de  l'inté- 
grale augmente  si  cette  intégrale  doit  être  un  minimum, 
ou  diminue  si  elle  doit  être  un  maximum.  Mais  pour 
arriver  à  ce  résultat  il  faut  trouver  les  accroissements  ou 
variations  dey  et  des  quantités  qui  en  dépendent,  quand 
on  change  la  fonction  de  x  qui  exprime  y. 

DÉFINITIONS   ET    NOTATIONS. 

755.  Soient 

l'équation  d'une  courbe  CMD,  et 
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l'équation  d'une  autre  courbe  C'ND'  qu'on  obtiendrait 
en  faisant  varier  extrêmement  peu  la  fonction  f(x) .  Si  Ton 
appelle  oy  l'accroissement  de  l'ordonnée  MP  quand  on 

passe  à  la  seconde  courbe,  l'ab- 
scisse restant  la  même,  on  aura 


Fig.  127. 


y 


ou 


fy  —  kp  __  MP, 

^^(.rj-f  f^- 


Cette  différence  dy  est  ce  qu'on 
nomme  la  variation  de  l'ordonnée  ou  de  la  fonction. 

On  voit  par  là  que  la  différentielle  est  l'accroissement 
de  l'ordonnée  quand  on  passe  du  point  M  à  un  point  infi- 
niment voisin  sur  la  même  courbe,  tandis  que  la  variation 
est  l'accroissement  de  cette  même  ordonnée  quand  on  passe 
du  point  M  à  un  point  infiniment  voisin  sur  une  courbe 
infiniment  peu  différente  de  la  courbe  donnée. 

756.  On  ramène  les  variations  aux  différentielles  en 
regardant  y  comme  une  fonction  de  x  et  d'un  paramètre 
arbitraire  t.  Soit 

y  =<p(.r,f), 

et  supposons  que  <f  (x,  t)  devienne  f(jr)  pour  une  cer- 
taine valeur  de  t,  et  que  pour  une  valeur  peu  différente, 
t-t-dt)  cette  fonction  devienne  £(x).  En  appelant  dy 
l'accroissement  infiniment  petit  de  j,  lorsque  t  reçoit 
l'accroissement  $t,  on  aura 

J  Ut 


Si,  au  contraire,  t  reste  constant,  on  a 


-d-ld*. 


dx 


Ainsi  dy  et  dy  sont  les  différentielles  d'une  même 
quantité;  mais  dy  est  la  différentielle  de  y  considérée 
comme  fonction  de  t,  x  restant  la  môme;  tandis  que  dy 
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est  la  différentielle  de  y  considérée  comme  fonction  de  x, 
t  ne  changeant  pas. 

757.  Il  est  souvent  nécessaire  de  faire  varier,  à  la  fois, 
x  et  y,  quand  on  passe  de  la  courbe  proposée  à  la  courbe 
infiniment  voisine.  On  représente  alors  par  dx  et  par  iy 
les  accroissements,  d'ailleurs  arbitraires,  de  ces  deux 
variables.  On  peut,  sans  établir  de  liaison  entre  ces  ac- 
croissements, regarder  x  et  y  comme  des  fonctions  d'une 
variable  indépendante  u,  et  d'un  certain  paramètre  t  :  soit 

On  supposera  que  pour  une  valeur  particulière  de  f, 
par  exemple  t  =  o,  y  devienne  une  certaine  fonction 
de  Xy  ((x)  et  que  x  devienne  une  fonction  quelconque 
de  u,f(u).  On  aura  donc 

f  {u,  o)  =/(«),     û(u,o)  =  ( [/(«)]. 

En  faisant  ensuite  varier  t  d'une  manière  continue,  à 
partir  de  o,  la  forme  de  la  fonction  de  x,  représentée 
par  y,  changera  insensiblement. 

Pour  avoir  les  variations  de  x  et  de  yy  on  multipliera 
par  dt  les  dérivées  de  ç(m,  t)  et  de  ^(w,  /)  par  rapport 
à  £,  et  Ton  aura 


»-  =  (!')»<■    «r  =  l  =*!»<■ 


=(3).' 


au  lieu  que,  si  laissant  à  t  une  valeur  constante  on  faisait 
varier  u,  on  aurait 

djcz=  -~  du,      dr  =  —r-  du, 
du  du 

758.  Lorsque  x  et  y  prennent  les  accroissements  Sx 
et  ây,  toute  fonction  U,  qui  dépend  de  x,  dey,  et  d'une 
ou  de  plusieurs  dérivées  de  y  par  rapport  à  x9  prend  un 
accroissement  correspondant  AU.  On  appelle  variation 
de  U  la  partie  de  A  U  qui  ne  dépend  que  des  premières 
puissances  des  variations  cJ^r  et  $y. 
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Or,  d'après  la  formule  de  Taylor,  on  a 
TT       dV  .         dli  . 

On  aura  donc 

.TT       d\5  dV. 

dx  dy    J 

Si  Ton  considère  xetj  comme  des  fonctions  d'une  va- 
riable indépendante  u  et  d'un  paramètre  £,  on  aura 

*U  =  —  Se, 

dt 

—  désignant  la  dérivée  par  rapport  à  t,  de  U  considérée 

ddJL 

dy        dx 
comme  fonction  de  ar,  r,  — ?  -3 — >  •  •  »  >  et  ces  dernières 

•^     dx      dx 
quantités  comme  fonctions  de  t. 

759.  On  appelle  variation  seconde  d'une  fonction  U 
la  variation  de  dU  :  on  la  désigne  par  cJ'U.  La  variation 
de  cette  dernière  est  appelée  variation  troisième  de  U  et 
se  désigne  par  d'U,  et  ainsi  de  suite. 

THÉORÈMES    SUR    LA    PERMUTATION    DES   SIGNES 

d  ET  0 


,   Tet  J. 


760.  La  variation  de  la  différentielle  d'une  fonction 
de  x  est  égale  à  la  différentielle  de  la  variation. 

En  effet,  on  a  (758) 

,rfU  d\] 

d  ~d~ 

8dV=z—^-du9e9     dê\J  =  --P-ttdu. 

dt  du 

Donc 

$dV  =  dt\J, 

ce  qu'il  fallait  démontrer 
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761.  On  conclut  de  là 

*.<*>U  =  rf'.*U, 

puisque 

3.d7U  =  Sd.dU=zd.$dU  =  J.d.$U, 

et  généralement 

9mdmU  =  dm9mU. 

762.  On  peut  aussi  inteivertir  l'ordre  des  signes  S 


etf- 


En  effet,  soit 

U=   /       Vdx; 

soient  w©  et  ut  les  valeurs  de  la  variable  indépendante  u 
qui  correspondent  aux  limites  x0  et  xt  :  on  aura 


Vdx=  » 

jc9  J  u% 


dx 
V-rdu. 
du 


Supposons  maintenant  que  t  se  change  en  t  H-  et  :  il 
viendra 


='f" 


tU  =  3  1      V^du. 

du 


Puisque  les  limites  t#0  et  ui  sont  indépendantes  de  la 
variable  t  à  laquelle  se  rapportent  les  différentiations 
indiquées  par  la  caractéristique  <?,  on  peut  diffé rentier 

le  signe   I  ?  ce  qui  donne 


sous 


n= £'(**)*"• 


mais  u  ne  variant  pas  avec  t,  on  a 

et  si  Ton   opère  l'intégration  par  rapport  à  a:,  il  en 
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résultera 


0 


ou  bien 


\dx  =  S(Vdx) 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

VARIATION  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE.  — CAS.OU  LA  FONCTION 
SOUS   LE   SIGNE   I    NE  DÉPEND  PAS  DES  LIMITES. 


'S* 


763.  Proposons-nous  de  trouver  la  variation  de  l'in- 
tégrale définie 


U=  f    Vrfx, 

Jxt 


où  V  désigne  une  fonction  quelconque  de  x,  de  y  et  d'un 
certain  nombre  de  dérivées  de  y  prises  par  rapport  à  x. 
Pour  simplifier,  nous  supposerons  que  le  nombre  de  ces 

dérivées  se  réduise  à  deux  :  soit 

dy 
d  — 

dy  dx 

D'après  le  théorème  démontré  (762),  on  a  d'abord 

(l)  *U=:   f    '*(V<*r). 

Mais 

$.Ydx  =  $V.dx  +  V.âdx  =  $\.dx-hV.dtx. 

m 

Or,  on  a  en  général 


rVd$x  =  V8x—  CixdW 


Donc,  si  (V5,r)0  et  [\  dx)i  désignent  les  valeurs  de  \dx 
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qui  correspondent  à  x  =  x0  et  à  x  =  xt ,  et  si  Ton  pose 
pour  abréger. 

(Vtx)l  =  (V*x)x  —  (V**)#, 


on  aura 

(a) 


'      Vd9x  =  {V9x)\—  !      Sxd\. 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i)  qui  revient  à 

SV=f  '(SVdx+Ydtx)% 

il  en  résultera 

(3)  $U=:(V**);+  f  \$Ydx—txdV). 

Par  cette  première  transformation,  la  fonction  Y  n'entre 

plus  sous  le  signe  /  que  par  sa  variation  et  par  sa  diffé- 
rentielle. 

764.  Posons  maintenant 

(4)  M=ar>      H  =  yf      P=^,      Q=-: 

on  a 

d\  =  Mrfr  +  Nrfr  "+-  P^  +  Q<*9> 

8Y  =  M8x  4-  ItÙy  -f  P^-f  Qfy. 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3)  et  remplaçant 
dr    dp    dg  .,     . 

S'  £'  ^  par  p>  *  r» d  vient 


*u=(v*x); 


(5) 


l'[îH(3y— p3x)+P(3p— q3x)+Q(3q— r3x)]dx. 


On  voit  que  la  fonction  V  n'entre  plus  sous  le  signe  d'in- 
tégration. 
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765.  Pour  simplifier  encore  cette  expression,  posons 

(6)  w  =  £/ — f$X9 

où  représentant  la  différence  des  ordonnées  qui  corres- 
pondent, dans  les  deux  courbes  (755),  à  l'abscisse  x  +  âx  : 

on  aura 

dtù  =  dSjr  —  pdSx  —  dpSx, 

ou 

dtù  =  $djr  —  pd$x  —  dpàx. 

Mais,  À  cause  de  dj  =  pdxy  on  a 

Sdy=p8dx  -4-  àpdx  —pdàx  -4-  Bpdx, 

donc 

dv  =  Spdx  —  dpSx, 

d'où 

(7)  -—  =  tp—qSx. 

On  trouvera  de  la  même  manière 

(8)  S  = '*  "~  r'*' 

L'équation  (5)  prend  donc  la  forme 

O)    *yX'vrfx=(v^);+jfx,(N«  +  p^,  +  Q^)^. 

766.  On  peut  encore  simplifier  le  second  membre  de 
cette  dernière  équation,  et  faire  sortir  du   signe  1  les 

dérivées  de  la  fonction  arbitraire  co.  On  a,  en  intégrant 

par  parties, 

/\rf&>  J       n         r  d?  _ 

J       dx  J      dr 

De  même,  en  intégrant  deux  fois  par  parties, 

J  ^  dx*  ^  dx  dx       J      dx* 

Stirm.  —  An.,  II.  if) 
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Subslituanl  ces  valeurs  dans  l'équation  (9),  il  vient 

•j!>  =[«•*(' -3)-+ «SI 

(10) 


r(- 


WflX, 


rfx  dr* 


formule  dans  laquelle  -t—î  — —  sont  les  dérivées  de  P  et 

*  dx      dx1 

de  Q,  par  rapport  à  x,  en  considérant  y,  p^  q  comme 
liées  à  x,  au  moyen  de  l'équation  inconnue  y  =  f  («**)• 
En  posant,  pour  abréger, 

<"»  r- [«.*(. -g). +  Q£]\ 

d?        d'Q 
la  formule  (10)  pourra  s'écrire  plus  simplement 


ou  bien 

0) 


Vdx=T  -h  /       Jktùdxj 

0  • 

1       Vdx  =  T+l      {K8y  —  Kp&x)dr. 
*9  «• 


puisque  w  =  oy —  pdx. 

767.  On  peut  mettre  T  sous  une  autre  forme  en  rem 

dta 
dx 


plaçant  w  et  —  par  les  valeurs 


«  =  $y  — pâx, 

du        ~  -. 

—  =  0  p  —  qox. 
dx 


Il  vient  alors 


-l[T-(p-£),-Qf]..-H(»-2)<r-.«4 
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CAS  OU  LA  FONCTION  V  RENFERME  DEUX  FONCTIONS  DE  X. 

768.  S'il  entrait  dans  V  une  autre  fonction  z  conte- 
nant x  et  quelques-unes  des  dérivées  de  2,  on  obtiendrait 

la  variation  de   f      \ ilx  par  un  calcul  analogue  au  pré- 

cèdent.  Soit 

v        ,/  dy    d'y         dz     d*z\ 

*=/["'*dï'd*'*'dï'd*)1 


on  aura 


*  Ç  ,V(/J:  =  r'+r(Kw  +  KV)rfi, 


en  posant 


dV 

Hz 


dz 

Tx=p> 

dV 


d'z 


dx 


•  =  » 


=  H»,      — ,  =  P', 


dV 


"p 

&>'  =  $Z   p1 8.T  , 

r/P'         rf'Q' 


=  Q'i 


Kf  =  N'  — 


dx 


dx' 


Quant  à  la  partie  désignée  par  T',  on  l'obtiendrait  en 
ajoutant  à  T  les  termes  qui  résultent  du  changement  des 
quantités  P,  Q,  /?, . . . ,  en  P\  Q',  p\  . . . ,  dans  l'expres- 
sion (  1 1  )  du  n°  766. 


CAS    OU     LA    FONCTION     V     DÉPEND    DES    LIMITES 

DE   L'INTÉGRATION. 

769.  Revenons  au  cas  où  la  fonction  V  ne  contient 
qu'une  seule  fonction  de  x,  mais  supposons  maintenant 
qu'elle  dépende  des  limites  x0  et  x,  de  l'intégration.  Il 
faut  alors  ajouter  à  la  variation  de  l'intégrale  les  termes 

'9- 
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jui  proviennent  de  la  variation  de  ces  limites,  savoir  : 

r:c*fdV.  dV  %  (/V,  dY%    \    . 

Jx.     \ dx*  dX*  dP*  <*<?•         J 

r*'fd\-       dv9      dv  %      d\ .  \  , 

Mais  comme  Jx0>  djKo» •  •  •  ♦  ^m  Jyt, . . .  sont  des  con- 
stantes dans  l'intégration  relative  à  jt,  on  peut  écrire 
sous  la  forme  suivante  : 

les  termes  qu'il   faudrait  ajouter  à   I\  Les   intégrales 

r*f  d v  ^         f  *'  rfv  ^  ••  1 

|      -7-rfx,    I       — -ax,. .  .,  ne  contiennent  plus  rien 

qui  dépende  des  variations. 

On  compléterait  de  la  même  manière  la  valeur  de 

d  j      Vdx,  si  V  contenait  deux  fonctions,  y,  z,  avec  les 

dérivées  de  ces  fonctions,  et  leurs  valeurs  aux  limites. 
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SOIXANTIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  VARIATION  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 

APPLICATIONS. 

Autre  moyen  d'obtenir  la  yariation  d'une  intégrale  définie.  —  Maximum 
et  minimum  d'une  intégrale  définie.  —  Conditions  relatives  aqx  limites. 
—  Cas  où  la  fonction  V  contient  deux  fonctions  de  x.' —  Ligne  la  pins 
courte  entre  deux  points,  —  d'un  point  à  une  courbe,  —  entre  deux 
courbes. 


AUTRE   MOYEN    d' OBTENIR    LA    VARIATION   d'uNE    INTÉGRALE 

DÉFINIE. 

770.  Les  calculs  par  lesquels  nous  venons  d'évaluer 
la  variation  d'une  intégrale  définie  peuvent  être  modifiés 
dans  les  applications. 

On  a,  précédemment  (762),  obtenu  la  formule 


Ydx=  j      3(Ydx). 


Après  avoir  remplacé  dans  V,  qui  est  une  fonction  de  x}y9 

d  7f 

p  et  q,  ces  deux  dernières  quantités  par  -^->  — - — ,  on 

prendra  la  variation  de  \dx  en  considérant  x,  y,  dx9 

dy,  d  -j-  comme  des  fonctions  du  paramètre  t.  Le  résultat 

contiendra,  sous  forme  linéaire,  les  variations  dx,  $  y, 
et  $dx,  ddy, . . . ,  ou  les  différentielles  d  âxy  d$y, .... 
Comme  on  doit  ensuite  intégrer  par  rapport  à  x,  on  fera 

sortir  du  signe  /  ,  au  moyen  de  l'intégration  par  par- 
ties, les  différentielles  des  variations  $x,  Sy9  de  sorte 
qu'il  ne  restera  sous  le  signe,  que  ces  variations  multi- 
pliées par  des  quantités  qui  en  sont  indépendantes.  Le 
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résultat  sera  de  la  forme 


(H) 


H  et  K  étant  des  fonctions  connues  de  a:,  y  et  des  déri- 
vées de  j",  mais  ne  contenant  pas  les  variations  de  ces 
variables.  En  comparant  ce  résultat  avec  celui  qu'on  a 
trouvé  plus  haut  (766) 


(I) 


on  en  conclura  que  T  et  K  doivent  être  les  mêmes  dans 
les  deux  expressions,  et  qu'on  a  identiquement 

H  =  —  Kp. 

771.  Le  calcul  qui  a  donné  l'équation  (I)  n'a  servi  qu'à 
mettre  en  évidence  celte  relation.  Dans  les  applications, 
on  suivra  la  marche  qui  nous  a  conduit  à  la  relation  (II), 
sans  passer  par  l'intermédiaire  de  la  quantité  auxiliaire  &>, 
et  sans  recourir  aux  formules  générales  (766). 

Si  l'on  ne  faisait  varier  que  jv",  on  aurait  Sx  =  o  et 

Jx9  J  x% 

Tf  se  déduisant  de  I\  par  la  suppression  des  termes  qui 
renferment  § x0  et  dxx. 

Si  Ton  faisait  varier  x  seulement,  on  aurait 


1     vdx^  r"-f-  /     nsxdx 


--r 


Kp$xd.ry 


T"  représentant  ce  que  devient  T  quand  on  yfait<fyo  =  o, 

v/i  =  o. 

772.  Les  mêmes  remarques  s'appliquent  au  cas  où  il 
entre  dans  la  fonction  V  une  autre  fonction  z  de  x  avec 
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les  dérivées  p1  et  q '  de  z.  On  arriverait  à  une  équation 
telle  que 


x9  Jx0 

Mais  la  marche  suivie  pour  trouver  la  relation  (II)  don- 
nerait encore 

6  j      Ydxz=T  +  I       [K($y  —  p8x)+K'($i—p'8x)]dr, 

et  ces  valeurs  doivent  être  identiques.  Il  faut  donc  que 

Ton  ait 

H  =  —(K/>-r-Ky). 

MAXIMUM    ET    MINIMUM    d'uNE    INTÉGRALE    DÉFINIE. 

773.  Proposons -nous  maintenant  de  déterminer,  ,la  va- 
leur dey  en  fonction  de  x  qui  rendra  l'intégrale 


\dx 


un  maximum  ou  un  minimum.  Pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons que  U  doive  être  un  minimum,  et  soit  y  ^=f(x) 
la  fonction  cherchée.  Il  faut  qu'en  donnant  à  x  et  ky  des 
accroissements  arbitraires  et  infiniment  petits  dx  et  <3y, 

l'accroissement  correspondant  de   l'intégrale     /      Ydx 

soit  constamment  positif,  quels  que  soient  les  valeurs  et 
les  signes  de  $x  et  de  Sy.  Or,  l'accroissement  de  cette 

intégrale  se  compose  de  deux  parties.  Si  Ton  pose 

» 

au  =  au  4- p, 

la  première  partie  JU  renferme  les  variations  $x>  3y, 
Sp}  $q  au  premier  degré,  et  sous  forme  linéaire  3  la  se- 
conde partie  contient  les  puissances  de  ces  variations  su- 
périeures à  la  première  et  leurs  produits.  Quand  3U  n'est 
pas  nulle,  le  rapport  de  p  à  dU  a  pour  limite  o.  Donc,  si 
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Ton  suppose  âx  et  ây  infiniment  petites,  le  signe  de  AU 
sera  le  même  que  celui  de  dU.  Il  faut  donc,  pour  que  U 
ait  une  valeur  minimum,  que  Ton  ait  âXJ  =  05  car  au- 
trement, en  changeant  les  signes  des  variations  âx  et  ây 
sans  changer  leurs  valeurs  absolues,  le  signe  de  olJ,  et 
par  conséquent  celui  de  AU,  serait  changé,  et  U  ne  serait 
pas  un  minimum.  Ainsi 

*U  =  o 

est  la  condition  du  minimum;  c'est  aussi  celle  du  maxi- 
mum, car  la  différence  AU  doit  aussi,  dans  ce  cas,  avoir 
toujours  le  même  signe,  ce  qui  ne  pourrait  être  si  la 
variation  de  U  était  différente  de  o. 

La  condition  JU  =  o  n'est  pas  suffisante  pour  qu'il  y 
ait  maximum  ou  minimum.  En  effet,  d'après  la  série  de 
Taylor,  on  a 

AU  =  <ÎU  -f-  —  <52U  H ï-^  J»U  -+- 

1 .a  1 .2.4 


•  ■  •  « 


si  â\5  est  nulle,  le  signe  de  AU  dépendra  de  celui  de  d*U 
pour  de  petites  valeurs  de  âx  et  de  ây.  Par  conséquent, 
si  cJ'U  reste  toujours  positive,  lorsque  les  variations  âx 
et  à  y  changent  d'une  manière  quelconque,  tout  en  restant 
infiniment  petites,  U  sera  un  minimum.  Si,  au  con- 
traire, d*U  reste  négative,  quels  que  soient  âx  et  ây, 
U  sera  un  maximum.  Enfin  U  ne  sera  ni  un  maximum  ni 
un  minimum  si  â*\J  peut  changer  de  signe.  Mais  on  est 
souvent  dispensé  de  cet  examen  par  la  nature  de  la  ques- 
tion qui  indique  clairement  l'existence  d'un  maximum 
ou  d'un  minimum. 

774.  L'équation  JU  =  o  revient  à 

f      KW*  =  o  (766). 

Je  dis  que  cette  équation  entraîne  les  deux  suivantes 
(2)  r  =  o,     K  =  o. 
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Et  d'abord  la  fonction  K  doit  être  nulle.  En  effet,  sup- 
posons qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  On  peut,  pour  chaque  va- 
leur de  x  comprise  entre  x0  et  xx,  changer  à  volonté  les 
valeurs  de  Sx  et  de  ây,  qui  sont  arbitraires,  et  conséquem- 
ment  celle  de  o>  ou  dy  —  p  Sx,  en  supposant  constantes 
les  valeurs  de  5x0,  <3yo,  dp0,  d#i,  àjri9  àpi>  qui  sont 
relatives  aux  limites  x0  et  xt.  Mais  le  terme  r,  qui  ne 
contient  que  les  variations  relatives  aux  limites,  resterait 

constant,  tandis  que  l'intégrale  /      KaxZr,  contenant  la 


fonction  arbitraire  o>,  ne  pourrait  pas  toujours  conserver 
la  même  valeur  quelle  que  fût  cette  fonction  a),  et  par 
conséquent  l'équation  (i)  ne  pourrait  pas  être  toujours 
satisfaite  si  K  n'était  pas  zéro. 

On  peut  d'ailleurs  établir  ce  point  de  la  manière  sui- 
vante. Comme  o>  est  une  fonction  arbitraire,  en  la  choi- 
sissant de  manière  qu'elle  ait  le  même  signe  que  K  pour 
chaque  valeur  de  x,  si  la  quantité  finie  T  est  positive  ou 
nulle;  ou  qu'elle  soit  de  signe  contraire  à  K,  si  T  est 

négative,  la  somme  T~h  f     Kwdx  serait  positive  dans 

le  premier  cas,  négative  dans  le  second,  au  lieu  d'être 
nulle.  11  faut  donc  qu'on  ait  K  =  o,  d'où  résulte  aussi 
T=o. 

CONDITIONS    RELATIVES    AUX   LIMITES. 

775.  Lorsque  V  ne  contient  que  x,  j",  p  et  ç,  l'équa- 
tion K  =  o,  ou 

d*Q  .         d*q        dk  y 

est  du  quatrième  ordre,  puisque  -^f  contient  — -  ou  — . 

Il  faudra  intégrer  cette  équation,  et  Ton  aura  un  résultat 

de  la  forme 

r  =  f(*,C,C',C",C*), 
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contenant  quatre  constantes  arbitraires.  Pour  les  déter- 
miner il  faut  avoir  égard  à  l'équation 

(2)  r  =  o, 

relative  aux  limites  de  l'intégration.  Mais  il  est  néces- 
saire de  distinguer  plusieurs  cas. 

i°  Si  Ton  donne  les  valeurs  de  x,  y,  p>  q  aux  deux 
limites,  les  variations  de  ces  quantités  étant  nulles  à  ces 
limites,  l'équation  T  =  o  est  identiquement  satisfaite, 
et  si  Ton  représente  par  f'(.r,  C,  C,  C",  C")  la  dérivée 
de  f  (x,  C,  C,  C",  C") ,  on  aura 

r.  =  f  (*.,<;  C',  C",  C"), 

,  />.  =  f'(*.,CfC'fC"iC), 

pl  =  r[*l9c9c9cr9cr)9 

c'est-à-dire  quatre  équations  qui  déterminent  les  quatre 
constantes  inconnues. 

a°  Si  l'une  des  six  quantités  jc0,  y0,  po,  Jt,  ji,  p% 
reste  arbitraire,  pt  par  exemple,  l'équation  r  =  o  ne 
sera  pas  identiquement  satisfaite;  mais  il  faudra  égaler  à 
zéro  le  coefGcient  de  ipi9  et  l'on  aura  l'équation  Qt  =  o, 
qui,  avec  les  équations  (3),  déterminera  les  quatre  con- 
stantes et  la  valeur  de  pt. 

3°  Si  Ton  avait  entre  les  valeurs  de  x,  y,  p9  relatives 
aux  limites,  une  équatiou 

(4)  •(j?nr«^  *i»rif /M  —  °> 

on  différentierait  cette  équation  par  rapport  au  para- 
mètre t,  et  Ton  aurait 

do  »  do  »  do  „  do  _  do  _  do  _ 

rfx0  t/y,  <//?„  e/Xi  c/ji  r//;, 

En  portant  la  valeur  de  5pl9  tirée  de  cette  équation, 
dans  l'équation  T  =  o,  il  faudra  égaler  à  a  les  coefficients 
de  <Jjr0,  dy0,  £/;0>  ^î  et  8yim  On  aura  donc  cinq  équa- 
tions qui,  réunies  aux  équations  (3)  et  (4),  détermineront 
les  dix  inconnues  C,  C,  C",  C",  x0,  y09  p0>  xl9jl9  pi* 
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Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  on  de- 
vrait opérer,  si  Ton  avait  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
d'équations  relatives  aux  limites. 

CAS  OU  LA.  FONCTION   V   CONTIENT    DEUX    FONCTIONS    DE   X. 

776.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  V  con- 
tienne deux  fonctions  j'  et  z  de  la  variable  x.  On  aura 
alors  \768) 


(') 


I       \<Ijc  —  r-f-l       (K»  +  KV)rfr=o. 
x9  Jx% 


Cette  équation  équivaut  aux  suivantes 

(2)  r  =  o,     K  =  o,     K'=-o. 

En  effet,  &>  et  co'  sont  deux  fonctions  de  x  arbitraires  et 
indépendantes  Tune  de  l'autre,  et  T  ne  contient  que  les 
valeurs  des  variations  relatives  aux  limites  de  l'intégrale; 
donc,  si  K  et  K/  n'étaient  pas  nulles,  en  laissant  con- 
stantes les  valeurs  relatives  aux  limites,  on  aurait  r  =  o, 
tandis  qu'on  pourrait  faire  varier  w  et  &>'  de  telle  sorte 

que  l'intégrale  /       (Rw  -f-  K'o/)  dx  ne  fût  pas  égale  à  o. 

On  doit  donc  avoir 

et  par  conséquent 

r  =  o. 

Les  deux  premières  équations  déterminent  jp  et  z  en  fonc- 
tion de  x.  La  troisième  sert  à  déterminer  les  constantes 
introduites  par  l'intégration  des  deux  premières. 

777.  Nous  avons  supposé  que  y  et  z  étaient  des  fonc- 
tions indépendantes  l'une  de  l'autre.  S'il  existait  entre 
elles  une  relation 

(1)  F(.r,  y,z)  1^0, 

les  variations  5 y  eidz  ne  seraient  plus  indépendantes. 


3oo  couks  d'analyse. 

On  doit  avoir,  dans  ce  cas, 

dF  .         d¥  _  dF  . 

—  6x  -f-  —  ojr  -f-  —  dz  =  O, 
cte  dy  dz 

équation  que  Ton  obtient  en  différent] an t  l'équation  (1) 
par  rapport  à  t.  Remplaçons  dy  et  dz  par  leurs  valeurs 

3jr  =p$x -¥- v>     8z  =p'8x  -|-  w'  : 
il  vient 

—  0 j:  -f-  —  (/?Jx  +  w)  H \p'6x  -t-»')  =  O, 

ou 

■rfF       <*F  </F    A  %         rfF  rfF    , 

ou  enfin 

/    x  "  rfF  rfF    , 

(2)  -— »H — --o/=o, 

car  on  trouve 

dF       dF         dF    , 

—  -h  Tp+  — //=o, 

en  difierentianl  l'équation  (1),  par  rapport  à  x. 
De  l'équation  (2)  on  déduit 

dF 
,__       <*r 

et,  par  conséquent, 

/       **\ 

^      *  v    */ 

Pour  que  cette  variation  soit  nulle,  il  faut  qu'on  ait 

(3)  r  =  o, 

uz  djr 

Les  équations  (1)  et  (4)  feront  connaître  y  et  z  en  fonc- 
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tion  de  x.  Quant  à  l'équation  T  =  o,  elle  servira  à  déter- 
miner les  constantes. 

778.  On  peut  aussi  éliminer  Tune  des  quantités  &>,  &>' 

au  moyen  d'un  facteur  indéterminé.  En  multipliant  par  "k 

l'équation 

rfF  dY    , 

—  »  -\ --w  r=  O, 

dy  dz 

et  ajoutant  le  produit  à  la  fonction  qui  est  sous  le  signe 

I  dans  l'expression 

\      Vdx  =  T+  J      (K»-hK.V)rfr, 


on  a 


cv'&=r+r[(K+^) 


w 


R'+x  £)»'>• 


On  profite  de  l'indétermination  de  A  pour  faire  dispa- 
raître w;,  en  posant 

et  comme  co,  qui  reste  encore  sous  le  signe  / ,  est  tout  à 


fait  arbitraire,  il  faut  égaler  à  o  la  quantité  qui  la  mul- 
tiplie, ce  qui  donne 

(6)  k-|-^  =  o. 

dy 

En  éliminant  A  entre  les  équations  (5)  et  (6),  on  obtient 
l'équation  déjà  trouvée 

dz  dy 

779.  Ce  qui  précède  montre  la  marche  à  suivre  dans 
le  cas  où  la  fonction  V  contient  un  nombre  quelconque 
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de  variables,  liées  entre  elles  par  des  équations  données, 
les  valeurs  des  variations  qui  se  rapportent  aux  limites 
de  l'intégration  devant  satisfaire  à  certaines  conditions 
déterminées.  Passons  maintenant  aux  exemples. 

LIGNE  LA  PLUS  COURTE  ENTRE  DEUX  POINTS  DANS  UN  PLAN. 

780.  On  demande  la  ligne  située  dans  un  plan,  pas- 
sant par  deux  points  A  et  B,  et  qui  soit  la  plus  courte 
quon  puisse  mener  entre  ces  deux  points. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  dans  ce  plan,  soient 
J'oîJXo  les  coordonnées  du  point  A  et  ocuyx  celles  du 
point  B.  Dans  cet  exemple  ou  doit  avoir 


et  (774) 


mais  (764) 


t/x. 


y7 1  -t-  />*  dx  =  o 


*  =  *-&+  £=°'> 


N=o,       P=  —L — ,     Q  =  o. 

Il  faut  donc  qu'on  ait 

d  (      P      ^ 

il  s'ensuit 

P 

—  ■=  const., 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

P  =  C', 
d'où 

(2)  r=C.r-*-C\ 

C  et  C  étant  deux  constantes.  D'ailleurs,  il  suffit  que 
l'équation  R  =  o  soit  satisfaite,  puisque,  les  valeurs  de  x 
ei  dey  relatives  aux  limites  étant  Gxes,  les  variations 
$jr0.  3jr0)  d*£i9  fyi  sont  nulles,  et,  par  suite,  on  a  iden- 
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tiquemcnt  T  =  o.  La  ligne  cherchée  est  donc  une  ligne 

droite;  les  constantes  C  et  C  se  détermineront  parles 

équations 

y9  =  Cx9  -4-  C,     jrtz=  Cxx  -f-  C. 


«I 
mJb- 


B 


1> 


LIGNE  LA   PLUS  COURTE  d'un    POINT   Â   UNE   COURBE   PLANE. 

781.  Soient  A  et  LN   le  point  et  la  courbe  donnés 
Fig.  128.  dans  Je  plan  xoy  \  et 

(1)  r  =  +  (*) 

l'équation  de  la  courbe. 

Soit,  de  plus,  AB  la  ligne  la 
plus  courte  menée  du  point  A  à 
un  point  de  la  courbe  donnée. 
L'extrémité  A  de  la  ligne  AB  est  fixe;  l'autre  extrémité 
peut  varier  de  position  sur  la  courbe  LN. 

En  conservant  les  notations  du  cas  précédent,  on  arrive 
encore  à  l' équation 

(2)  r  =  C.r-t-C; 

la  ligne  cherchée  est  donc  une  ligne  droite. 

Il  faut  maintenant  déterminer  les  constantes  C  et  C. 
Or,  on  a 


8x9=o,     ày. 


u 


Qr=o, 


mais  les  variations  dxx  et  iyt  ne  sont  assujetties  qu'à  la 
seule  condition  que  le  point  (xjH-îxu/j  +  d/i)  soit 
sur  la  courbe  donnée.  Ou  a  donc 


d'où 


y\  =^(a?i), 

Sri  =  4^*1)8*11 

et,  pour  que  T  s'annule, 

Zxi-hpityi  =0. 

h-/>i<K(*i)  =  o, 
i-+-Gf(^)  =  o, 


On  en  conclut 


ou 
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puisque 

Pi  =  C. 

On  déterminera  ensuite  les  constantes  au  moyen  des 

équations 

^0  =  Cr0  -h  C,      i  -+-  Cf  (x,  )  =  o, 

Il  résulte  de  l'équation  (3)  que  la  ligne  la  plus  courte 
entre  un  point  et  une  courbe  est  une  droite  normale  à 
cette  courbe. 


LIGNE    LA    PLUS    COURTE    ENTRE   DEUX    COURBES    PLAJVES. 

782,  Soient 

(0  r  =  ?(*)» 

(2)  jr=$(x) 

les  équations  de  deux  courbes  situées  dans  le  même  plan. 
En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  trouve 

que  la  ligne  cherchée  est  encore 

une  ligne  droite, 

(3)  jr  =  fcr -f- C  ; 

mais  la  détermination  des  con- 
stantes ne  se  fait  plus  de  la  même 
manière.  Dans  ce  cas  Jx0,  $y<>, 
da^,  Sji  peuvent  varier  pourvu 
que  le  point  Af(r0-h$xQ^j0^-$j0)  reste  sur  la  courbe  (i), 
et  le  point  B'  (.r,  -h  ixuy%  -f-  tyi)  sur  la  courbe  (y). 
Mais  l'équation  T  =  o  (767)  se  réduit  à 


■  p*  9y9 

p\ 


qui  se  change,  comme  dans  le  cas  précédent,  en  celle-ci  : 

(4)  **.  [i  +  Cf  (*,)]  -  **.[i  +  <V(*0l  =  °> 

à  cause  des  équations 

jr9=  ?(.r0),     /,  =  >H4 
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Or,  les  variations  $r0  et  Sxt  étant  indépendantes  lune  de 
l'autre,  l'équation  (4)  se  partage  en  deux, 


»  • 


qui,  réunies  aux  suivantes, 

y*  —  Cr. -4-C,     x«  =  <?{*»)> 

déterminent  complètement  les  constantes  C  et  C,  et  les 
coordonnées  x0,  /0,  xl5  ^  des  extrémités  de  la  droite 
minimum. 

Les  équations  (5)  font  voir  que  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  courbes  planes  est  une  normale  commune 
aux  deux  courbes  proposées. 

EXERCICES. 

i .  Trouver  la  fonction  qui  rend  maximum  P  expression 

Jl  i  —  * — ' h  aA  dx. 


Solution  : 


=  </£-*'• 


2.  Trouver  la  courbe  qui  rend  maximum  ou  minimum  l'ex- 
pression 


j^V+^(i+.£)Î«.. 

Solution  :  En  coordonnées  polaires 

r"+2cos(/H-a)(0-00)  =  C. 


Stirm.  —  An.,  Il  20 
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SOIXANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  APPLICATIONS  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

Autre  manière  de  résoudre  les  problèmes  précédents.  —  Ligne  la  plus 
courle  entre  deux  points  dans  l'espace.  —  Ligne  la  plus  courte  sur 
une  surface  donnée.  —  Surface  de  rérolution  minimum. 


AUTRE  MANIERE  DE   RÉSOUDRE   LES  PROBLÈMES  PRÉCÉDENTS. 

783.  Au  Heu  d'appliquer  les  formules  générales,  on 
peut  opérer  directement  comme  il  a  été  expliqué  n°  77(1. 
Dans  les  trois  problèmes  qui  précèdent  on  doit  avoir 


(') 


8]      sjdx*  -+-  dr)  -l  =  o  ; 


mais  en  posant  ds  =  \Jdx*  -+-  dj •  * ,  on  a 

et  comme  l'intégration  par  parties  donne 

/  —  dâ.v  =  —  Su.  —  /  Sxd  -^  i 
as  as  J  a> 

!*<»•%« -M- 

l'équation  (i)  prend  la  forme 

S«*-î<')r(î*"-î«'). 

("    '         -jC(-S+"-Î)- 

Mais  de  l'identité 

fdxY       fdr\* 


O. 
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on  tire 


d'où 


dx     dx       dy     dr 

ds      ds        ds      ds  ' 


d—  —  —  —  d  —  —  *—    d-- 
ds  dx      ds  ds 


Donc,  pour  que  la  quantité  placée  sous  le  signe  d'm- 

dx 
ds~ 

ds 


dx 
tégration  soit  nulle,  il  suffit  que  Ton  ait  d  —  =  o,  ou 

d  —  =  o.  Supposons 


dx 
(3)  d-=o; 


ds 


il  en  résulte 


^l  -f-^J 


=  const. , 


d'où 


p-dx=Z^ 


et 

(4)  jr  =  c*-h<yf 

équation  d'une  ligne  droite. 

784.  Déterminons  maintenant  les  constantes  d'après 
la  nature  du  problème  proposé. 

i°  Si  les  deux  points  (.r0,j'0),  (x**  ?*)  sont  donnés, 
les  variations  des  limites  dxQ,  $yQ,  $xti  ày^  sont  nulles, 
et  l'équation  T  =  o,  ou 


£•*+ £*).-(=•- 


§*).=«• 


est  satisfaite  identiquement.    Les  constantes  se  déter- 
minent, alors,  par  les  équations 

a°  Si  le  point  A  (x0,  /o)  est  fixe,  et  que  l'autre  point 
B  (art, ^)  doive  se  trouver  sur  une  courbe  donnée, 

(5)  7  =  +  W. 


20. 
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on  a 

et  l'équation  T  =  o  se  réduit  à 

dxlHxl  -h  dyx  $yx  =  o, 


doù 


donc  la  droite  (4)  est  normale  à  la  courbe  (5),  car 
y\  ~  ^ (^i)  donne  ô^j  =  ty'(xt)  $xx ,  et,  par  suite,  on  a 

i  -f-C^Xi)  —  o. 

Les  constantes  C,  C;  et  les  coordonnées  du  point  ex- 
trême B  sont  déterminées  par  les  équations 

y9  =  Cx,  -f-  C,       I  -h  CiJ/  (x,  )  =  O , 
jr,  —  Cx,  +C,  ^,=  +  (*')• 

3°  Enfin,  si  les  deux  points  A  et  B  doivent  se  trouver 
sur  deux  courbes  données 

(6)  r  =  ?(x),     x=$(x)9 

on  aura 

ce  qui  donne 

*r#  =  ?'(*•}**•• 

L'équation  r  =  o  se  réduit  alors  à 

[dxx  -f-  djrt  +'(*.)]  Jx,  —  [rfx,  -4-  </>-,  y'  (x0)]  J.r#  =  o 

et  se  partage  en  deux  équations  : 

parce  que  5x0  et  oxj  sont  des  quantités  indépendantes, 
et  arbitraires.  Ces  deux  équations  montrent  que  la  droite 
cherchée  est  normale  aux  courbes  données. 


SOIXANTE    ET    UNIÈME    LEÇON.  3<X) 

Les  constantes  C  et  C,  les  coordonnées  x0,  y^  xu  yt 
des  extrémités  de  la  droite  minimum  sont  déterminées 
par  les  six  équations 

jrt  =  Car,  -h  C,      jrt  =  ï(xt),      i  -H  Cf(jr.)  =  o. 


LIGUE  LA  PLUS  COURTE  ENTRE  DEUX  POINTS,  DANS  L  ESPACE. 

785.  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  les  lignes 
Fig.  i3o.  considérées  étaient  situées  dans 

un  plan  donné.  Cherchons  main- 
tenant quelle  est,  dans  l'espace, 
la  ligne  la  plus  courte  unissant 
deux  points  A  et  B. 

Soient  x0,jKoî  *•  les  coordon- 
nées du  premier  point,  etx1?y,, 
zx  celles  du  second.  La  longueur 
de  1*  arc  A  M  B  sera  représen  tée  par 


fV~@M£)" 


Nous  aurons  donc 


d'où 


Vdx  =  ^dx2  -f-  dy*  +-dz2  =  ds, 
dxdSx  -4-  dydây  -4-  dzdSz 


9Xdx  = 


ds 


et  par  conséquent,  en  intégrant  par  parties  : 

C**  Mx  m  dy  m  dz  m  \ 


(I) 


J       \         ds         J     ds  ds/ 


Il  faut  maintenant  égaler  à  o  l'expression  placée  sous  le 
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signe  | ,  et  comme  les  variations  5x,  $y,  dz  sont  indé- 
pendantes et  arbitraires,  on  aura 
.  .dx  Jdy  .dz 

(a)  <f-  =  o,     d-=o,     d-=o. 

Mais,  ces  trois  équations  se  réduisent  à  deux  distinctes. 
En  effet,  de  l'identité 

dx*      dr*       dz* 

. h  — — \ =i 

ds*        ds*        ds> 

on  tire 

dx  mdx       dy   .dy       dz   ,dz 

ds      ds        ds      ds        ds     ds 

dx  //y 

donc  si   Ton   a  d  —  =  o ,    d  —  =  o ,   il   en    résultera 

ds  ds 

7dz 
d-r-=  o. 

ds 


Des  équations 


dy  dz 

a— =o,     d —  =  o. 

ds  '        ds         ' 


on  tire,  par  une  première  intégration, 


dy  dz 

—  =  a>     -7- 

ds  '      ds 


a,     -r  =  a> 


ou,  ce  qui  revient,  au  même, 

dy=         <&  __    , 

dx  '      dx  ' 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

(3)  y  =  cx-hC,      z  =  c'x  +  C9 

équations  d'une  ligne  droite. 

786.  Pour  déterminer  les  constantes  c,  C,  c',  C,  il 
faut  distinguer  plusieurs  cas. 

i°  Si  les  points  A  et  B  sont  donnés,  les  variations 
Ox0,  Syoy  ^^o9  ##19  <î/n  $zi  sont  nulles,  et  l'équation 
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r  =  o"  est  satisfaite.  Les  quatre  constantes  se  détermi  tient 
en  substituant  les  coordonnées  des  points  À  et  B  dans  les 
équations  de  la  droite. 

2°  Supposons  que  les  points  A  et  B  doivent  se  trouver 
sur  deux  courbes  IK,  LN,  ayant  pour  équations,  la  pre- 
mière : 

(4)  r  =  *(*)»    *  =  +  (*)» 

et  la  seconde  : 

(5)  r  =  *(*),     t  =  v(z)i 

l'équation  T  =  o,  formée  au  moyen  de  l'équation  (i), 
donnera 


(6) 


(  '-f  Jx -f- -~  */ -f-  ~Sz )  =o, 
\'/s  as  as       j  % 

f'fx  %  dy  %  dz  %   \ 

(  -—  Sx  -+-  -^-  Sy  -+-  -r  Sz  )  =  o. 

\  t/s  as  as       J  0 


En  effet,  appelons  da0  et  dvx  les  deux  arcs  infiniment 
petits  A  A'  et  BB',  situés  sur  les  courbes  données;  A'B' 
étant  une  courbe  quelconque  infiniment  voisine  de  la 
droite  AB,  on  pourra  mettre  T  sous  la  forme 

Idx  Sx       dy  Sy       dz  Szy 

1  \ds    Sa        ds  Sa        ds  Sa 

(l)  < 

\  *\ds  Sa        ds  Sa        ds  Sa 

Les  facteurs  placés  entre  parenthèses  ont  des  valeurs 
finies,  car  ils  représentent  les  cosinus  des  angles  que  la 
droite  AB  fait  avec  les  courbes  aux  points  A  et  B.  Comme, 
d'ailleurs,  io©  et  5at  sont  des  quantités  indépendantes 
l'une  de  l'autre,  on  voit  bien  que  l'équation  T  =  o  en- 
traine les  suivantes  : 


Idx  Sx       dy  S  y       dz  Sz\  

\  ds  ~fc  "*"  d~s   Sa~  "*"  Ts  S^J  r"  °' 
idx  Sx        dy  S  y        dz  Sz\ 
\  :ls   Sa         ds   Sa        ds  Sa  I  * 
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et  ces  équations,  qui  sont  au  fond  les  mêmes  que  les 
équations  (6),  expriment  que  la  droite  AB  est  normale 
aux  deux  courbes. 

À  cause  des  équations  (3) ,  on  a 

dy_  dz  __  , 

et,  puisque  les  extrémités  de  la  ligne  AB  doivent  rester 
sur  les  courbes  (4)  et  (5) .  on  aura 

Syi  =  4>'(xl)Sxl, 
J»,  =  **(*,)**„ 

*rt  =  f'(*t)**t# 

Sz9=z^r(x9)Sx9» 

Les  équations  (6)  peuvent  donc  se  mettre  sous  la  forme 

I  •+-c*'(xt)-t-c'V'(xt)=o, 

I  -»-  C?'(X,)  -+-  6-' *'(*,)  =  O, 

eî,  réunies  aux  huit  équations  suivantes, 

/i  =  ^,+  C,     j,  =  ex,  -f-  C, 
z0  =■  c'x,  -f-  C,       2,  =  c'xi  -f-  C, 

elles  forment  un  système  de  dix  équations  propre  à  dé- 
terminer les  quatre  constantes  et  les  six  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  droite. 

3°  Supposons  que  les  points  A  et  B  doivent  être  sur 
deux  surfaces  données.  On  pourra  encore  mettre  T  sous 
la  forme  (7),  en  appelant  î<70  et  iat  deux  arcs  infiniment 
petits  A  A',  BB'.  situés  sur  les  deux  surfaces;  et  comme  les 
déplacements  des  points  A  et  B  sont  indépendants  l'un 
de  l'autre,  on  aura  encore 

itlx  Sx  dy  Sy  dz  Sz\ 

\ds   Se  ds  Sa  ds  Sa),         ' 

,  (Le  Sx  dy  S  y  dz  Sz\ 

\ds  Se  ds  Sa  ds  l?o)t   ~ 
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La  première  équation  exprime  que  la  droite  AB  est  nor- 
male à  une  courbe  quelconque  située  sur  la  première 
surface  et  passant  par  le  point  A  :  donc  la  droite  AB  est 
normale  à  la  première  surface.  Cette  droite  est,  par  la 
même  raison,  normale  à  la  seconde  surface. 

Les  constantes  et  les  coordonnées  des  points  A  et  B  se 
détermineront  comme  dans  le  cas  précédent. 

LIGNE    LA    PLUS    COURTE    SUR    UNE    SURFACE   DONNÉE. 

787.  Soit 

(i)  F[x,jr,z)  =  o 

V équation  d'une  surface  courbe;  proposons-nous  de 
trouver  la  ligne  la  plus  courte  AMB  que  Von  puisse  tra- 
cer sur  cette  surface  entre  deux  de  ses  points  A  et  B. 

Soient  x0,  y0>  z0  les  coordonnées  du  point  A,  et  xt9  yu 
zx  celles  du  point  B. 

Toutes  les  courbes  que  Ton  doit  comparer  étant  sur 
la  surface  (t),  les  variations  des  coordonnées  doivent 
satisfaire  à  l'équation 

d?  .         df  .         d?  . 

(2)  —  9 x  +  —  6y  -+-  — -  6 z  =  o. 
'  dx  dy  dz 

L'une  des  conditions  du  minimum  est 

(3)  K  =  **<f^+  tfd?£-h*zd^  =  o. 

ds  ds  ds 

Mais  de  l'équation  (2)  on  peut  tirer  la  valeur  de  dz,  et 
la  porter  dans  l'équation  (3),  qui  devient 

/  —        \  /  11 

(      dx        dx      dz  \  I      dy        dy      dz    » 

txi   d-t —  d--   |4-*H   rf-r-—  -rzd-r     -  o, 

\       ds        r/F     ds   /         J  l       dx        d¥     ds   I         ' 

\  dz         /  \  ~dï 

et  cette  équation,  à  cause  de  l'indépendance  des  variations 
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Sx  et  dy,  revient  aux  deux  suivantes 

dx        dx      dz 

dz 

r/z 

ce  qui  fait,  avec  l'équation  de  la  surface,  trois  équations 
pour  déterminer  les  deux  fonctions  y  et  z.  Mais  on  doit 
observer  que  l'une  des  équations  (4)  est  une  conséquence 
de  l'autre  et  de  l'équation  (i).  En  effet,  on  tire  des  équa- 
tions (4) 

d±.     ddJL     dd± 

ds  ds  ds 

"ÛF^  ~~dF~~  ~dîT' 
dx  djr  dz 

ou  bicu,  eu  désignant  par  d\  la  valeur  commune  de  ces 

trois  rapports, 

dx       dF 

ds        dx 

ds        dy       ' 
dz        dF 

d—=z^d\. 
ds         dz 

Ajoutons  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées  res- 

dx    dy    dz 
pectivement  par  —  >  -f->  —  :  nous  aurons 
x  x       ds     ds     ds 

dz   mdx        dy   mdr        dz    mdz 

—  d 1 — —  d—  H d  — 

,  ds      ds        ds      ds        ds     ds 

(5) 

~    —d       d-d        —d\  — 

\dx  dj  dz       J  ds 

Or,  le  premier  membre  est  nul,  puisqu'on  l'obtiendrait 
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en  difteren liant  l'équation 

dx7       dy*        dz* 

h  — 

Us2         ds' 


3 1 5 


ds*—li 


ta 


le  coefficient  de  — *  dans  le  second  membre,  est  aussi  nul 

ds 

à  cause  de  l'équation  (i).  Donc  l'équation  (5)  est  une 
identité.  Par  conséquent,  Tune  des  équations  (i)  et  (4) 
est  une  conséquence  des  deux  autres.  Il  suffira  de  consi- 
dérer deux  de  ces  équations,  pour  que  la  ligne  cherchée 
soit  déterminée. 

788.  Les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  sont 
nommées  lignes  géode siques  de  cette  surface  :  elles  jouis- 
sent de  cette  propriété  que  tous  leurs  plans  osculateurs 

sont  normaux  à  la  surface.  En 
effet,  soit  K  le  centre  de  cour- 
bure de  AMB  au  point  M.  La 
droite  MK  fait  avec  les  axes 
des  angles  dont  les  cosinus  sont 
proportionnels  à 


Fig.  i3i. 


(6)     d±, 

ds 


A 

as 


A 

€iS 


D'un  autre  côté,  la  normale  a  la  surface,  au  point  M, 
fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  pro- 
portionnels à 

dV       dF       dF 


dx        dy         dz 


Mais,  d'après  les  équations  ({),  ces  trois  dérivées  sont 
proportionnelles  aux  quantités  (6).  Donc  les  angles  for- 
més par  les  deux  droites  avec  les  axes  sont  égaux,  et  la 
normale  à  la  surface  a  même  direction  que  le  rayon  de 
courbure,  ou,  en  d'autres  termes,  le  plan  osculateur  en 
un  point  quelconque  M  d'une  ligne  géodésique  est  nor- 
mal à  la  surface. 

Les  constantes  se  détermineront  comme  dans  le  pro- 


L 
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blême  précédent,  el  Ton  verra  de  la  même  manière  que 
si  la  ligne  cherchée  doit  aboutir  à  deux  courbes  données 
sur  la  surface,  la  courbe  AMB  les  coupera  à  angle  droit. 

789.  Il  convient  d'observer  que  la  propriété  d'être  la 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  quelconques  d'une 
surface  peut  n'exister  que  sur  une  certaine  portion  d'une 
courbe.  Par  exemple,  sur  la  sphère,  le  plan  de  tout 
grand  cercle  (qui  est  eu  même  temps  son  plan  osculateur) 
est  normal  à  la  surface.  Mais  la  propriété  du  minimum 
appartient  seulement  aux  arcs  de  grand  cercle  moindres 
qu'une  demi-circonférence. 

SUKFÀCE    DE    RÉVOLUTION    MINIMUM. 

790.  Étant  donnés,  dans  le  même  plan,  deux  points  A 
et  B,  et  une  droite  CD,  trouver  une  courbe  AMB,  située 
dans  ce  plan,  et  qui,  en  tournant  autour  de  CD,  engendre 
une  surface  de  révolution  dont  l'aire  soit  la  plus  petite 
possible. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  CD,  et  pour  axe 
des  y  une  perpendiculaire  à  cette  droite.  Soient  x0,  y* 
les  coordonnées  du  point  A,  et  xuy^  celles  du  point  B. 
La  surface  engendrée  par  AMB  étant  représentée  par 

2ît  /     ydsy  la  question  proposée  revient  à  chercher  le 


minimum  de    f     y  as.  Ur,  on  a 


mais 
d'où 

donc 


de    /    yds.  Or, 

yds  =   I      fyds  =  j      (ojyds+jrîds)\ 

ds*  =  dx*  -H  dy*, 
dslds  =  dxldx  -\-dyldy  =  dxdox-h  dydty\ 

l\    %yd$  =  f  ^îyds+y^dîx+y^dlyX 
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et,  en  intégrant  par  parties, 

Il  faut  égaler  à  zéro  la  quantité  placée  sous  le  signe  I 
dans  le  second  membre,  ce  qui  donne 

Mais  la  seconde  équation  est  une  conséquence  de  la  pre- 
mière. En  effet,  on  a  identiquement 

'('£H*-'(4)]£' 

car  cette  équation  revient  à 

ou 

_     fdr*        dy*\  (dx  tdx        dy     dy\ 

conséquence  des  équations 

dx1       dy* 


ds*    '    ds*        Jf 

dx     dx       dy     dy 
ds      ds        ils      ds 


11  suffit  donc  de  considérer  l'équation  (i),  qui  donne 


dx 

d'où 


*7û  =  e'> 


V 


/   ,  "r1 


y  —  c\f  1  + 


tU* 
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et,  en  résolvant  par  rapport  à  dx9 

cdjr 


dx=. 


c* 


L'intégrale  de  cette  équation  est 

~ '' 

d'où  Ton  tire 

(3)  r  =  :   *  c  +*     c  ), 


x  —  d=:cV  y 


2 


équation  d'une  chaînette  (574,  2°). 

Les  constantes  c  et  c'  se  déterminent  comme  dans 
l'exemple  précédent.  Si  Ton  fait  passer  Taxe  des  jp  par  le 
point  le  plus  bas  de  la  courbe,  on  a  c'  —  o,  et 


/ 


2    X 


Si  les  points  À  et  B,  au  lieu  d'être  fixes,  devaient  se 
trouver  sur  deux  courbes  données,  on  obtiendrait  encore 
une  chaînette  normale  à  ces  deux  courbes. 

EXERCICES. 

i .  Plus  courte  distance  de  deux  points  sur  la  surface  d'un  cy- 
lindre* 

Solution  :  Courbe  faisant  avec  les  génératrices  un  angle  constant. 

2.  La  ligne  minimum  sur  une  surface  développable  se  trouve 
par  la  quadrature. 
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SUITE  DES  APPLICATIONS  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

Brachistocbrone.  —  Remarques  sur  l'équation  K  =  o.  —  Maximum  on 
minimum  relatif.  —  Problèmes  sur  les  isopérimètres. 


BRACHISTOCHROHE. 


Fig.  r3a. 


791 .  Problème.  —  Étant  donnés  deux  points  A  et  B, 
trouver  la  courbe  AMB  que  doit  suivre  un  point  pesant 
pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus 
court  possible.  Cette  courbe  s'appelle  brachistochrone, 
ou  courbe  de  plus  vite  descente. 

Prenons  une  verticale  quelconque  pour  axe  des  x,  et 

deux  axes  rectangulaires  Oz  et 
Oy  dans  un  plan  horizontal 
quelconque.  Si  Ton  suppose  que 
le  mobile  soit  parti  du   point 

A  (x0,jKo>  z°)'  sans  v*lesse  iQi' 
tiale,on  aura,  en  désignant  par  V 

sa  vitesse  au  point  M  (x,jry  z), 

(i)  V2=2ff(x  —  .r0). 

Mais  s  étant  Tare  parcouru,  et  t  le  temps  écoulé,  on  a 

Hs 
dt 

valeur  qu'il  faut  prendre  positivement,  parce  que  Tare 
augmente  continuellement  avec  le  temps.  Il  en  résulte 

d* 


^  =  V/2**  —  ■*•)! 
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d'où 

I  d* 

dt=z  -=  « 

\l*g  sjx  —  x. 

On  aura  donc,  en  nommant  T  le  temps  nécessaire  pour 
parcourir  l'arc  AB,  et  xx  l'abscisse  du  point  B, 

W  T=     '/•%*=. 

Il  faut  maintenant  chercher  la  variation  de  l'intégrale 

Jr**i      ds 
x,    >lx  —  *t 

En  posant 


on  aura 


\  fxds  =  foxds -h XSds). 


Mais 


i  8 


JX  = [x  —  xt)    2  (9x —  9x9); 


d'un  autre  côté, 


dx  dy  dz 

êds  =  — -  dSx  -+-  Hr  dir  -h  -r  <*£*. 
aj  ds  ds 


Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation 
(3)  sfxds  =  o, 


on  a 


-(x —  x0)    2ds 

-/B(wiï"4'**"x(ïrf*^"srf<r+srfto)]=a 

Intégrant  par  parties,  et  faisant    sortir  du  signe  /  les 
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différentielles  des  variations,  on  a  définitivement 

-| $jp(o: — jt.)    '<&|=o. 

Pour  que   la   quantité   placée    sous   le   signe  (dans  la 

seconde  intégrale  soit  nulle,  il  faut  égaler  à  o  les  coef- 
ficients des  variations  dx9  $y}  $z,  ce  qui  donne 

(4)  5  (*  -  *.)"'*  4-  rf(x^)  =  o, 

■»>  '(*î)=*   '(«£)"* 

Les  deux  dernières  équations  sont  suffisantes  ;  car  on  a 
identiquement 


Wx*hHxïy*'{x*. 


puisque 

d?  —im 

Mais 


—  dX , 


2  3 

(x_*,)> 


On  aura  donc,  en  ayant  égard  aux  équations  (  5  ) , 

dx     f     dx\  i         dr 

c'est-à-dire  l'équation  (4  ). 

Sturv.  —  Jn.%  IL  21 
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On  tire  des  équations  (  5  ) 


dr 
ds 

;C, 

ds 

OU 

(6)                  '       £  ~ 

c, 

t          dz 

r" . 

-          Vi    j 

V^x  —  *•  ds 

d'où  l'on  déduit 

ày 

C 

dz 

"C 

et 

(7)                        y 

C 

S4-(/\ 

792.  Cette  équation  montre  d'abord  que  tous  les  points 
de  la  courbe  sont  dans  un  même  plan  vertical. 

Eu  remplaçant  ds  par  yjdx*  -+-  cty*  et  C  par  —  pour 
l'homogénéité,  on  déduit  de  la  première  des  équations  (6) 


dy  —  dx 


v^ 


x 


Si  Ton  prend  le  plan  de  la  courbe  pour  plan  des  xy,  et 
le  point  de  départ  A  pour  origine  des  coordonnées,  on  a 
x%  ■=.  o,  et  F  équation  différentielle  de  la  courbe  se  ré- 
duit à 

(8)  dy  = 


y  «  —  * 


La  cycloïde  représentée  par  cette  équation  a  un  point  de 
rebroussement  au  point  A,  sa  base  est  horizontale,  et  le 
diamètre  de  son  cercle  générateur  est  égal  à  «. 
En  intégrant  l'équation  (8),  on  a 


i  a  —  ?..r 


y  =  -  a  arc  cos \ax  —  x7m 

On  déterminera  la  constante  a,  c'est-à-dire  le  diamètre 
du  cercle  générateur,  en  exprimant  que  la  courbe  passe 
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par  le  point  B  (j?i>>y,i).  On  peut  aussi  obtenir  ce  diamètre 
par  la  construction  suivante.  Décrivons  une  cycloïde  quel- 
conque ayant  son  sommet  au 
point  À  et  pour  base  A/;  soit 
b  le  point  où  A6  rencontre  cette 
courbe.  À  cause  de  la  similitude 
des  deux  cjcloïdes,  c  et  C  étant 
les  centres  des  circonférences  gé- 
nératrices qui  correspondent  aux 
deux  points  b  et  B,  les  triangles  ABC,  Abc  sont  sem- 
blables. Or,  les  points  b%  Bet  c  étant  connus,  il  suffira 
pour  avoir  le  centre  C  de  mener  BC  parallèle  à  bc  jusqu'à 
la  rencontre  de  Ac  prolongé. 

Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  aller  du  point  A 

au  point  B,  est  égal  à  —_^   I      -4:  (791  ),  en  prenant  l'o- 

rigine  des  coordonnées  au  point  A.  On  aura  donc,  d'après 
l'équation  de  la  courbe, 

T  =  -4=    /     — —  4  /  —  arc  cos ■    I,  350  . 

\l*g  Jo     \/ax—x>         y   *g  a 

793.  Supposons  maintenantque  les  deux  points  A  et  B, 
au  lieu  d'être  donnés,  soient  assujettis  à  se  trouver  sur 
deux  courbes  données  CD,  EF.  On  obtient  encore  une 
cycloïde  AIYIB,  située  dans  un  plan  vertical.  Pour  déter- 
miner les  points  A  et  B  qui  fixent  sa  position,  il  faut 
recourir  à  l'équation  générale  Y  =  o,  qui  est,  dans  ce 
cas  (791), 

Vv[dx%         dr.  dz.   VI 

Comme  les  déplacements  des  points  A  et  Bsur  les  deux 

21. 
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courbes  sont  indépendants  1  un  de  l'autre,  on  a  d'abord 


(i) 


[*(S 


=±o. 


Celte  équation  exprime  que  le  cosinus  de  l'angle  TBU  est 
Fig.  i34-  nul,   BT  et  BU  étant  les  tan- 

gentes menées  par  le  point  B 
-g     aux  deux  courbes  EF  et  AB  : 
donc  la  cycloïde  AMB  coupe  la 
courbe  EF  à  angle  droit. 

Il  faut  maintenant  égaler  à  o 
le  reste  du  premier  membre  de 
l'équation  T  =  o  ;  mais,  aupara- 
vant, on  peut  simplifier  cette  équation.  En  effet,  on  a, 
pour  tous  les  points  de  la  courbe  AMB  ("91), 


£'(*£ 


I 
2 


rîx 


T=°> 


(*-*.)' 


OU 


(*S) 


I 

2 


d* 


— "==  o; 


(X  -  X,)' 


d'où  Ton  tire 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  r  =  o,  elle  se 
réduit  a 

<a>    (Xë),^+(>I);^+(XS):^=°- 

Cette  équation  peut  être  rendue  symétrique  par  rap- 
port aux  variables.  On  a  trouvé  (791  ),  C  et  C  étant  deux 
constantes, 


i 
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donc 

(*$),=(*!).•  (*î)=(*î).- 

L'équation  (2)  devient  alors 

s£)Mx£)Mx£).'*=- 

et,  en  divisant  par  X,,  facteur  commun, 

<3>       (£)."•+ (!),*•- (z),'*=°- 

Cette  dernière  équation  exprime  que  la  tangente  à  la  cy- 
cloïde  au  point  B  est  perpendiculaire  à  la  tangente  menée 
à  la  courbe  CD  parle  point  A. 

Les  constantes  et  les  inconnues  x0,  y<»  *o»  X\*yM  z\ 
se  détermineront  comme  dans  les  exemples  précédents. 

REMARQUE    SUR    L'iNTÉGRATïON    DE    INÉQUATION    K  =  O. 

794.  C'est  ici  le  lieu  de  placer  quelques  observations 
relatives  à  l'équation  différentielle 

dP        /i*Q 

v  '  dx         dx* 

i°  Supposons  que  N  soit  nulle,  c'est-à-dire  que  y 
n'entre  pas  explicitement  dans  V.  L'équation  (1)  se  réduit 

alors  à 

d?       rf'Q 

h  -7-^-  =  o: 

dx         dx' 

d'où  résulte 

w  '-£=* 

Cette  équation  n'est  plus  que  du  troisième  ordre,  si  Vne 
contient  pas  de  dérivées  d'un  ordre  supérieur  au  second. 

a°  Si  M  =  o,  c'est-à-dire  si  x  n'entre  pas  explicite- 
ment dans  V,  l'équation  K  =  o  se  réduira  encore  au  troi- 
sième ordre,  en  prenant  y  pour  variable  indépendante; 
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maïs  on  prut  encore  la  réduire  au  troisième  ordre  de  la 
manière  suivante.  A  cause  de  M  =  o,  on  a  (764) 

dV  =  Ndy  -4-  Ve/p  -4-  Qdq  ; 


d'ailleurs 


dx         d.r* 


Éliminant  N  entre  ces  équations,  on  aura 

dv  ~=  (S  -  S  ) <ir + vdp + Qrf* 

=pdP+Pdp+^d-£-Pgyr., 

d'où 

équation  du  troisième  ordre  seulement. 

3°  Si  Ton  avait,  à  la  fois,  M  =  o,  N  =o,  l'équation  (3) 
se  ramènerait  au  deuxième  ordre.  On  aurait  alors 


d'où 


d?  _  </'Q  _ 

d.r  dx1 


et  l'équation  (3)  deviendrait 

(4)  V  =  Q7-Hc>  +  f. 

Voici  un  problème  dans  lequel  ces  simplifications  se 
présentent. 

795.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  plane  A  MB 
telle,  que  Voire  ACBD  comprise  entre  Parc  AMB,  les 
rayons  de  courbure  AC  et  BD  qui  correspondent  aux 
deux  points  extrêmes  A  et  B,  et  la  portion  de  déve- 
loppée CD  comprise  entre  les  centres  de  courbure  C  et  D 
soit  un  minimum. 

11  ne  peut  pas  y  avoir  de  maximum,  puisque  AB  deve- 
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riant  une  ligne  droite,  la  surface  correspondante  serait 
infinie.  En  prenant  une  courbe  peu  différente  de  cette 
droite,  on  aurait  donc  une  aire  aussi  grande  qu'on  vou- 
drait. 

Soient  MK  et  M'K'  les  rayons  de  courbure  de  deux 
Fiff' l35-  points  infiniment  voi- 

sins M  et  M'.  Le  trian- 
gle infiniment  petit 
MK'M'     est     égal     à 

-pds,  en   appelant   p 

le  rayon  de  courbure 
y  MK,  et  ds  l'arc  infini- 

ment petit  MM'.  On  en  conclut  aisément  que  la  surface 
en  question  a  pour  mesure 


D 


M    (i-f-/>M* 


dx, 


x0  et  xx  étant  les  abscisses  des  points  extrêmes  Â  et  B. 

Comme  la  fonction  V  ne  contient  explicitement  ni  x 
ni  y  y  nous  appliquerons  la  formule  (794) 


(0 


or, 


V  —  Q7  -t-c'p-h  c: 


Q  = T3— 5 


on  a  donc 


(t +/>')' 


27 


iq1 

(l  -4-  />»)» 


H-  c* p  -+-  c, 


OU 


zzz  c'p  -f-  c- 

9 


Comme  p  = >  celte  équation  revient  a 


P  = 


c1  p  -+-  <? 
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Soit  0  l'angle  MTar  que  fait  la  tangente  MT  au  point 
M  (jc9y)  avec  Taxe  Ox:  on  a 

__       P  ' 


tang9=/>,     sinO:=     ._L__i      cosô  = 


Par  conséquent, 

p  =  c'sinô  -+-  ccosO. 

Soient  a  et  a  deux  nouvelles  constantes,  telles  que 


on  aura 


c=  —  aasina,     c'=2«cosa, 


2 


C  c' 


Sina= ,      cosa  = 


on  a  ainsi 

(3)  p  =  2asin(0  —  a). 

Prenons  deux  nouveaux.axes  rectangulaires  Oxf  et OjJ9 
tels  que  x'Oa:  =  a. 

Si  l'on  fait  0  —  a  =  0',  on  aura 

p  =  2  a  sin  ©'. 

Formons  l'équation  différentielle  qui  convient  à  ces 
nouveaux  axes.  On  a 

tango' =-, 

d'où 

± 

dx 


sin0'  = 


v/ 


dr* 


Remplaçons  p  par ?  valeur  qui   suppose    la 

«  .7" 


t/X' 
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courbe  concave  vers  Taxe  des  x  :  on  a 

dy* 


(4)  ( 


d 

«/y>\»  dx* 

I  -h  —  ]  ==  —  a > 

dx2  /  dur 


équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée,  par  rap- 
port aux  nouveaux  axes.  On  tire  de  cette  équation 


dx  = 


ad 
do* 


d'où 

(5)  x-c=  — ~ 

I  -+■  — 
d.rt 

En  supposant  la  constante  c  connue,  on  peut  imaginer 
que  l'axe  desj*  soit  transporté  parallèlement  à  lui-même, 
de  telle  sorte  que  toutes  les  anciennes  abscisses  soient 
diminuées  de  c.  L'équation  différentielle  de  la  courbe  est 
alors 


x 


dr* 

i-f-  — 
dx* 


OU 


(6)  dy  =  dx\j-x- 


1 . 


La  courbe  cherchée  est  donc  une  cycloïde  dont  Taxe  est 
dirige  suivant  Taxe  des  x,  et  dont  la  tangente  au  sommet 
est  l'axe  des  y. 

Pour  déterminer  les  constantes,  au  nombre  de  quatre, 
que  renferme  l'équation  de  la  courbe  rapportée  aux  an- 
ciens axes»  il  faut  distinguer  plusieurs  cas  : 

i°  Si  les  points  A  et  B  sont  donnés  ainsi  que  les  tan- 
gentes à  la  courbe  en  ces  points,  l'équation  T  =  o  est 
satisfaite  identiquement;  car  on  a  $x0  =  o,  $yQ  =  o, 
$p0  =  o,. . ..  On  aura  les  quatre  constantes  en  substituant 


33o  cours  d'analyse. 

les  coordonnées  des  points  A  et  B  dans  l'équation  de  la 
courbe,  et  en  exprimant  que  les  tangentes  en  ces  points 
sont  données. 

2°  Si  Ton  donne  les  points  A  et  B,  sans  donner  les  tan- 
gentes à  la  courbe  en  ces  deux  points,  l'équation  F  =  o 
deviendra 

Qi  $P\  —  Qi  */>•  =  o, 

et  comme  les  variations  $pt  et  SpQ  sont  indépendantes 
Tune  de  l'autre,  il  faut  que  Ton  ait  séparément 

Q,  =  o,     Q,  =  o; 
on  a  trouvé,  généralement, 

Q  =  —  : t1-» 

et  comme  i  +ps  ne  peut  pas  être  nul,  il  faut  que  Ton  ait 

On  déduit  de  là  que  le  rayon  de  courbure  est  nul  aux 
points  A  et  B  :  ces  points  sont  donc  les  points  de  rebrou s- 
sement  de  la  cycloïde. 

3°  On  peut  se  donner  le  point  A  ainsi  que  la  tan-» 
gente  à  la  cycloïde  en  ce  point,  et  supposer  que  le  point  B 
doive  se  trouver  sur  une  courbe  donnée 

r=Y*(*)- 

Dans  ce  cas  l'équation  T  =  o  se  compose  de  deux  par- 
ties :  un  terme  contenant  d xiy  et  le  terme  Qt  àpx\  $xt  et 
ôpi  étant  des  variables  indépendantes,  on  doit  avoir 
Q,  =  o,  d'où  qx  =  00  .  Ainsi,  le  point  B  est  encore  un 
point  de  rebroussement  de  la  cycloïde. 

MAXIMUM    OU    MINIMUM    RELATIF. 

796.  Dans  les  questions  précédentes,  il  s'agissait  de 
rendre  maximum  ou  minimum   une  intégrale  définie 
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/      Ydx,  sans  autre   condition.    On    peut    ajouter   au 

0 
problème  la   condition  qu'une   autre    intégrale  définie 

XJdx  ail  une  valeur  déterminée  /.  Par  exemple,  soit 


"X* 


f 


proposé  de  trouver  parmi  toutes  les  courbes  planes  de 
même  longueur  /,  terminées  à  deux  points  A  et  B,  celle 
dont  Taire  comprise  entre  cette  courbe,  Taxe  des  abscisses 
et  les  deux  ordonnées  extrêmes  est  un  maximum.  La 
question  consiste  à  déterminer  y  en  fonction  de  .r,  de 
telle  sorte  qu'ayant 


%/  X 


dx  ^\  -T-  ij1—  lj 


l'intégrale  f    ydx  ait  une  valeur  plus  grande,  ou  plus 

petite,  que  si  Ton  remplaçait^  par  toute  autre  fonction  de 
x  satisfaisant  à  l'équation  précédente.  On  dit  alors  que 
l'intégrale  admet  un  maximum,  ou  un  minimum,  relatif. 

797.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  rendre  maximum  Tin- 

JC*1 
f      \dx,  avec  la  condition 

(i)  f   \ldr=zl. 

Les  variations  de  ces  intégrales  doivent  être  nulles, 
si  Ton  compare  la  fonction  de  x  cherchée  avec  celles  qui 

conservent  à     /      Vdx  la  même  valeur.  On  doit  donc 


avoir 


(2) 


Jr*x%  „xt 

Vctx=o,     3  1       Vdx  =  0. 
r0  Jx, 


En  développant  ces  deux  conditions  comme  on  l'a  fait 
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pour  le  maximum  absolu,  on  a  deux  équations,  telles  que 


(3) 


Jr*t 

(4)  6 -f-   I       Lt*dx  =  o\ 

r,  0,  K  et  L  sont  des  fonctions  que  l'on  formera  comme 
il  a  été  dit  plus  haut.  Mais  ici  il  ne  faut  plus  poser  séparé- 
ment r  =  o,  K  =  o,  car  a)  n'est  plus  une  fonction  entiè- 
rement arbitraire  de  x.  Pour  trouver  les  conditions  qui 
doivent  être  remplies  dans  ce  cas,  il  faut  d'abord  élimi- 
ner o).  Posons 

(5)  /      Lwé£r  =  ç(x), 
d'où 

Par  conséquent, 

0  +  ^(l,)-(),       OU       ç(x,)=:  — 0. 

Il  résulte  de  là,  à  cause  de  l'indétermination  de  &>,  que 
(f  (x)  est  une  fonction  arbitraire  de  x,  assujettie  seule- 
ment à  s'annuler  pour  x  =  ,r0,  et  à  devenir  égale  à  — O 
pour  x  =  xx.  Or,  on  a,  à  cause  de  l'équation  (5), 


I    do  { x) 


W  r=r  — 


L     Em- 
portant cette  valeur  dans  l'équation  (3),  il  vient 


1    ï 


r-t-  ;     Td(f(x)  =  o, 


ou,  eu  intégrant  par  parties, 

(6)         r-(r).— X*,fWrf(r)=°' 

Comme  9  (x)  est  une  fonction  arbitraire  dont  on  donne 
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les  valeurs  seulement  pour  x  =  x0,  x  =  xXi  on  doit  avoir 
séparément  les  équations 

(7)  -(|)  =  o, 

(8)  '-(!),•=•• 

La  première  donne 

K 

y-  =  —  a     on     K  -f-  a  L  =  o, 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  La  seconde  condi- 
tion devient  T-t-a©  =  o,  car  ( -- j  =  — a,  puisque  — 
a  une  valeur  constante  —  a.  On  a  donc  les  deux  équations 

(9)  r  +  a8  =  o)     K  -4-  « L  =  o. 

Il  y  aura  une  constante  de  plus  que  dans  le  cas  où  Ton 
cherche  un  minimum  absolu,  mais  on  a  aussi  une  équa- 
tion de  plus 


/ 

t/jr9 


798.  Si  Ton  avait  cherché  le  maximum  de  l'intégrale 
définie 


f 

t/x9 


(V-i-flU)rfr, 


on  aurait  été  conduit  aux  deux  équations  (9).  Par  con- 
séquent, la  recherche  du  maximum  relatif  de  l'intégrale 

Jl      \dx,  lorsque   l'intégrale  /      Udx   doit  conserver 

une  valeur  constante,  revient  à  chercher  le  maximum 

absolu  de  l'intégrale  I  (V-H  a\J)dx. 

C'est  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  justifier  par  le  raisonne- 
ment suivant. 
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Si  I      (V-f-aU)  dx  est  un  maximum,  pendant  que 


J  X* 


X]dx  conserve  une  valeur  constante  et  égale  à  /,  U' 


et  V  désignant  des  fonctions  peu  différentes  de  U  et  de  V, 
on  doit  avoir 


(0 

donc 

(3) 


f  \\7+aV)dx>  f   '(V'  +  flÏÏ)f/i, 
Vdx  =  f      \}§dx  —  l) 

/       V<£r>  /       V'dx; 


ce  qui  montre  bien  que  l      \ dx  est  un  maximum  lors- 
que  la  condition  /      \]dx  =  l  est  remplie.  Récîproque- 

«Ar0 

ment,  de  l'inégalité  (3)  et  de  l'égalité  (2)  on  déduirait 
l'inégalité  (1). 


PROBLÈMES    SUR    LES    1SOPÉRIMETRES. 

799.  Etant  donnés  deux  points  C  et  D  sur  un  plan, 
Fig.  i36.  trouver  parmi  toutes  les  cour- 

___  bes  de  même  longueur,  situées 
dans  ce  plan,  et  terminées  aux 
points  C  et  D,  celle  pour  laquelle 

l'aire  ÀBDC  est  un  maximum. 

On  doit  avoir 


m. 


i> 


/ 


/ 


01 


i>      B 


I 


Jf*xi     


-4-  dj*  =  t 


et  il  faut  chercher  le  maximum  de  l'intégrale   I     y  dx. 
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D'après  la  théorie  précédente,  on  devra  chercher  le  maxi- 
mum absolu  de  l'intégrale  /  '{ydx-h  ayjdx*-h  dy*). 
ce  qui  conduit  à  poser 

(0  Jl       [ydx  -f-  a  \jda?  -h  dy-)  =  o. 

Comme  les  limites  x0  et  xt  sont  fixes,  la  partie  de  la 
variation  désignée  par  T  est  identiquement  nulle.  On 
peut,  en  outre,  ne  faire  varier  que  x.  On  a  ainsi 

(2)  /       'U  +  tf^     rf^=:0, 


rv-ë) 


ou,  en  intégrant  par  parties,  et  négligeant  la  quantité  pla- 
cée en  dehors  du  signe  I ,  qui  est  nulle, 


1. 


*xd[jr-i-a-£)  =  o9 


et,  en  égalant  à  o  le  coefficient  de  d.r, 
d'où 

dx 

(3)  '  +  aTs=c- 


Remplaçons  ds  par  ydx*-r-dy**  et  résolvons  par  rap- 
port à  dx.  Il  viendra 

v/«'  -  lr  -  «? 
d'où  

x  —  c  —  sla*—  [y  —  c*)1, 
Ct 

(4)  (*-r)'+(.r-«7=a\ 

Ainsi,  la  courbe  cherchée  est  un  arc  de  cercle. 
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800.  Problème.  De  toutes  les  courbes  isopérimètres 
que  ton  peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux  points  don- 
nés A  et  B,  trouver  celle  qui,  en  tournant  autour  de  la 
droite  Qx,  engendre  la  plus  grande,  ou  la  plus  petite 
surface  de  révolution. 

II  faut  chercher  le  maximum,  ou  le  minimum,  relatif 

de  l'intégrale  /     yds,  avec  la  condition 


r 


X. 

ds  =  l. 


La  question  se  ramène  (798)  à  la  recherche  du  maxi 
muni,  ou  du  minimum,  absolu  de 


r 


(jr  -+-a)dsy 


et  comme  a  est  une  constante,  on  obtiendra  le  même  ré- 
sultat qu'en  cherchant  le  minimum  absolu  de  I  yds* 
problème  déjà  traité  (790),  et  qui  donne  la  chaînette. 

801.  Problème.  De  toutes  les  courbes  isopérimètres, 
trouver  celle  qui  engendre  le  volume  de  révolution  mi- 
nimum. 

L'équation  du  problème  est ,  dans  ce  cas , 


JCxt 
(y*dx  +  ads)  =  o\ 


comme  les  deux  points  A  et  B  sont  donnés,  on  peut  ne 
faire  varier  que  x  et  faire  abstraction  de  la  partie  T,  qui 
est  identiquement  nulle,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  dérivée 
d'un  ordre  supérieur  au  premier.  D'après  cela  on  aura 

Ils) 


d[ X2-+-a-i:  )  =  °> 


fl.T 

y*  -t-  a  —  =z  c. 
as 
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On  déduit  de  là,  en  remplaçant  ds  par  yjdx*  -\rdj*y 

équation  différentielle  de  la  courbe  élastique  (572). 

802.  Problème.  Déterminer  la  courbe  qui,  par  sa 
révolution  autour  d'un  axe  [l'axe  des  x)  engendre  la 
surface  minimum  qui  renferme  un  volume  donné. 

Ce  volume  étant  «  i  y*dx,  et  l'aire  arc  fj'ds^  il  faut 
poser  (798) 

(i)  8  l(y*dx-t-  layds)  =  o, 

a  étant  une  constante. 

En  considérant  comme  fixes  les  deux  extrémités  de  la 
courbe,  on  peut  ne  faire  varier  que  x,  et  comme  la  formule 

ds  *  =  dx*  H-  dj'7 

donne 


dx 
ods  =  -r-  dox, 
ds 

on  aura 

j*  -f-  2  ay  —  )  */tfx  =r  o. 


/(• 


En  intégrant  par  parties,  et  faisant  $x  =  o  aux  deux 
limites,  on  a 

d'où  Ton  conclut 

jra  +  a/y  —  =  c. 

Chacune  des  constantes  a  et  C  pouvant  être  positive  ou 
négative,  on  peut  écrire 


dr 
r':±:2tfr  —  ±6'  =  Oi 

~  Us 

Stdrm.  —  An.,  II.  22 
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et  de  là  résulte 

,   x  .  Cr9±b')dr 


C'est  l'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée;  le 
radical  doit  être  tantôt  positif,  tantôt  négatif;  il  change 
de  signe  quand  y  devient  un  maximum  ou  un  minimum. 

Si  la  constante  b  est  nulle,  on  a  un  cercle  ou  Taxe  des  x. 

Si  b  n'est  pas  nulle,  l'équation  différentielle  (2)  appar- 
tient à  la  courbe  décrite  par  l'un  des  foyers  d'une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisser  sur  l'axe  des  or, 
comme  l'a  démontré  M.  Delaunay,  dans  le  Journal  de 
Mathématiques  de  M.  Liouvillc  (*). 

EXERCICES. 

1 .  Déterminer,  parmi  toutes  les  lignes  d'une  longueur  donnée , 
et  terminées  à  deux  points fixes  A,  B,  celle  pour  laquelle  la  somme 
des  produits  de  chaque  élément  ds  par  le  carré  de  sa  distance  à  la 
droite  AB  est  un  maximum. 

Solution  :  On  prend  AB  pour  axe  des  x.  La  question  se  ramène  à 
l'intégration  de  l'équation 

2.  Parmi  les  courbas  planes  qui,  passant  par  deux  points  fixes, 
tournent  autour  du  même  axe  situé  dans  le  même  plan  et  engen- 
drent une  surface  dont  l'aire  est  donnée,  trouver  celle  qui  donné 
lieu  au  volume  maximum. 

Solution  :  de  —    ,  __i  _z— _i-=—  • 


(*)  Voir  t.  VI,  p.  309,  et  une  Note  de  M.  Sturm,  p.  3ij. 
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NOTES. 


NOTE  I. 

SUR  UN  CAS   PARTICULIER   DE   LÀ  FORMULE   DU    BIXÔME , 

par  M.  E.  Catalan. 


(Extrait  dts  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  1857,  t.  XLV,  p.  621. 


Les  ouvrages  les  plus  estimés,  par  exemple,  le  Cours  (FJnnfyse 
du  profond  et  regrettable  Sturm,  n'indiquent  pas  ce  que  devient  la 

série 

m  m  (m  —  1)    _      m  (m  —  1)  (  m —  2)    _ 

I  I  .  2  1.2.3 

quand  on  suppose  x  =  ±  i    Cette  lacune  peut  être  aisément  com- 
blée comme  il  suit  : 

\ .  Lemme  I.*—  Le  produit  ut  h,  uy . .  ua  «fl+l .. .,  dans  lequel  on  sup- 
pose, pour  plus  de  simplicité,  «,>«,>«,...>  aB>  «-+1 . . .  >  1 , 
converge  ou  diverge  en  même  temps  que  la  série 

lw,-hl«,^-. .  .-h1«ii4-1«b+i...  (*). 


(  *  )  Cette  proposition,  qui  est  évidente,  peut  être  fort  utile.  Elle  prouve, 
par  exemple,  que  les  produits 


j   5  11   19       n*-+-n  —  1  e  —  \  é1  —  1        c" 


1 


sec  a  sec  —  •  •  •  sec  -  •  •  • 

2  n 


•ont  convergents,  et  que  les  produits 
3  5  10  r»1 


peuvent  dépasser  toute  limite. 


•  «« 


22. 
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2.  Lehme  II.  m  étant  une  quantité  positive,  moindre  que  l'unité % 
le  produit 

P  —  _L       %  ^  n 

*  ~~  m  m  4- 1  m -t  2        //*  -f-  //  —  1 

crott  indéfiniment  avec  n. 
En  effet, 

lim«l =  Iim/2 1  f  H )  =  i  —  m; 

m-\-n  —  i  \        #/*-+-/<  —  i  /  ' 

donc  la  série  qui  aurait  pour  terme  général  1 est  diver- 

m  — f~  //  —  î 

génie  (*);  donc  le  produit  P„  est  divergent  (Lemme  1). 

3.  Lemmr  III.  m  étant  une  quantité  positive,  comprise  entre  deux 
nombres  entiers  positifs,  p  —  î ,  p,  le  produit 

p-hi      />H-a  «-(-î 


p  —  m  p  -f- 1  —  m        n  —  m 
croit  indéfiniment  avec  nm 

•4.  Théorème  I.  m  étant  une  quantité  positive  quelconque,  on  a 
/M     ^_.   ,  m  ,  ™{m-i)  m{m-i)...(m  —  n+\) 

x  1  1.2  1.2.3. ../I 

Le  reste  de  la  série  (A)  est  (**)  % 

m(m  —  î).  ..(m  —  n)  î 


R 


i.2.3...(//H»i)        li-t-^j'"1"1' 


Soit  p  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  m  :  on  peut 
écrire 


R 


1 . 2  ...  ^ 

p  —  m  p  -\-i  —  m         n  —  m                i 
x  *- ' • X — . 


p-i-i       yw-h2  n-i-i        (i-hô)"h 


m 


Des  trois  facteurs  de  R,  le  premier  est  constant,  le  deuxième  a  pour 
limite  zéro  (Lemme  111),  le  troisième  ne  surpasse  pas  l'unité;  donc 
limR  =  o. 


(*)  Comptes  rendus,  t.  XLNI,  p.  617. 
("*)  Cours  d'Analyse,  l.  1,  p.  118. 
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5.  Tdéorème  II.  m  étant  une  quantité  positive  quelconque,  on  a 
n.         _         m      m[m  —  \\         ^_m(m — i)...(m  —  n-\-i)  _ 

'  l  1.2  1.2. ../i 

La  démonstration  ne  diffère  pas  de  la  précédente,  pourvu  que  le 
reste  soit  mis  sous  la  forme 

R'  =  ±  m(jw— Q...(jw--/>+i) 

1.2.../7 

17  —  m/7-f-T  —  77;        /i  —  m      ,         . .     ,   ,   . 
x^ '-— • x(i  —  Q)m-1  (*). 

6.  Théorème  III.  m  c'&mf  une  quantité  positive,  moindre  que 
Vunitéy  on  a 

1   __         /n       m(/7?-4-0      iw(/w-t-i)  (*»  4-2) 
(t)    <  mtm  +  i).  ..lm  +  m-*)_ 

1.2. ..71 

Dans  ce  cas,  l'expression  du  reste  est 

m  (w  4-0. .  Am  -4-/7)  t 


R"=± 


donc  (  Lemme  II  )  lim  R"  =  o. 

7.  Il  est  évident  que  la  série  (C)  cessa  d'être  convergente  à  par- 
tir de  m  =  1 ,  et  que  la  série 

m       m(m-+-i)       m(m-+-  i)fw-»-  *>.) 

.      1  +  7  +  — CT~  + ÏT2T3 +  -" 

est  divergente  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  m.  Les  cas  dont 
nous  nous  sommes  occupé  sont  donc  les  seuls  qui  présentent  quelque 
intérêt. 


(■)  Cours  d'Analyse,  t,  l,  p.  120. 
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NOTE  IL 

SUR  LES   FONCTIONS   ELL1PTIQUBS   (*  ), 
par  M.  Despeyrous. 


L'intégrale  sous  forme  algébrique  de  l'équation 

dx  dy 


=  o 


s'obtient  aisément,  comme  on  sait  (**),  au  moyen  d'une  intégration 
par  parties.  En  mettant  cette  équation  sous  la  forme 


dx ^ i  —  jr*  -4-  dy  yj  i  —  x1  =  o, 
on  en  déduit 

fdx^i  —  jr*  +  ldjr^i  —  x-=  const. 
Or,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

(dx  y/i-y*  =  x  \/i—  j-+  I    *LI. 


(  *  )  Pour  l'intelligence  de  cette  Note,  il  est  nécessaire  de  savoir  que  l'on 
donne  le  nom  d'intégrales  elliptiques  aux  intégrales  suivantes,  dont  la  se- 
conde représente  la  longueur  d'un  arc  d'ellipse  : 

JC?           dp 
I       » 

0    ^i  — ««sin'p 


a6  espèce.  j     df\J\ —  cssiu-p, 

,.     ,  r?  dç 

3*  espèce.  I     — ■ • 

J0    (i -+-i»  biu*ç>j  y^i — c'siu'o 

Si  l'on  pose  x  =  sinp,  l'intégrale  de  première  espèce  devient 

X*    * 


o    V7»—  **tfi  — 


{"*)  Voir,  par  exemple,  Lacroix,  Traité  du  Calcul  différentiel  ei  du 
Calcul  intégral,  t.  II,  p.  473. 
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jdy  s> i  -  x*  =  H  i-*H  J"-^ 


xydx 


Ajoutant  et  observant  que  les  termes  sous  le  signe  /  donnent  une 

somme  nulle  en  vertu  de  l'équation  différentielle  proposée,  on 
trouve  Tintégrale  algébrique 


x/i  —  y'-t  /v'i — ci=  consl. 

Le  constante  arbitraire  qu'elle  contient  est  la  valeur  de  y  pour 
x  =  o.  Posons 


x 


dx 


— __ =  a,     x  =  sina,     yi--x'  =  cosa, 

o    y'  i  —  x1 


et  de  môme 


i 


Nous  aurons 

du.-\-  fip  =  o, 

d'où 

7  étant  une  constante.  D'ailleurs,  pour  a  =  o,  on  a 

x=o,     P=7,    ^  =  sin7. 
La  constante  de  notre  intégrale  est  donc  siny.  Par  suite  il  vient 
8in7  ou  sin  (a  -+-  P)  =  sina  cosp  4-  sinp  cosa. 

C'est  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  circu- 
laires. 

Le  même  procédé  s'applique  facilement  à  la  recherche  de  l'inté- 
grale d'Euler,  qui  donne  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques. 

Soit,  en  effet, 

dx  ,  dy 

-.    ••-•     -  .  +  -7=  =  o . 

\ '1  —  x%  y\  —  c'a*      ^i—yl\i  —  c'y* 

En  multipliant  par  le  produit  des  dénominateurs  et  divisant  par 
1  —  caxa/a,  on  a 
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Or,  en  intégrant  le  premier  terme  par  parties,  on  obtient 


/ 


1  —  c^x'y2  i  —  c*x*y2 


*fc 


(i-t-ra)(i-4-r».rV)  — aca.r»  —  îcV  dy 


En  échangeant  entre  elles  les  deux  lettres  x  et  y,  on  aura  le  second 

terme;  ajoutant  donc  et  observant  que  les  termes  sous  le  signe  / 

donnent  une  somme  nulle  en  vertu  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée, on  trouvera 


— — - : r-^1 " =  COnSt. 

i  —  c2x2y2 

La  constante  du  second  membre  est  la  valeur  de  /  pour  x  =  o. 
Posons 


x 


o    \/ 1  —  x2  y/i  —  c2 x1 


.r  =  S(a),     y/i-x2  =  C(z)f     y7  i  -  c*x>  =  R(a), 

et  de  même 

dy 


£ 


ra-f- 


'o    y/i—y2}/\  —  c2/3 

Nous  aurons 

rf«  +  r/p  =  o, 

d'où 

7  étant  une  constante.  D'ailleurs,  pour  a  =  o,  on  a 

x  =  o,     P  =  7t    r=S(7). 
La  constante  de  notre  intégrale  est  donc  S  (7).  Par  suite,  il  vient 

S(7l  ou  S(«  +  31  =  S(»)C(P)R(P)  +  S(P)C(a)R(g), 


(  *  )  Dans  cette  intégrale,  la  variable  x  doit  être  prise  toujours  moindre 
que  1.  Si  l'on  fait  x  =  sinç>,  alors  l'angle  p  est  appelé  Y  amplitude  de  Tin* 
légrale  a.  Jacobi  le  désigne  par  am  a  et  pose  r  =  sinam  a. 
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C'est  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Elle  donne  S(a  —  P)  en  changeant  le  signe  de  S(P).  On  peut 
aussi  en  déduire  C  (a  dz  P)  et  R  (adt  P). 


NOTE  III. 

ANALOGIE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÊBENT1ELLES  LINÉAIRES 
A  COEFFICIENTS  VARIABLES,    AVEC  LES   ÉQUATIONS   ALGÉBRIQUES, 

par  M.  E.  BuAftsia». 


i°  Considérons  l'équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  va- 
riables : 

,  ,     __         dmr       ndm'iY       .,  r/w-*r  ,  _dy 

De  Tintégrale  de  cette  équation  on  déduit  par  les  quadratures 
celle  de  Xm  =  /(x);  aussi,  dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supprime- 
rons le  terme  fonction  de  la  seule  variable  x. 

L'intégrale  complète  de  Xm  =  o  est  la  somme  de  m  intégrales 
particulières  distinctes,  que  nous  appellerons  les  solutions  de  cette 
équation.  Une  intégrale  7=  cty(x)  est  distincte,  si  ty(x)  ne  peut 
être  décomposée,  par  addition  ou  soustraction,  en  d'autres  fonctions 
de  x,  qui  égalées  à  y  puissent  satisfaire  à  Xm  =  o. 

Cela  posé,  rappelons  que  Lagrange,  dans  son  Mémoire  intitulé  : 
Solutions  de  différents  problèmes  de  calcul  intégral,  a  démontré 
que,  si  Ton  connaît  p  solutions  ct  yv  c^, . . . ,  cp yp  de  Xm  =  o,  on 
complète  son  intégration  en  effectuant  celle  d'une  équation  linéaire 
d'ordre  m  — /?.  M.  Libri,  en  i836,  a  donné  de  l'extension  à  ce 
théorème  en  démontrant  que,  si  une  équation  linéaire  Xp  =  o  (l'in- 
dice/? désigne  Tordre),  non  intégrée,  est  telle  néanmoins,  que  ses 
solutions  inconnues  satisfont  à  Xm  =  o,  l'intégration  de  cette  der- 
nière dépend  de  celle  de  l'équation  d'ordre  p  et  d'une  autre  équa- 
tion d'ordre  m  —  p.  Il  est  à  remarquer  que  si  l'intégration  de  Xp  =  o 
est  nécessaire  pour  savoir  si  les  solutions  de  celte  équation  appar- 
tiennent à  Xm  =  o,  ce  théorème  rentre  dans  celui  de  Lagrange. 

Mais  on  peut  établir  un  théorème  général  comprenant  ceux  do 
Lagrange  et  de  M.  Libri,  dont  voici  l'énoncé  :  Si  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires,  d'ordres  m,  m\  m", . . . ,  ont  p  solutions  com- 
munes, on  trouve,  par  un  procédé  analogue  à  la  recherche  dxi  com- 
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mun  diviseur  algébrique,  l'équation  \p  =  o  qui  donne  ces  solutions, 
et  l'intégration  des  proposées  est  ramenée  à  celle  de  Xp  =■  o  et  à 
celle  d'autres  équations  d'ordre  m  —  p,  m'  —  p,  m*  —  /?. 

a°  Si  dans  l'équation  linéaire  X  =  o  d'ordre  quelconque  on  pose 
y  =  vu,  on  trouve  une  transformée  dont  la  loi  est  donnée  (46*  Leçon, 
n°  589)  ;  nous  récrivons  ainsi  : 

,„du      „_.     d*u         -.„      i      d3u 

x«  +  'xE+'xr^+-x7X52?+... 


/     dv       _   \dm-xu 

KnTx+*v)d^ 


4-  l  m  —  -h  Yv  )  TT=ZÎ  +  9  -j-z  =  o. 

Les  fonctions  'X,  *X, . . . ,  d'ordres  m~i,m  —  a,...,  se  forment 
comme  les  dérivées  du  polynôme 

zw-j-PzB,-l-f-. .  .-\-Tz  h-  Uzf 

(  ce  polynôme  est  la  fonction  X  dans  laquelle  on  a  fait  ^-  =  z  ]  » 

dy 
par  rapport  à  z,  en  remplaçant  ensuite  z  par  -p  et  z*  par/.  D'après 

cette  loi,  il  est  clair  que  si  dans  'X,  "X, . . . ,  on  remplace  v  par  pu, 
on  aura  des  transformées 

'X/t+'X^-K..    ou     "X«-J-WX^4-... 
dx  dx 

pareilles  à  (a).  Nous  appellerons  'X,  "X,  "X...  les  conjuguées  pre- 
mières, secondes,  troisièmes...  de  X.  La  relation  (a)  nous  servira  à 
démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

Tliéorème  de  Lagrangc.  —  Si  Ton  connaît p  solutions,  cty0  <•,/,..., 
rpypde  X  =  o  d'ordre  m,  son  intégration  sera  ramenée  à  celle  d'une 
équation  d'ordre  m  —  p. 

En  effet,  supposons  y  =  ytu  :  il  suffît  de  faire  dans  la  transfor- 
mée (a)  p  =  /,;  puisque/,  est  une  solution,  son  premier  terme  sera 
annulé,  et  'X,  'X, . . . ,  deviendront  des  fonctions  connues  de  x.  Il 
restera  donc  une  équation  en  u  d'ordre  m  qui  s'abaissera  à  l'ordre 

m  —  i  en  posant  y  =  u1.  Or,  puisque  y  =  ytu,  les  valeurs  de  u 

correspondantes  à  y  =  ys  =  yz  = . . .  =  yp  sont 

y:  *'"•'  *' 

et  celles  de  «'  -=  7-  sont 

dx 
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On  connaît  donc  p  —  1  valeurs  de  u!  qui  satisfont  à  une  équation 
linéaire  d'ordre  m  —  1 , 

'Xa'  +  'X—  —  4-...  =  o. 
1 .  'X  ax 

Cette  équation,  par  une  transformation  pareille  à  la  précédente, 
pourra  être  abaissée  à  Tordre  m  —1,  et  par  une  suite  d'opérations 
semblables  on  arrivera  à  une  équation  d'ordre  m— p. 

Nous  avons  rappelé  ce  mode  de  démonstration,  dû  à  d'Àlembert, 
parce  que  son  application  à  l'équation  X=/(.r)  conduit,  lorsqu'on 
connaît  les  m  intégrales  particulières  ctyt,  cty2,  . . . ,  c^^deX  =  o, 
à  l'expression  de  la  valeur  de  y  au  moyen  d'une  intégrale  multiple, 
qui  peut  être  remplacée  par  la  somme  de  m  intégrales  simples,  ne 
différant  les  unes  des  autres  que  par  les  indices  des  lettres  ;  on  trouve 
pour  la  valeur  de  y  : 

f(x)  dx 


(3)r=2^r«+2r. 


La  sommation  s'étend  aux  indices  n  =  1 , 2,  3, . . . ,  w,  et  le  déno- 
minateur sous  le  signe  d'intégration  est  le  produit  de  m  facteurs; 
chacun  de  ces  facteurs,  à  partir  du  premier,  est  la  dérivée,  par  rap- 
port à  x,  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  le  facteur  précé- 
dent, et  le  numérateur  ce  même  facteur  dans  lequel  le  plus  fort 
indice  dey  est  augmenté  d'une  unité.  Après  la  formation  complète 
du  dénominateur,  on  diminuera  de  m  les  indices  qui  dépassent  m. 

Second  théorème.  —  Reprenons  la  transformée 

(2)  X«4-'X^-K..  =  o, 

qu'on  déduit  de  X  =  o  en  posant  y  =  vu.  Si  yx  mis  à  la  place  de  e 
rend  nulles  p  fonctions,  X,  'X,...,^-'^,  l'équation  X=  o  aura/?  so- 
lutions de  la  forme  y„  xy„  x*yt , . . . ,  xp''yl  (nous  supprimons  les 
constantes  pour  plus  de  simplicité  dans  l'écriture).  En  effet,  dans 
notre  hypothèse,  (a)  devient 

i.a.3/?  dx»^  La...^!^'    h       ^7t  dx" 

Or,  cette  équation  a  pour  solutions 

u  =  1  =  x  =  x*. . .  =  Xp'%. 

Donc,  puisque  y  =  ytu,  on  aura  p  valeurs  de  y,  savoir  :  .ft,^,..., 
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x*~lyr  Nous  appellerons  les  intégrales  particulières  de  cette  forme 
des  solutions  conjuguées;  xyt  est  conjuguée  de/,  et  x*+lyx  ûex"yr 

En  second  lieu,  si  X  =  o  a  p  solutions  conjuguées y„ jy, , . . . , 
jf"'r„  chaque  fonction  'X,  *X,  WX,  *. . ,  aura  les  solutions  conju- 
guées de  celle  qui  la  précède  dans  le  développement  (a),  à  l'excep- 
tion de  la  solution  pour  laquelle  le  facteur  or  a  le  plus  fort  expo- 
sant. 

Si,  en  effet,  on  suppose  dans  la  relation  (*)u=  x  et  p  égal  suc- 
cessivement à  yn  xyn. . . ,  af"'j„  dans  toutes  ces  hypothèses  la 
transformée  se  réduira  à  'X  =  o,  puisque  les  valeurs  de  p  sont  des 
solutions  de  X  =  o.  Ainsi  'X  =  o  a  pour  solutions  ylf  xyl%. . . , 
x*~*yx.  En  faisant  la  transformée  de  'X,  on  trouvera  de  même  que 
/,,  xyx , . . . ,  x*-*yx  sont  solutions  de  "X  =  o,  et  ainsi  de  suite. 

Ce  théorème  comprend  celui  que  d'AIembert  démontre  dans  le 
cas  des  équations  différentielles  à  coefficients  constants,  lorsque 
l'équation  algébrique  de  laquelle  dépend  la  solution  a  des  racines 
égales  (46e  Leçon,  n°  590). 

Corollaire.  —  Si  toutes  les  solutions  de  'X  =  o  sont  yv  xyx , . . . , 
xm~^yx ,  X  =  o  aura  les  mômes  solutions  et,  de  plus,  la  solution  -z*"1/, , 
car  on  peut  toujours  concevoir  une  équation  Xn  =  o  d'ordre  m  qui 
ait  toutes  les  solutions  ci-dessus  ;  or,  en  formant  la  conjuguée  de 
X,,,  =  o,  savoir  'Xw  =  o,  cette  dernière  aura  m  —  i  solutions,  y„ 
xyt , . . . ,  x*""8/,  :  elle  sera  donc  identique  à  'X;  donc  aussi  Xm  sera 
identique  à  X. 

Troisième  théorème.  —  Si  dans  la  transformée  (a)  de  X  =  o  on 

fait  v=yt  et  u=  e'xx1yi  étant  une  solution  de  X  =  o,  et  a  une 
quantité  très-petite,  cette  transformée  deviendra 

Aa<?       -+-    A e      -h    A =e      -r.... 

1.2  1.2.3 

En  changeant  a  en  —  a,  on  aura  le  résultat  de  la  substitution  de 

y=yle~"*.  Si,  à  cause  de  la  petitesse  de  a,  nous  négligeons  les 
termes  dans  lesquels  cette  quantité  est  élevée  à  des  puissances  su- 
périeures à  la  première,  on  voit  que  yt  =tyt{x)  étant  une  solution 
de  l'équation  X  =  o,  les  substitutions 

r=+.(*)«~    r  =  +.(*)*""«*, 

donnent  des  résultats  de  signes  contraires  quel  que  soit  x;  ces  deux 
relations  pourraient  être  représentées  par  des  courbes  très-rappro- 
chées  comprenant  la  courbe  j=  +,  (x). 

Mais  si  /  =  +,  (x)  annulait  X  et  un  nombre  impair  de  fonc- 
tions 'X,  'X, . . . ,  les  résultats  de  la  substitution  seraient  de  môme 
signe. 
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En  second  lieu  si  Ton  donne  les  équations  de  deux  courbes  très- 
rapprochées,  telles,  que  l'ordonnée  de  l'une  d'elles  soit  toujours 
moindre  que  l'ordonnée  de  l'autre,  et  si  la  substitution  des  valeurs 
de  ces  ordonnées  en  fonction  de  x,  dans  X  =  o,  conduit  à  des  résul- 
tats de  signes  contraires,  il  existe  entre  les  courbes  données  une 
courbe  dont  l'ordonnée  représente  une  solution  de  X  =  0.  En  effet, 
les  équations  des  deux  courbes  très-rapprochées  peuvent  être  mises 
sous  les  formes 

o(x)  et  yt[x)  étant  des  fonctions  constamment  positives;  or,  la 
substitution  de  ces  valeurs  dans  X  =  o  ne  pourra  fournir  des  résul- 
tats de  signes  contraires  que  si  le  premier  terme  de  la  transformée, 

savoir  Xe*9(x'  ou  X*~a*^*\  est  identiquement  nul,  puisque  ce 
terme  est  incomparablement  plus  grand  que  ceux  qui  ont  a  pour 

facteur.  Donc  j  =  ef^*'  doit  être  une  solution  de  la  proposée. 

RECHERCHE  DES  SOLUTIONS  COMMUNES. 

3e  Pour  déterminer  la  fonction  qui,  égalée  à  zéro,  donne  les  solu- 
tions communes  à  deux  équations  linéaires  X^^  =  o,  X,,  =  o,dans 
le  cas  où  il  en  existe,  nous  formerons  la  suite  d'égalités 


n+P         cix9  «il     '    """m+p— l» 

rfP-1 


X^I  =  M5(X.)+N(XJ. 


K,  L, . . . ,  M  sont  des  fonctions  de  x  déterminées  de  telle  sorte, 
que  les  termes  de  l'ordre  le  plus  élevé  soient  les  mômes  au  premier 
et  au  second  membre;  les  restes,  comme  l'indiquent  les  égalités, 
s'obtiennent  par  de  simples  soustractions.  Or,  il  est  évident  qu'une 
solution  jr,  qui  rend  identiquement  nulles  X^,  et  X^  et,  par  suite, 
les  dérivées  de  ces  fonctions,  annule  aussi  les  restes  X 
Xm+p_a, . . . ,  et  réciproquement  une  valeur  de  y  qui  annule  un  reste 
et  Xm  satisfait  aussi  à  la  proposée  X>m+P  =  o.  Nous  avons  supposé 
que  notre  dernier  reste  a  la  forme  NXm,N  étant  une  fonction  de  x\ 
dans  ce  cas,  toutes  les  solutions  deXm  =  o  appartiennent  à  X  =  o, 
et  l'élimination  des  restes  successifs  conduit  au  développement 

(4)   X-t,=  J(X.H-KI^î(XJ-f-...+  M1^.(XJ+NX„=o. 


35o  £Ouks  d'analyse. 

Sous  cette  forme,  et  en  prenant  X,,  pour  l'inconnue,  il  suffit  pour 
sa  détermination  d'intégrer  une  équation  d'ordre  p,  et  on  trouve  ainsi 

Xm  =  ^1r,+VaH-"--+-Vp=/(-r)ï 
intégrant  ensuite  XOT  =  o  et  faisant  usage  de  la  formule  (  4  ),  on  a 
l'intégrale  complète  de  Xm+p  =  o. 
Si  la  dernière  égalité  du  groupe  (À)  est 

x«+i  =  M  gj  (X,,)  -f-X'w, 
on  fera 

en  déterminant  P  de  telle  sorte,  que  le  terme  d'ordre  m  soit  le  même 
au  premier  et  au  second  membre.  Par  ce  moyen,  on  posera  la  suite 
d'égalités 

X1B+1  =  M^(XJPX„+X„._„ 

(  ]j\  /      X«  =  0  jjj  (  XBI_,  )  -4-  QXm_,  4-  X,^ , 


X*+,  —  S  jj  (Xt)  4-  S'Xt. 

Si  Ton  parvient  à  une  égalité  qui  présente  au  second  membre  deux 
fonctions  égales  Xà,  on  arrêtera  l'opération,  et  par  l'élimination  des 
restes  successifs  des  groupes  (A),  (B),  on  développera  XOT  et  Xw+, 
sous  forme  d'équations  linéaires  d'ordre  m —  À;  m+p  —  A,  qui 
auront  Xk  pour  inconnue.  Si  la  suite  d'égalités  conduit  à  un  reste 
/.?(x)  qui  ne  peut  être  annulé  par  une  valeur  de/  exprimée  en-r, 
on  conclura  que  les  équations  différentielles  n'ont  pas  de  solutions 
communes. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte,  qu'il  est  tôt/Jours  aisé  de  trouver  la 
fonction  qui,  égalée  à  zéro,  donne  des  solutions  communes  à  des 
équations  linéaires,  et  si  cette  fonction  est  d'ordre  X*,  on  pourra 
abaisser  de  A  unités  les  ordres  des  équations  linéaires, 

COMPOSITION  DES  ÉQUATIONS  DIFFERENTIELLES. 

On  veut  former  une  équation  différentielle  qui  réunisse  les  solutions 
de  deux  équations  données  Xw  =  o,  X^,  =  o.  Désignons  par  X^,  le 
premier  membre  inconnu  de  l'équation  cherchée,  nous  pourrons  le 
développer  sous  les  deux  formes 

X„+,=  {&  (XJ  +  K  £1  (XJ  +  ...+-Q(XJ, 

flm  dm~l 

Xm+P—  -j^i  (Xpl-rK'^^lX,)  H-...-hS'(Xp). 
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Effectuant  les  différentiations  indiquées  aux  seconds  membres,  et 
identifiant  les  coefficients  des  différentielles  de  même  ordre  dans  les 
deux  développements,  on  aura  m-hp  relations  du  premier  degré  au 
moyen  desquelles  on  déterminera  les  coefficients  K,...,  Q,  K',.»->  S'. 
Si  les  deux  fonctions  Xm,  Xp  sont  égales,  la  méthode  n'est  pas 
applicable,  parce  qu'il  est  contraire  au  caractère  de  généralité  de 
l'intégrale  complète  que  deux  solutions  soient  égales;  mais  pour 
suivre  l'analogie  de  l'Algèbre  et  du  Calcul  intégral,  en  ce  qui  con- 
cerne les  racines  égales,  on  formera  des  équations  de  même  ordre 

qui  auront  les  solutions  de  Xm  =  o,  multipliées  par  x  ou  par  x3, 

y    y 
ar3,. . .;  il  suffira  pour  cela  de  remplacer^  par  -  >  —a-  •  •  •  On  com- 

vu  X 

posera  ensuite  en  une  seule  toutes  ces  équations  de  même  ordre, 
et  on  aura  un  résultat  analogue  à  la  puissance  entière  d'un  poly- 
nôme. 

Dans  le  cas  oùXffl=oa/?  solutions yit  jr2,. . .,  ypy  de  plus  iq 
solutions  z,,  xzt,...y  zc,  xzq  et  3r  solutions  «,,  xul7  .r'a,,..., 
if„  xuri  x*u„  de  sorte  que  m  =/?-+-  a  q  -4-3  r,  l'intégration  se  ra- 
mènera à  celle  de  trois  équations  d'ordre  p,  q,  r. 

Si  d'abord  on  cherche  les  solutions  communes  à  X.  =  o  et 

il* 

'Xw  =  o,  on  trouve  une  équation  X^,,.  =  o  qui  a  pour  solutions  s, , 
zv. . .,  zq,  un  **«,,...,  «r,  xur.  Les  solutions  communes  à  'Xm  =  o 
et  *Xm  =  o,  savoir  :  uv  uif. . .,  «r,  sont  fournies  par  une  équation 
Xr  =  o  ;  celle-ci  permettra  de  former  X2r  dont  les  solutions  seront 
«,,  xu0, . .,  ur,  xur.  Cherchant  ensuite  les  solutions  communes  à 
Xç+ar  =  o  et  Xv  =  o,  on  parvient  à  Xq  •=  o  qni  a  pour  solutions  zn 
z3, . . . ,  zq.  Il  est  facile  de  former  sans  intégration  la  fonction 
X2ç+3r  =  o  satisfaite  par  toutes  les  solutions  conjugées  doubles  ou 
triples.  Avec  cette  équation,  on  abaisse  Xm  =  o  ou  X^^.^  =  o  à 
Tordre  p. 

Les  méthodes  précédentes  fournissent  un  moyen  aisé  de  trouver 
les  conditions  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  de  deux 
équations  différentielles,  pour  qu'elles  aient  p  solutions  communes; 
il  suffit  d'appliquer  la  méthode,  et  d'exprimer  que  le  reste  d'ordre  p 
est  identiquement  nul. 

Enfin,  on  peut  ramener  à  cette  théorie  des  méthodes  connues, 
celle  par  exemple  que  d'Alembert  a  imaginée  pour  l'intégration  des 
équations  différentielles,  et  qu'il  reproduit  dans  ses  principaux 
ouvrages,  Théorie  des  vents ,  Théorie  de  la  Lune,  etc. 

Prenons  pour  exemple  de  cette  application  l'équation  du  qua- 
trième ordre 

__         d*r  d*y      ,  d7v  ,      dv  -.    , 
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Supposons  une  fonction 

».        d*y      A  d*y      Mdy      .„ 

qu'on  veut  déterminer  de  sorte  que  ses  trois .  solutions  appar- 
tiennent à  X4  =  o  ;  nous  poserons 

De  cette  dernière  on  déduit,  en  identifiant  les  deux  membres, 

d9"    .    .  »  dz        »         ^/    » 

Avec  ces  relations,  auxquelles  d'Alembert  parvient,  on  élimine  X, 
6',  8",  et  on  arrive  à  une  équation  en  0  qu'il  faut  intégrer  pour 
trouver  ensuite  les  autres  coefficients.  Cette  détermination  conduit 

à  quatre  expressions  de  X,,  et  comme  d'ailleurs  -y-  (X3)  -f-  A  Xa  =  o 

donne  X3  =  Cr^,  en  portant  dans  cette  dernière  les  systèmes 

de  valeurs  de  X,  0,  G',  0"  on  obtient  quatre  relations  au  moyen  des- 

dy     d*Y    d*y 
quelles  on  trouve  la  valeur  ùey  après  avoir  éliminé  ~  >  -jp ,  -rjj  • 

Si  les  coefficients  de  X4  =  o  sont  constants,  ceux  de  X3  =  o  le 
seront  aussi,  et,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  0  dépendra  de  la  résolution 
de  l'équation 

(  0  -  a  )  «  +  a  (  9  -  a  )3  +  b  (  0  -  a  ) 7  -f-  c  (  0  -  a  )  -4-  e  =  o . 

COMPOSITION  DE  L' ÉQUATION  LINEAIRE  AU  MOYEN  DE  SES  SOLUTIONS. 

4°  La  composition  de  Xm  =  o,  au  moyen  de  ses  intégrales  parti- 
culières, résulte  de  l'élimination  des  constantes  r  „  c2, . . . ,  cm  entre 
les  équations  (46*  Leçon,  n°  579)  : 

dy  dy.  dy.  dy„ 

—     =r  C  -f-  C  -*-  -4-  C  ? 

/r.  ,   dx  v  dx         a  d.r       "'        m  dx 


dmy  dmYx  dmY,  dMyr 

dx" '~~  Cx~ÏLï"  "**  C'~dx™:~*~'    'J*~Cm~~djr 
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Or,  si  l'on  écrit  le  groupe  suivant  : 


(E) 


"~   •  dx        {  dx      "  '       m  dx 


dm  y  dm  y  dm  y 


on  aura,  au  moyen  des  m  dernières  équations,  les  valeurs  de  c„ 
c„. . .,  cm  qu'on  portera  dans  la  première,  et  le  résultat  sera  de  la 
forme  c0  à  =  L,  À  étant  le  déterminant  ou  dénominateur  relatif  aux 
m  -f-i  inconnues  c0,  c,,....  Si  l'on  fait  c0  =  —  1  et  X  =  o,  V  =  o,..., 
la  relation  précédente  se  réduit  à  A  =  o,  laquelle  ne  peut  être  que 
l'équation  différentielle  Xm  =  o.  Or,  d'après  la  formation  connue  du 
déterminant  A,  on  peut  écrire 

dmY  dm"iY 

Xw  =  A  =  ^r  D  +-5/0,  +. .  .+yHm  =  o. 

D  est  le  dénominateur  des  m  inconnues  cp  c2, . . . ,  cm  déterminées 
au  moyen  des  m  premières  relations  du  groupe  (E),  et  si  Ton  con- 
sidère les  indices  de  la  différentiation  comme  des  accents,  on  passe 

dmY 
du  premier  terme  -y-~  D  au  suivant  en  changeant  les  signes,  m  en 

m  —  1  et  m  —  1  en  m.  Comme  D  contient  les  indices  m  —  1  qui 
deviennent  m  pour  la  formation  de  D„  et  comme  d'ailleurs,  en 
ajoutant  un  accent  ou  une  unité  à  chaque  facteur  de  D  de  même 
indice,  cette  fonction  s'annule,  il  est  clair  que  D,  est  la  dérivée 
complète  de  D  et,  par  suite,  si  D  est  constant,  D,  =  o  (observa- 
tion due  à  M.  Liouville). 
En  second  lieu,  si  nous  mettons  la  valeur  de  jr  sous  la  forme 

on  pourra  déterminer  les  constantes  en  supposant  que  pour  xni  yH 

dy      d7y  dmdY 

les  coefficients  différentiels  -j-2-)  -—i  •  •  •  j  — : — 2ont  des  valeurs 

ctr.     dxl  dxm 

assignées;  dans  cette  hypothèse,  on  trouvera  les  valeurs  des  con- 
stantes au  moyen  des  m  dernières  équations  du  groupe  (G),  et  en 
désignant  le  dénominateur  commun  par  D  et  les  numérateurs  par 
N,,  N2, . . . ,  NOT,  on  aura 

Si  xa,  jrm  et  les  dérivées  de  ym  par  rapport  à  x  satisfont  à  la  re- 
Stlrm.  —  An.*  11.  2.3 
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lation  y  =  ^,( x\  ces   valeurs  dans   l'expression  de  y  devront 

rendre  ^  égal  à  l'unité,  et  N„  N3,...,  Nm  égaux  à  zéro.  Mais 

xn,  yn  et  les  dérivées  pourraient  satisfaire  à  une  des  relations 
y=  $i(x)i  X=  Izi*)*-—,  et  on  en  déduirait  des  conséquences 
semblables.  On  peut  conclure  de  cela  que  le  numérateur  Np,  égalé  à 
zéro,  est  une  équation  linéaire  d'ordre  m  satisfaite  par  toutes  les 
intégrales  particulières  de  Xm  =  o  à  l'exception  àey  =  $p(x). 

DEUXIÈME  MÉTHODE  DE  COMPOSITION. 

5°  analogie  d'une  équation  linéaire  avec  la  puissance  d'un 
binôme. 

Xm  =  o,  Xw_t  =  o  sont  des  équations  différentielles,  telles,  que 
toutes  les  solutions  de  la  seconde  satisfont  à  la  première,  si  Ton 
pose 

et  si  l'on  détermine  /*,  z  de  telle  sorte  que  les  deux  termes  du  plus 
fort  indice,  au  premier  membre  et  dans  la  première  partie  du  se- 
cond, soient  identiques,  R  devra  être  identiquement  nul.  Sans  cela 
l'équation  linéaire  R  =  o,  de  l'ordre  m  —  a,  aurait  m  —  i  intégrales 
distinctes,  ce  qui  est  impossible. 

Composons  par  ce  procédé  une  équation  d'ordre  m}  qui  réunisse 
toutes  les  solutions  des  équations  : 

On  formera  d'abord  une  équation  du  second  ordre 

*-'»[■(£+«■)]• 

d'où  on  déduira 

Az  =  i     ou    Â*  =  -, 

z 

z  sera  déterminé  par  la  condition  que  le  second  membre  soit  annulé 
par  les  valeurs 

dx  °X'    *      e 

On  exprimera  cette  condition  en  égalant  z  l  -£  -h  ay  )  à  une  con- 
stante, à  l'unité  par  exemple,  et  on  trouvera 


z  = 


,     /•=  (a-b)e-Sl"t*. 


m  (m  —  \)(m  —  i) 

H 
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Remarquons  que  7  est  le  facteur  qui  rend  le  premier  membre  X, 

une  différentielle  exacte.  La  fonction  du  troisième  ordre  X3  résul- 
terait de  la  relation 

qui  devrait  être  satisfaite  ou  réduite  à  zéro  par  les  valeurs 

dx"         X '     °  ~ 

Si  les  solutions  de  X„  =  o  sontj,,  xyt,  .r*/,....,  .rm-,j1,  en  sup- 

fly 

posant  que  yx  satisfait  à  -j-  4-^=0,  le  premier  membre  Xm  se 
développera  ainsi  qu'il  suit  : 

v         dmr  ,  dm-W  ,   wfw-il/   ,      dn\dm-2j 

m      iUfn  dx™-1  i.a        V         ftxJd.iT-^ 

l  .       „    da       d7n\  dm~*y 

Les  coefficients  numériques  de  cette  expression  sont  ceux  de  la 
puissance  m  du  binôme;  les  fonctions  de  a  se  forment  ainsi  :  à  partir 
du  second  terme,  on  obtient  la  fonction  de  a  relative  à  un  terme 
quelconque,  en  multipliant  par  a  la  fonction  de  a  du  terme  précé- 
dent et  ajoutant  à  ce  produit  la  dérivée  de  cette  fonction. 

Pour  démontrer  cette  formule,  nous  la  supposerons  vraie  pour 
Tordre  #w,  c'est-à-dire  que  nous  admettrons  que  le  développement 
précédent  égalé  à  zéro  est  une  équation  dont  les  solutions  sont 7,, 
jryp  x^,,...,  a*-lyt.  Écrivons,  d'après  la  même  loi,  le  dévelop- 
pement pour  Tordre  m  +  1  que  nous  représenterons  par  XOT+(;  or, 
on  verra  tout  de  suite  que  la  conjugée  première  de  celte  fonc- 
tion sera  'X^,  =  (m  -h  1)  Xm;  par  conséquent  X^+1  =  o  aura  les 

mômes  solutions  que  Xm=  o,  et  cela  prouvera  que  Xm+I  aura  aussi 
les  mômes  solutions,  et  de  plus  la  solution  -O',. 

Cette  seconde  méthode  de  composition  a  l'avantage  de  s'appliquer 
à  des  équations  non  linéaires,  et  de  conduire  sans  aucune  difficulté 
à  la  théorie  des  solutions  singulières,  et  à  la  démonstration  de  diverses 
questions  de  calcul  intégral  traitées  par  Jacobi.  Les  exemples  sui- 
vants en  montreront  l'usage. 

Considérons  une  équation  linéaire  ou  non  linéaire  d'ordre  m, 
XJW=  o,  et  supposons  que  X,,,.,  =  o  soit  une  équation  d'ordre  m  —  1 , 
telle,  que  toute  valeur  de  y  en  fonction  de  x  qui  satisfait  à  la  der- 

23. 
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nière  satisfait  aussi  à  la  première  :  nous  pourrons  poser  l'identité 

X„=1I^(X-.1)  +  N1X1M, 

dans  laquelle  M  est  déterminé  de  telle  sorte  que  les  termes  d'ordre  m 
soient  identiques,  au  premier  et  au  second  membre.  La  forme  de 
l'identité  résulte  de  ce  que  les  fonctions  qui  annulent  XM  et  XOT_, 
doivent  aussi  annuler  le  reste;  nous  la  mettrons  donc  sous  cette 
deuxième  forme 

qui  s'accordera  avec  la  première  si 


Az  =  M    et    *$-=N, 

dx         7 


d'où  l'on  déduit 


=  eJ  ,n         et    *=M*    J  m     . 

2  sera  le  facteur  qui  rendra  le  premier  membre  Xn  une  différen- 
tielle exacte.  Mais,  sans  nous  arrêter  à  des  généralités  qui  nous 
feraient  retrouver  les  résultats  que  Lagrange  démontre  dans  le 
calcul  des  fonctions  (i3*  Leçon  et  suiv.),  appliquons  ce  qui  précède 
à  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

x,  =  S-hA*)g+/,(*,rK-o. 

Cette  équation,  dans  tous  les  cas  où   /  f{x)dx  sera. exprimable 
en  fonction  de  x,  se  mettra  sous  la  forme  plus  simple 

d}y 

Il  suffira  pour  cela  de  remplacer  y  par  xe 
Si  l'on  connaît  une  intégrale  première 


*  ('"'  *>  % a) _:  ° 


de  la  dernière  équation  du  second  ordre,  a  étant  la  constante  arbi- 
traire d'une  première  intégration,  on  pourra  déduire  de  cette  inté- 
grale -y-  =  uyu  étant  une  fonction  de  x,  j,  a.  Mais,  d'après  ce  que 
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nous  avons  expliqué,  nous  poserons 


dx" 


ï-^>-4[<(S-)] 

Identifiant,  on  trouve 


fin       du  dr         ,        x  du    ,   du 

Les  deux  premières  sont  satisfaites  en  faisant  h  =  1 ,  z  =  1  ;  mais 

la  dernière  ne  pourra  avoir  lieu  que  dans  le  cas  où  le  premier 

membre  sera  indépendant  de  a,  qui  n'est  pas  contenu  dans  ?(.r, y). 

Ainsi,  la  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  a  sera  nulle; 

donc 

,du        ,du 

do.  da  du  du 

-- 1 t—  u-\ 7-  =  o. 

dx  dy  ay  dot 

Considérant  la  dérivée  par  rapport  à  x  et  celle  par  rapport  à  y, 
lesquelles,  d'après  l'égalité,  sont  égales  et  de  signes  contraires,  on 

verra  que  —  est  le  facteur  qui  rend  dy—udx  une  différentielle 

exacte. 

On  pourra  donc  intégrer  -r-dy  —  -7-  udx  (4a*  Leçon,  n°  529). 

Un  second  exemple,  pris  du  Mémoire  que  vient  de  publier  le 

géomètre  suédois  M.  Malmsten,  ne  présente  pas  plus  de  difficulté. 

tir 
Supposons  qu'on  connaisse  une  intégrale  première  -f-  =  u  de 

€ÂJu 

l'équation  du  second  ordre 

dans  laquelle  y'  =  -,-•  Cette  équation  se  met  sous  la  forme 

Nous  avons  marqué  d'un  trait  les  dérivées  par  rapport  à  x,  lors- 
qu'on ne  considère  pas  y*  comme  fonction  de  x.  Dans  cette  relation, 
et  en  vertu  de  l'intégrale  donnée,  on  peut  remplacer  y'  par  u  et 
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identifier  ensuite  le  premier  membre  à 


L'identité  donne 


à[3(£-")} 


.         d  ©  (  x.  it  )        .  dz 

fiz  —  __LL ,      k  -J--  =  o 

du  dx 


(et,  par  suite,  z  =  1)  ;  enGn 

d(B\x.  ' -\  (du       du    \  do\x.n)        .,         x 

<fe        \dx^djr  )  dx  YV     ^ 

Si  on  transpose  le  terme ^-^ —  >  le  second  membre  ne  ren- 

dx 

fermera  plus  a;  par  suite,  le  premier  sera  indépendant  de  cette 

constante,  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a  sera  nulle.  Cette  dérivée 

est  _ 

Sdo(x,u)  dul 
I         du         doi  J   I  du       du    \ 


du 

(    du         ,  du 
da.          doc      .   du  dit 
1 u  -i 
dx           djr           djrd-./ 

^ /dy(~r,tt)  <h\ 
\       du         d    / 

dx 

De  cette  relation  on  voit  clairement  que,  en  prenant  pour  fac- 
teur 

doi.r,  it\  du      d? 

du        da.       du 

do 
l'expression  —  (d/  —  udx)  sera  intégrable. 

L'équation 

doiv.  r')  ... 

—àf — S  *(*,?)=<> 

sera  traitée  de  la  même  manière;  car,  après  l'avoir  développée,  elle 
devient 

i   d<o(y\  r')  dir  ,   da{y.r')        ,,         . 
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Remplaçant/'  par  u  et  identifiant  le  premier  membre  à 


;£[*(£-")] 


on  trouve 

1  dy{y,u) 
u       du 


enfin 


1  ci*(y,  tt)  fou       du^       dyjy.rt) 
u        du         \dx      dy    j  djr 


devra  être  indépendante  de  a,  ce  qui  donnera  -  -^  pour  le  facteur 
qui  rendra  intégrable  la  fonction  du  premier  ordre,  de  telle  sorte 

I  do 

que  -  ~-  (dy  —  udx)  sera  une  différentielle  exacte. 
Les  équations  du  troisième  ordre  : 

qui  se  ramènent  aux  formes  du  second  ordre  quand  on  élimine  dx 
par  la  relation  dx  —  —,>  ne  présentent  pas  de  difficulté. 

REMARQUES  SUR  LES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES. 

1.  Une  équation  linéaire  Xm=  o  a  m  solutions  qui  peuvent  être 

dr 
les  intégrales  d'équations  du  premier  ordre  -j —  ay  =  o.  Ces  équa- 
tions, qu'on  pourrait  nommer  les  composants  de  Xm=  o,  méritent 
une  attention  particulière.  Jusqu'ici  on  s'est  applique  à  éviter  dans 
l'intégrale  les  fonctions  imaginaires  par  une  détermination  conve- 
nable des  constantes.  Cependant,  il  est  utile,  dans  certains  cas,  de 
les  conserver,  si  on  a  en  vue  la  simplicité  analytique.  Ainsi,  les  solu- 

d7r 
tions  en  exponentielles  de  l'équation  -y-£  -h y  --=  o  fournissent  des 

composants  à  coefficients  constants 
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Les  solutions  réelles  Csinx,  Ccos-r  conduisent  à  des  composants 

J+fang*T=o,     g-cotxr  =  o, 

à  coefficients  variables  et,  par  suite,  moins  simples. 

2.  L'intégrale  complète  de  XM  =  o  est  la  somme  de  m  solutions 
de  la  forme 

11  sera  quelquefois  possible  de  discuter  la  courbe  qui  représente  une 
solution,  sans  intégrer  l'équation  ;  cela  paratt  plus  général  et  plus 
simple  que  de  discuter  l'intégrale  complète  avec  ses  constantes  dé- 
terminées par  des  conditions  particulières.  Ainsi,  comme  on  peut 
toujours  faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation  linéaire, 
l'équation  du  second  ordre  se  ramènera  à  la  forme 

__?(*)r=o, 
de  laquelle  on  déduit,  en  multipliant  par  dy, 

Dans  le  cas  où  f{x)  =  A9,  A  étant  une  constante,  la  relation  se  met 
sous  la  forme 


&-»)<%+*)— 


Or,  il  n'est  pas  difficile  de  prouver  que  si  \fj~Çë]  reste  comprise  entre 
deux  valeurs  constantes  A',  A*,  depuis  x'  jusqu'à  X',  les  intégrales 
particulières  de  l'équation 

dépendront  de  deux  équations  du  premier  ordre  de  la  forme 

telles,  que  y  (jc)  sera  comprise  entre  A'  et  A*. 

3.  Enfin,  les  solutions  d'une  équation  linéaire  pouvant  être  con- 
sidérées comme  les  intégrales  d'équations  de  la  forme 

dr        .    x 
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en  posant 


dr 

=  v, 


ydx 

on  peut  concevoir  une  équation  algébrique 

[c»  — ?l(ar)][p-<p2(.r)]...  =  o, 

dont  les  racines,  ou  valeurs  de  p,  conduiront  à  la  valeur  de  y. 
Si  on  donne  l'équation  algébrique 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x,  de  cette  équation  on 
déduira  p*  et  les  dérivées  -=-?  -r-?>--'  en  fonction  de  x  et  des 

dx    dx 

puissances  de  p  inférieures  à  m.  Si  donc  on  veut  former  une  équation 
différentielle 

^d^         lydx"~l  m~K  ydx        m         f 

dr 

telle,  que  ses  m  solutions  particulières  fournissent  des  valeurs  de  — — 

égales  aux  valeurs  de  e,  on  posera 

et,  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  cette  relation,  on  exprimera 

dm  r     dm~x  r 

— '—  »  — httvv  en  fonction  de  x  et  des  m  —  i  premières  puis- 

ytUf*   ydx"''1 

6ances  de  p.  Cette  équation  du  degré  m  —  i  devra  être  identique- 
ment nulle  pour  qu'elle  ne  soit  pas  en  contradiction  avec  l'équation 
donnée  en  p  du  degré  m.  On  aura  ainsi  des  relations  qui  détermi- 
neront blf  bJt...,  bm.  Le  calcul  est  élégant  lorsqu'on  transforme 
l'équation  p""—  Am  =  o,  A  étant  fonction  de  x,  en  une  équation  dif- 
férentielle. Si  m  =  3,  cette  équation  est 

On  pourrait  aussi  se  proposer  de  transformer  une  équation  différen- 
tielle linéaire  en  une  équation  algébrique  dont  les  racines  représen- 
ter 
teraient  les  valeurs  de  —^-  >  mais  ce  problème  inverse  dépendrait 

yax  r  r 

d'intégrations  souvent  impossibles. 


36a  cours   d'analyse. 

NOTE  IV. 

SUR  LES  PROPRIÉTÉS  DE  QUELQUES  FONCTIONS  ET  SUR  LA 
REPRÉSENTATION  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  PAR  DES 
INTERSECTIONS   DE   COURBES, 

par  M.  E.  Promet. 


Définitions  préliminaires.  —  Relations  entre  les  dérivées  partielles  des 
fonctions  P  et  Q.  —  Séparation  des  quantités  réelles  et  des  imaginaires 
dans  les  dérivées  de /(s).  —  Différences  finies  et  différentielles  totales 
des  fonctions  P  et  Q.  —  Propriétés  des  courbes  P,  Q,  P-*-Q,  P  —  Q. 
—  Démonstration  d'un  théorème  de  Cauchy.  —  Asymptotes  des  courbes 
P,  Q,  etc.  —  Théorème  sur  le  nombre  des  racines  des  équations  algé- 
briques. —  Propriétés  des  surfaces  *  =  P,  z  =  Q.  —  Remarques. 


DÉFINITIONS  PRÉLIMINAIRES. 

1.  Si  f[z)  est  une  fonction  qui  prenne  la  forme  P-i-Q  yj  —  i 
quand  on  pose  z  =  x  +jr  y f  —  i,  P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles 
en  .r  et  y,  l'équation 


entraînera  les  suivantes 

p  =  o,     Q  =  o, 

et  réciproquement.  11  suit  de  là  que  si  x  et  y  sont  les  coordonnées 

d'un  point  variable,  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  yj  —  i  d'une 
racine  de  l'équation  (i)  seront  respectivement  égaux  aux  valeurs 
numériques  de  l'abscisse  et  de  l'ordonnée  d'un  point  commun  aux 
deux  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o. 

Les  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  peuvent  donc  être 
regardés  comme  formant  une  représentation  géométrique  des  ra- 
cines de  l'équation /(s)  =  o,  et  c'est  pour  rappeler  cette  propriété 
que  nous  les  nommerons  des  points-racines, 

2.  On  dit  en  général  qu'une  équation /(z)  =  o  a  n  racines  égales 

à  a  lorsqu'on  a  f(z)  =  (z  —  a)n  f(z),  î(z)  désignant  une  fonction 

qui  ne  devient  ni  nulle  ni  infinie  pour  z=  a;  or,  comme  la  fonc- 

•ri  \ 
lion  f(z)  =  ~  __  '     prend  la  forme  -  pour  s  =  a,  si  l'on  cherche 
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sa  véritable  valeur  d'après  les  règles  connues',  on  voit  que ,  pour 

i    qu'elle  ne  soit  ni  nulle  ni  infinie,  on  doit  avoir 

\ 

'/(«)=<>,    /(fl)-o,     /»=o,...,     /-»  =  o,    »)^o. 

; 

Toutes  les  fois  que  l'équation  f(z)  aura  n  racines  égales,  le  point- 
racine  correspondant  sera  pour  nous  l'équivalent  de  n  points-racines 
qui  coïncideraient,  et  nous  le  nommerons,  dans  ce  cas,  point-racine 
île  Vordre  n. 

RELATIONS  ENTRE  LES  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DES  FONCTIONS  P  ET  Q. 

3.  Relations  entre  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Si  l'on  suppose  que  z  tienne  la  place  de  .r  4-jry  —  i  dans  l'identité 


et  que  l'on  prenne  les  dérivées  des  deux  membres,  d'après  la  règle 
des  fonctions  de  fonctions,  on  aura 


ou 


dQ      d? 


On  obtient  ainsi  deux  expressions  différentes  de /'(s),  et  en  expri- 
mant qu'elles  sont  identiques  on  aura  les  relations 

I<W_dQ 
dx  ~  dy 
dy  dx 

4.  Réciproquement,  si  les  relations  (a)  ont  lieu  entre  les  dérivées 
de  deux  fonctions 

P  =  *(*.r),   Q  =  v(*,r), 

P  et  Q  sont  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  yj — 1  d9 une  fonction 

d'une  seule  variable  z,  dans  laquelle  on  aurait  substitué  x  -±-y  v/—  1 
à  z. 
En  effet ,  posons 

w  =  p-hqv/-~T; 

substituons  z — y^J  —  1  kx  dans  cette  expression,  et  prenons  la 
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dérivée  de  W  par  rapport  h  y;  nou9  aurons 

dWdVdx      dV      fdQdx      dQ\   r— 
dy  ~  dx  dy  + dx       \dx  dy* dy  P      '' 

et  comme  -f-  =  —  t/—  i ,  il  en  résulte 
dy  T 

dW      (dV      dQ\      fdQ  _  d?\    .— 

Or,  le  second  membre  est  identiquement  nul  d'après  l'hypothèse. 

dW 
On  a  donc  —7—  =  o.  Ainsi,  le  résultat  de  la  substitution  est  indé- 
dy 

pendant  de  y,  et  par  conséquent  W  se  réduit  à  une  fonction  de  3, 
qui,  par  la  substitution  de  x  +yy/—\  à  s,  devient  P  -4-  Q  |/^ï. 

C.  Q.   F.   D. 

5.  Relations  entre  les  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
Les  relations  (a)  étant  identiques,  on  pourra  prendre  les  déri- 
vées des  deux  membres  de  chacune  d'elles  :  on  obtiendra  ainsi 


r/'P_  d'Q 

d'V       d'Q 

dxx       dxdy' 

dxdy~  dy2  ' 

d'Q            d'V 

d'Q           d'V 

dx*  ~~       dxdy' 

dxdy~       dyÂ 

d'où  résultent  les  relations 

/  d'V 

d'V 

1  dx*  ~ 

(3)         u>_ 

d'Q 

dx*  dy% 

Réciproquement,  si  l'une  des  relations  (3)  est  vérifiée  par  une 
fonction  P ,  il  sera  possible  de  trouver  une  seconde  fonction  Q  telle, 

que  P  et  Q  résultent  de  la  substitution  de  x-\-y  /—  1  à  la  place  de  z 
dans  une  certaine  fonction  ?  (z). 

/d? 
-r-  dy,  on  aura 

dy~  dx'     dx~J  dx2    X ~      J   dy2   * "~       dy' 

Ainsi,  les  relations  (a)  sont  vérifiées  par  les  fonctions  P  et  Q,  ot 
par  suite,  il  existe  une  fonction  <p  (s)  telle,  que  Ton  a  identiquement 

?  (*  +y  y/~i)  =  P  +  Q  v711*. 
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6.  Relations  générales  entre  les  dérivées  partielles  de  P  et  celles 
de  d. 

On  tire  des  équations  (a),  en  les  différentiant  k  —  i  fois  par  rap- 
port à  x,  et  n  —  k  -+-  i  fois  par  rapport  à  jr, 

dnV  daQ 


(4) 


dj*dy*-k  dz*~l  dy»-™ 

d*Q  d»V 

dx*  dy*~k  ~~       do*-1  df-k+i 


7.  Relations  entre  les  dérivées  partielles  de  P  ou  de  Q. 
On  tire  des  équations  (3)  par  la  différentiation 

d*T>  d"P 


^"Q      -  d'Q 

da*dy*-k  ~~      dx*-' djn-k+s' 

Ces  équations  expriment  une  propriété  commune  aux  deux  fonc- 
tions P  et  Q.  En  y  faisant  successivement  k  =  n,  n  —  i,  /i  —  4, . . . , 
puis  X*  =  n  —  i ,  n  — -  3,  n  —  5, . . . ,  on  obtient  : 

dn?  d*V  d»T>  d"P 


(3) 


dx* 

djcr-^dy*      dx«-*df 

dx»-*dy* 

d"P 

dnV               dnV 

rlaP 

dx"-xdf~ 

cLf-'df  ~~  dxT-^df9  ~ 

djr-'dy1 

d'Q 

dnQ              dnQ 

dHQ 

dx*    "" 

cbf-'df1  ~~  dx"-'ay*  ~ 

dx*-bdf« 

d'Q 

dnQ              rlnQ 

dnQ 

dx^-'dy  djf-'df       cW^dy*  djf^dy*' 

Ainsi,  toutes  les  dérivées  partielles  de  P  ou  de  Q  d'un  même 
ordre ,  dans  lesquelles  V indice  de  différentiation  relatif  à  une 
même  variable  est  en  même  temps  pair  ou  impair,  sont  égales  en 
valeurs  absolues. 

Et  si  Pon  range  ces  dérivées  suivant  un  ordre  de  grandeur  de 
cet  indice,  les  signes  -f-  et  —  se  succéderont  alternativement. 

SEPARATION   DES  QUANTITÉS  REELLES  ET   DES  IMAGINAIRES 
DANS  LES  DERIVEES   DE  f(z). 

8.  En  différentiant  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  l'iden- 
tité j  [z)  =  P+  Q  y/-  J,  nous  avons  trouvé 

J  W  -  dx   ■    dxV  \ 
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Cette  formule  fait  voir  que  pour  obtenir  la  partie  réelle  et  le 

coefficient  de  \J  —  i  de  la  dérivée  d'une  fonction,  il  suffit  de  prendre 
les  dérivées  par  rapport  à  x  des  parties  analogues  de  cette  fonc- 
tion. En  prenant  n  fois  de  suite  la  dérivée  par  rapport  à  *,  on 

trouve 

d*P      dnO 


On  peut  donner  à  cette  expression  deux  autres  formes  et  n'y 
employer  que  la  fonction  P  ou  la  fonction  Q.  Il  suffît  d'y  remplacer 
d'Q  dnV  d'V  dnQ 

d?  par  -  ~d^d^  ou  a?  par  dï~dy  ce  «U1  esl  p6™18 

d'après  les  relations  (4).  On  aura  ainsi 


(7) 

€tX*-l€ty  djf* 


DIFFÉRENCES   FIMES  ET  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES  DES  FONCTIONS 

P  ET  Q 

9.  Les  propriétés  précédentes  permettent  de  développer  les 
accroissements  des  fonctions  P  et  Q  suivant  les  accroissements  de 
leurs  variables. 

Si  dans  f(z)  on  change  zen  f  z  -+-  A.r  4-  A^  y/^T),  on  aura 

z 

En  posant 

A.r  -J-  kyyfZTi  —  r  (cosô  -f  yf^i  sinô), 

nous  aurons,  par  la  formule  de  Moivre, 

(\x  4-  Aj  ]/-  1)"  =■  r*  (cos/*9  4-  \J — i  sin/îO), 
D'ailleurs  la  première  formule  (7)  donne 

donc  on  a 

û/(z)  =  AP  -+-  AQ  /^T 
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et,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 


» 


vi         r"         ///"P  dnV  \ 

1 

10.  Si  l'on  suppose  Ax  et  A/  infiniment  petits,  le  terme  général 
de  chaque  développement  devient  la  différentielle  totale  du  nùmt 
ordre  de  P  ou  de  Q,  divisée  par  le  produit  1.2. 3.../?.  On  aura 
donc,  en  appelant  o>  la  limite  de  l'angle  Q,  et  en  observant  que 

r  =  y/dx^-ï-dy*  =  dfy/i-hvul1**     J 


(9) 


sinw 
rf'«P                     dnV 

rfvn 

rf"P    .                 rf"P 

1  . . .            fiv* 

•h                                                UJ      • 

sin"w 

PROPRIÉTÉS  DES  COURBES  P  ET  Q.   —    POINTS  MULTIPLES. 

11.  Pour  abréger,  nous  appellerons  courbe  P,  courbe  Q,  les 
courbes  représentées  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o.  Nous  suppo- 
serons que  le  système  d'axes  auquel  on  les  rapporte  est  rectangu- 
laire. 

Une  propriété  remarquable  de  ces  courbes  est  d'avoir  chacune 
un  point  multiple  de  Tordre  n,  toutes  les  fois  que  l'équation  pri- 
mitive/) z)  =  o  a/2  racines  égales  entre  elles.  Pour  le  démontrer, 
il  faut  faire  voir  :  i°  que  les  fonctions  P  et  Q  s'annulent  avec  leurs 
dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n  — •  1  inclusivement  quand  on  y 
substitue  les  coordonnées  d'un  point-racine  de  l'ordre  n  ;  i°  que 
chaque  courbe  possède  en  ce  point  n  tangentes  distinctes. 

12.  Premièrement,  quand /(a)  a  n  racines  égales  à  .r-h/t/—  1, 
on  doit  avoir,  1  désignant  un  nombre  au  plus  égal  à  n , 

/.(x+rvcrr)=___:r-v/_1  =  o, 

celte  équation  entraîne  les  deux  suivantes  : 

d'P  _f?L.- 

dx*  ="~0'     d^'xdy"°' 
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Il  résulte  de  là  et  des  relations  (6)  que  toutes  les  dérivées  de  P  de 
l'ordre  i  sont  nulles,  et  comme  /  est  compris  entre  o  et  n  —  i ,  il  et  t 
donc  démontré  qu'en  chaque  point- racine  de  Tordre  n  toutes  les 
dérivées  partielles  de  P  s'annulent  jusqu'à  l'ordre  n  —  t  inclusive- 
ment. —  Môme  démonstration  pour  la  fonction  Q. 

13.  En  second  lieu,  les  courbes  P  et  Q  ont  chacune,  au  point 

(x,  j),  n  tangentes  distinctes. 

Considérons  d'abord  la  courbe  P. 

dx 
On  obtiendra  le  coefficient  angulaire  -j-  =  tango*  de  la  tangente 

menée  à  la  courbe  par  le  point  (x,  j),  en  égalant  à  o  la  différen- 
tielle totale  du  ntiHM  ordre.  D'après  la  formule  (9) ,  l'équation  qu'il 
faudra  poser  sera  donc 

d"P  dnV 

7&œsn»  +  d^TrSmn« 

^— = =  o. 

sin"&> 

Le  dénominateur  de  cette  équation  n'est  jamais  supérieur  à  l'unité, 
et  il  ne  peut  devenir  nul  en  même  temps  que  le  numérateur  qu'au- 
tant qu'on  a 

d"V 

Mais  ce  cas  peut  être  écarté ,  car  il  suffit,  pour  l'éviter,  de  changer 

<7"P 
la  direction  des  axes  de  coordonnées.  Donc  si  l'on  suppose  -^  \  o, 

on  aura  toutes  les  solutions  de  cette  équation  en  posant 


(10) 


et  si  l'on  fait 


d"V 

tang/zw  =  — 

d.i" 

• 

d"  P    7 

da?~ldjr 

dnV 

tangf*=  — 

dr" 

dnF    ' 

on  aura 


d'où 


dj?'xdy 


(il)  «  =   -  -+■  A*  -  • 

x  n         n 
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Pour  avoir  toutes  les  tangentes  à  la  courbe  P,  il  suffît  de  donner 
à  n  les  valeurs  o,  i,a, . . . ,  n  —  1,  et  Ton  obtient  n  valeurs  de  0, 

formant  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  -  •  Donc 

la  courbe  P  présente,  au  point  considéré,  n  tangentes  distinctes  et 
tellement  disposées,  que  deux  tangentes  consécutives  comprennent 
un  angle  égal  à  la  rt**"  partie  de  deux  angles  droits. 

44.  11  importe  de  remarquer  qu'un  point- racine  de  Tordre  n  ne 
peut  être  un  point  d'arrêt  ou  un  point  isolé,  pour  aucune  branche  de 
la  courbe  P,  du  moins  dans  le  cas  où  la  fonction  P  est  continue.  En 
effet,  l'équation  qui  donne  tangw  ayant  toutes  ses  racines  inégales, 
on  voit  facilement,  en  développant  P  par  la  série  de  Taylor,  que 
cette  fonction  changera  de  signe  quand  on  y  substituera  successive- 
ment les  coordonnées  de  deux  pointe  suffisamment  rapprochés  du 
point  N,  et  situés  de  part  et  d'autre  d'une  même  tangente. 

15.  Un  calcul  analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  pour  la  courbe 
P  assignerait  aussi  à  la  courbe  Q,  en  tout  point-racine  de  Tordre  //, 
n  tangentes  distinctes  et  tellement  disposées,  que  deux  tangentes 

consécutives  comprennent  un  angle  égal  à  -•  On  peut  déjà  en  con- 
clure qu'entre  deux  tangentes  consécutives  à  la  courbe  P  il  y  a  tou- 
jours une  tangente  à  la  courbe  Q.  Mais  je  dis  de  plus  que  : 

Les  tangentes  à  la  courbe  Q  sont  les  bissectrices  des  angles  for- 
més par  les  tangentes  à  la  courbe  P. 

Pour  le  démontrer,  rappelons-nous  la  formule 

d"P 


tlx* 

(10)  tang/i»  = jïp 


dx*~l  dy 


En  appelant  v  l'angle  qu'une  tangente  à  la  courbe  Q  fait  avec  Taxe 

des  x,  nous  aurons  de  même 

d"Q 


(12)                         tang«u=  — 

dxH 
dHQ 

Or,  d'après  les  relations  (4  ), 

dx*~x  dy 

d*Q              dnV 
'  dx»  ~~    .  dx^d^ 

d*Q 

dx'l-{dy  " 

dnX> 
axl 

donc 

tang/2fr>lang*"=  —  1; 

Stlhm.  —  An.y  II. 

2i 
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'À 
i3)  w  —  v=  ±  -  -. 

w  —  u  est  l'angle  compris  entre  une  tangente  à  la  courbe  P  et 
une  tangente  à  la  courbe  Q  la  plus  voisine,  et  l'équation  (i3)  montre 
que  cet  angle,  abstraction  faite  du  signe,  est  la  moitié  de  l'angle 

-  compris  entre  deux  tangentes  consécutives  à  la  courbe  P. 

16.  Les  résultats  précédents  comprennent  le  cas  particulier  d'un 

point-racine  simple.  En  un  point  de  cette  espèce,  l'angle  —  formé 

par  la  tangente  à  la  courbe  P  et  la  tangente  à  la  courbe  Q  se  réduit 

à  -•  On  peut  d'ailleurs  l'établir  directement.  Ainsi  : 

En  un  point-racine  du  premier  ordre  les  courbes  P  et  Q  se  cou- 
pent à  angle  droit. 
Cette  propriété  appartiendrait  encore  aux  courbes  représentées 

par  les  équations 

P=A,    Q  =  B, 

À  et  B  étant  deux  constantes  quelconques. 


PROPRIÉTÉS  DBS  COURBES  DONNÉES  PAR  LES  ÉQUATIONS 
P  -  Q  =  O,      P4-Q=0. 

17.  La  courbe  qui  a  pour  équation  P  —  Q  =  o  est  le  lieu  de  tous 
les  points  dont  les  coordonnées,  substituées  dans  les  fonctions  P  etQ, 

donnent  des  résultats  égaux  et  de  même  signe.  En  chaque  point  de 

p 

cette  courbe  le  rapport  ~  est  égal  à  1. 

La  courbe  qui  a  pour  équation  P  4-  Q  =  o  est  le  lieu  de  tous  les 

points  dont  les  coordonnées,  substituées  dans  les  fonctions  P  et  Q, 

p 

donnent  des  résultats  égaux  et  de  signes  contraires.  Le  rapport  jt 

y  est  constamment  égal  à  —  1 . 

Les  courbes  P  —  Q,  P-f-  Q  jouissent  des  mômes  propriétés  que 
les  courbes  P  et  Q,  et  il  suffît  pour  le  démontrer  d'observer  que  les 
fonctions 
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sont  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  f—i  de  la  fonction 

(i-h/zt)/(,)  =  (i+l/=7)  (p  +  Qv/it;) 

D'ailleurs  p  et  q  s'annulent  évidemment  avec  leurs  dérivées  jusqu'à 
Tordre  n  exclusivement,  quand  on  y  substitue  les  coordonnées  d'un 
point-racine  de  l'ordre  n;  d'où  il  suit  que  : 

En  un  point-racine  de  l'ordre  n: 

\°  La  courbe  P  —  Q  a  n  tangentes  distinctes  dont  c/iacune  fait 

avec  celle  qui  la  suit  un  angle  égal  à  — $ 

20  Lu  courbe  P  -f-  Q  a  aussi  n  tangentes  distinctes  qui  sont  les 
bissectrices  des  angles  formés  parles  tangentes  à  la  courbe  P  —  Q. 

18.  Pour  construire  les  tangentes  à  nos  deux  nouvelles  courbes 
il  suffit  de  connaître  l'angle  qu'une  tangente  à  Tune  d'elles  fait  avec 
une  tangente  à  la  courbe  P. 

Soit  tang/zs  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  à  la  courbe 
P  —  Q  :  on  a  trouvé  plus  haut 

dn? 
do* 

(10)  tang/zw  =  — 


dnP 


dxH~x  dy 
à  cause  de  la  symétrie  du  calcul,  on  aura  aussi 

d*p 
(t.rf* 

(14  )  tang/ie  =  — 


dHp 


dx*~l  dy 


Mais 


dnp  _  dnV  __  rPQ        d^_? 


daP 


dx"        dx*         eus*        dx"  ^  dxn'ldy1 

dnp      __      dttV daQ  d"?  dnPt 

dx"~ldy  "~  dx"~ldy  ~~  dxH-ldy  ~~  dxu~ldy       dx*  ' 


donc 


dHV         dnV 


de*  ~*~  dx*~x  dr      —  f  tans  n  m  -f-  \)       A 

=  tan» 


d'où 

dxa~ 

P 

'dy 

dttP~ 
dx* 

—  1  —  tang/iw 

(i5) 

f  == 

w 

I    7T 

("—?)' 


24. 
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De  là  résulte  que  si  l'on  construit,  comme  au  /i°14,  les  tangentes 
aux  courbes  P  et  Q,  et  que  si  l'on  désigne  respectivement  les  angles 
consécutifs  formés  par  ces  tangentes  par  les  nombres 

les  bissectrices  des  angles  de  rang  pair  seront  les  tangentes  à  la 
courbe  P  4-  Q.  Les  bissectrices  des  angles  de  rang  impair  seront  les 
tangentes  à  la  courbe  P  —  Q. 

DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  DE  M.   CAUCHT. 

19.  Traçons  autour  d'un  point-racine  N,  de  Tordre  n,  un  cercle 
assez  petit  pour  que  dans  son  intérieur  les  courbes  P,  Q,  P  —  Q, 
P  -4-  Q  se  confondent  sensiblement  avec  leurs  tangentes,  et,  par 
suite,  ne  puissent  s'y  couper  mutuellement  ailleurs  qu'au  point  N. 
Un  point  mobile  M  qui  parcourra  la  circonférence  dans  le  sens  direct 
de  rotation,  c'est-à-dire  en  allant  des  x  positifs  aux  y  positifs,  devra 
rencontrer  a  n  fois  chacune  des  quatre  courbes,  et  toujours  dans 
Tordre  suivant  : 

...,     P-Q,    P,    Ph-Q,    Q,    P-Q,    P,     .... 

Concevons  qu'à  chaque  position  du  point  mobile  on  substitue  ses 

P  P 

coordonnées  dans  le  rapport  ~  •  De  la  courbe  P  —  Q,  où  ^  est  posi- 

p 

tif  (1 7) ,  le  point  M  passe  sur  la  courbe  P,  où  ^  s'annule,  et  de  là  immé- 

p 

diatement  sur  la  courbe  P  -h  Q,  où  ^  est  négatif.  Donc  chaque  fois 

p 

que  le  point  M  traverse  la  courbe  P,  le  rapport  ^  passe  du  positif 

au  négatif.  Ce  rapport  passe,  au  contraire,  du  négatif  au  positif  chaque 
fois  que  le  point  M  traverse  la  courbe  Q. 
Donc  lorsque  le  point  mobile  sera  revenu  à  sa  position  initiale 

après  avoir  rencontré  in  fois  la  courbe  P  et  2/2  fois  la  courbe  Q,  le 

p 
rapport  ^  aura  passé  a  n  fois  du  positif  au  négatif  en  s'évanouissant, 

cta/i  fois  du  négatif  au  positif  en  devenant  infini. 

Si  au  lieu  d'un  cercle  ou  d'un  contour  convexe  on  trace  une  courbe 
fermée  très-petite,  qui  présente  des  sinuosités,  le  point  mobile 
pourra  traverser  plusieurs  fois  chaque  portion  de  la  courbe  P,  mais 
il  devra  la  traverser  une  fois  de  plus  dans  le  sens  direct  que  dans, 
le  sens  rétrograde,  puisqu'il  deit  revenir  à  sa  position  initiale.  Donc, 


/ 
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P 

pour  chaque  portion  de  la  courbe  P,  le  rapport  ^  passera  une  fois 

de  plus  du  positif  au  négatif  que  du  négatif  au  positif,  et  quand  le 
point  mobile  sera  revenu  au  point  de  départ,  ce  rapport  aura  passé 
en  s'évanouissant  in  fois  de  plus  du  positif  au  négatif  que  du  né- 
gatif au  positif.  Au  contraire,  ce  rapport  aura  passé  en  devenant 
infini  a  n  fois  de  plus  du  négatif  au  positif  que  du  positif  au  négatif. 

Ainsi  se  trouve  démontré,  pour  un  cas  particulier,  un  théorème 
remarquable  dû  à  M.  Cauchy,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Le  nombre  des  points- racines  situés  dans  r  intérieur  a" un  contour 
fermée  en  supposant  quil  nes9en  trouve  aucun  sur  ce  contour  même, 

est  égal  à  la  demi-différence  entre  le  nombre  des  variations  (  *  ) 

P 
descendantes  et  celui  des  variations  ascendantes  du  rapport  -^  >  pour 

toute  détendue  du  contour  supposé  parcouru  dans  le  sens  direct  de 
rotation. 

20.  Du  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner,  on  s'élève 
au  cas  général  par  les  considérations  suivantes,  empruntées  à  un 
Mémoire  de  MM.  Sturm  et  Liouville  [Journal  de  Mathématiques, 
1. 1,  p.  378)  : 

«  Soit  A  l'excès  du  nombre  des  variations  descendantes  sur  ie 

p 
nombre  des  variations  ascendantes  du  rapport  -^  j  pour  un  contour  qui 

renferme  ja  racines.  Il  faut  démontrer  que  l'on  a  ja=  -A.  Or, 

a  i°  Le  théorème  est  évident  pour  un  contour  quelconque  ABC, 
lorsque  dans  l'intérieur  de  ce  contour  et  sur  le  contour  même  on  n'a 
jamais  P  =  o  ;  alors,  en  effet,  les  deux  nombres  p.  et  A  sont  tous  les 

deux  nuls,  et  par  suite  l'équation  ja  =  -  A  est  satisfaite. 

»  Elle  est  satisfaite  encore  lorsque  dans  l'intérieur  du  contour  ABC, 
et  sur  ce  contour  même,  on  n'a  jamais  Q  =  o  ;  le  nombre  p  est  alors 
encore  égal  à  zéro,  et  je  vais  prouver  que  Ton  a  aussi  A  =  o.  En 

P 

effet  la  fraction  fp  quand  on  aura  fait  un  tour  entier  pour  revenir 

au  point  de  départ  A,  devra  se  retrouver  en  ce  point  affectée  du 
même  signe  que  d'abord  elle  possédait,  quand  le  mouvement  a  com- 
mencé :  donc  cette  fraction  doit  changer  de  signe  un  nombre  pair 


(•)  J'appelle  variation  ascendante  le  changement  de  signe  d'une  quan  • 
tito  qui  passe  du  négatif  au  positif  en  s'évanouissant.  Une  variation  des- 
cendante est  le  contraire. 
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de  fois,  toujours  en  s'évanouissanl,  puisque  son  numérateur  seul 
peut  devenir  nul,  et  en  passant  alternativement  du  positif  au  né- 
gatif et  du  négatif  au  positif  :  donc  enfin  l'excès  A  du  nombre  de  fois 
où  elle  va  du  -f-  au  —  sur  le  nombre  de  fois  où  elle  va  du  —  au  -4- 
en  s'évanouissanl,  est  égal  à  zéro;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

»  20  Quand  le  théorème  de  M.  Cauchy  a  lieu  pour  deux  contours 
ABCA,  ACDA  qui  ont  une  partie  commune  AC,  il  a  lieu  également 

pour  le  contour  total  ABCDA  formé  par  leur  réunion.  En  effet, 

p 
l'excès  A  du  nombre  de  fois  où  ^  s'évanouissant  passe  du  -h  au  — 

sur  le  nombre  de  fois  où  cette  fraction  en  s'évanouissant  passe  du  — 
au  +  est  le  même,  soit  qu'on  parcoure  le  contour  total  ABCDA, 
soit  qu'on  parcoure  successivement  les  deux  contours  ABCA,  ACDA, 
puisqu'à  chaque  passage  du  +  au  —  ou  du  —  au  -h,  qui  a  lieu  quand 
on  va  sur  le  côté  AC  de  C  en  A,  répond  un  passage  inverse  du  — 
au  +  ou  du  H-  au  —,  quand  on  va  sur  le  même  coté  de  A  enC.  Or, 
en  supposant  que  le  nombre  des  racines  soit  égal  à  p'  dans  le  con- 
tour ABCA,  et  à  p."  dans  le  contour  ACDA,  on  a  A—  ap'  pour  le 
premier  de  ces  contours,  et  A  =  2  p"  pour  le  second,  puisque  le 
théorème  de  M.  Cauchy  est  supposé  applicable  à  l'un  et  à  l'autre, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  :  il  résulte  de  là  que,  pour  le  contour 
total  ABCDA,  on  a  A  =  2(^*4- p") ;  donc  le  théorème  de  M.  Cauchy 
est  vrai  pour  le  contour  ABCDA  qui  renferme  f*'-4-  /**  racines. 

»  Si  l'on  considère  un  nombre  quelconque  de  contours  juxtaposés, 
pour  chacun  desquels  ce  théorème  ait  lieu,  il  aura  lieu  également 
pour  le  contour  total  formé  par  la  réunion  de  ces  contours:  c'est  ce 
qu'on  verra  en  réunissant  ces  contours  successivement  deux  à  deux, 
comme  on  peut  le  faire  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré. 

»  3°  Étant  donné  un  contour  quelconque  ABC,  on  peut  toujours  le 
concevoir  divisé  :  I.  En  contours  convexes  tracés  autour  de  chaque 
racine  contenue  dans  l'intérieur  de  ABC,  assujettis  aux  conditions 
énoncées  n°  19  ;  II.  En  contours  semblables  à  ceux  dont  on  a  parlé  (i°), 
c'est-à-dire  pour  lesquels  on  n'a  jamais  à  la  fois  P  =  o,  Q  =  o.  Le 
théorème  de  M.  Cauchy  ayant  lieu  pour  les  diverses  parties  dans  les- 
quelles on  divise  le  contour  ABC,  aura  lieu  pour  ce  contour  même 
ABC,  dont  la  forme  est  arbitraire. 

»  Ce  théorème  est  donc  entièrement  démontré. 

»  Toutefois,  nous  excluons  formellement  le  cas  particulier  où,  pour 
quelque  point  de  la  courbe  ABC,  on  aurait  à  la  fois  P  =  o,  Q  =  o: 
ce  cas  particulier  ne  jouit  d'aucune  propriété  régulière,  et  ne  peut 
donner  lieu  àaucun  théorème;  car,  dès  qu'on  l'admet,  l'excès  A  peut 
varier  avec  la  forme  du  contour  sans  que  le  nombre  p  varie;  de  sorte 
qu'il  n'existe  alors  entre  /x  et  A  aucune  relation  constante.  » 
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ASYMPTOTES  DES  COURBES  P,  Q,  P  —  Q,  P4~Q,  DANS  LE  CAS  OU  P 
ET  Q  SONT  DES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  ET  ENTIÈRES.  —  THÉORÈME 
SUR  LE  NOMBRE  DES  RACINES  DUNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE. 

21 .  Soit  une  équation  algébrique  et  entière  de  degré  /w, 
A^)  =  (Ai  +  B0v^T)^4-(Al4-B1v/"=7)^-|-+-... 

si  nous  posons 

z  =  x  4- y  v/~  j  =  r  (cosw  4-  y/—  isinw), 

A»  4-  B,/1^  -=  p.  (008^4-  /^sinaj, 
nous  aurons 

=  prm[cos(a  4-  /««)  4-/—  isin(a  -4-  m»)] 
^plrm-|jcos[xl-f-(///--i)oi]4-v/r:r^s»n[2|4-(/w  — i)w]|4--.., 

d'où 

P  =  prmcos(a-+- ww)  4-plrm~lC08[al  4-  (//?  —  i)wj 

-h  p,  /m-,cûs  [a,  4-  (  m  —  a)  w  J  -h . . . , 
Q  =  p/-OTsin(a  4- ///&>)  4-  p,  r^'sinfa,  4-  (///—  i)  6>J 
4-  p2  rJ"~asin[a1  -4-  (//?  —  2)w]-h. . .. 

Les  polynômes  P  et  Q  ainsi  définis,  nous  allons  chercher  les 
asymptotes  des  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o. 

22  Les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  d'une  courbe  al- 
gébrique de  degré  m  s'obtiennent  en  égalant  à  o  la  somme  d  ;s 
termes  de  son  équation  qui  sont  du  mc'mt  degré,  après  y  avoir  fait 
x  =  rcosw,  tY  =  rsinw. 

Or,  les  termes  du  ///'""degré  dans  les  polynômes  P  et  Q  proviennent 

évidemment  de  la  substitution  de  .r-h/y7—  i  à  la  place  de  z  dans 

le  terme  (  A0  4-  Bgv/-- T)  zmde  l'équation  f(z)  =  o.  Donc,  si  réser- 
vant w  pour  désigner  l'angle  qu'une  asymptote  à  la  courbe  P  fait 
avec  Taxe  des  x,  on  appelle  v  l'angle  analogue  relatif  à  la  courbe  Q, 
on  obtiendra  »  et  v  en  posant 

pr",cos(a-+-/wa>)  =  o,     pr™ sin  (a  4-  mv)  =  o, 

d'où  l'on  tire 

,   _.  a.,7rÉi7r  aifir  iir 

(i6 )  «  — \-  k 1 >      v  = h*  —  =  w • 

*     '  m  m       'a  m  m  m  'a  m 


:i  +/i  \/-1  =  -  ;!; 


-  ? 
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23.  Quand  l'équation  d'une  courbe  du  degré  m  est  telle,  qu'on 
puisse  faire  disparaître  les  termes  du  (m  —  \)Centt  degré  en  posant 
jc  =  x' -+-  xt%  y  =  y  -+-yx>  on  sait  que  toutes  les  asymptotes  de 
cette  courbe  passent  par  le  point  (xiyyt). 

Les  courbes  P  et  Q  sont  dans  ce  cas.  

En  effet,  si  dans  l'équation /(z)  =  o  on  fait  3=  z'+j^-j- yx  v;—  j  * 
il  suffira,  pour  faire  disparaître  le  terme  en  z,m'\  de  poser 

A,  -*-B,  \/~ 
m  A,  -h  b0  ^  j 
ou  bien,  séparément, 

T  _       '  AaA,-4-B0Bt  t   A0B,-A,B, 

/«       AJ-i-BJ     '     Jl  m       AJ4-BJ 

La  transformée  en  z'  n'ayant  pas  de  termes  du  [m  —  i)lim-  degré, 
les  polynômes  P,,  Q,,  analogues  à  P  et  à  Q,  que  l'on  déduit  de  cette 

transformée  en  posant  2'  =  x'-i-/^--h  n'auront  pas  non  plus  de 
termes  de  ce  degré. 

Mais  il  est  évident  que  P,  et  Qt  sont  ce  que  deviennent  P  et  Q 
quand  on  y  fait  x  =  x'-\-  x,,  y  =y  +  yr  Ainsi,  les  polynômes  P 
et  Q  perdent  leurs  termes  du  degré  m  —  î  par  ce  changement  de 
variables,  et,  par  suite,  toutes  les  asymptotes  des  courbes  P  et  Q 
passent  par  le  point  (*,,/,). 

24.  Des  formules  (16)  il  résulte  :  i°  que  les  deux  courbes  P  et  Q 
ont  chacune  m   asymptotes  distinctes  ;  a°  que  deux  asymptotes 

consécutives  de  l'une  d'elles  comprennent  un  angle  égal  à  —  > 

dont  la  bissectrice  est  une  asymptote  de  l'autre  courbe  (*"). 

La  construction  des  asymptotes  est  donc  la  même  que  celle  des 
tangentes  en  un  point-racine  de  l'ordre  n. 

Les  équations  qui  donnent  tangw  et  tangv  n'ayant  que  des  ra- 
cines inégales,  les  asymptotes  ainsi  obtenues  sont  bien  réelles  et 
s'approchent  indéfiniment  des  courbes  P  et  Q,  tant  du  côté  de  Tin- 
fini  positif  que  du  côté  de  l'infini  négatif. 

25.  Les  courbes  P  —  Q,  P  4-  Q  ont  aussi  chacune  m  asymptotes 
qui  passent  par  le  point  (xn  yx).  Leur  position  par  rapport  aux 
asymptotes  des  courbes  P  et  Q  est  la  même  que  celles  des  tan- 
gentes n°  18.  Il  résulte  de  là  que  si  du  point  (xk,yt)  on  déorit 


(*)  Ces  propriétés  des  asymptotes  ont  été  remarquées  par  Gauss  et 
publiées  par  lui,  en  1799,  dans  une  thèse  intitulée  :  Demonsiratio  nova 
theorematisomnemfonctionem  algebraicam  rationalem  intégrant  unius  varia- 
bilis  injactoits reaies primi  vel  secundi gradus  taolvi  posse.  Helmstadii. 
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un  cercle  assez  grand  pour  que,  près  de  sa  circonférence,  les 
courbes  se  confondent  sensiblement  avec  leurs  asymptotes,  un 
point  mobile,  parcourant  ce  cercle  dans  le  sens  direct  de  rotation, 
rencontrera  a  m  fois  chacune  des  quatre  courbes,  et  toujours  dans 
Tordre  suivant  : 

...,     P-Q,    P,    P-hQ,    Q,    P-Q,.... 

Par  conséquent,  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  des- 

p 

cendantes  et  celui  des  variations  ascendantes  du  rapport  -??  sera 

égale  puur  ce  contour  à  a  m.  Le  nombre  des  points-racines  qu'il 
renferme  est  donc  égal  à  m,  et  comme  au  delà  les  courbes  ne 
peuvent  pas  se  couper,  on  en  conclut  que  toute  équation  algé- 
brique et  entière,  de  degré  m,  h  coefficients  quelconques,  admet 

m  racines  de  la  forme  <x  -+-  £y/—  1 . 

PROPRIÉTÉS  DES  SURFACES  DONNÉES  PAR  LES  ÉQUATIONS 

Z  =  P,      Z=Q. 

26.  Si  dans  l'intégrale  définie  (475) 


x 


u 


/(«)</•  =  air/(o), 


où  u  tient  la  place  de  x  4-  y  y/—  1  —  r  (cosô  -h  y/--îsinô),  on  sup- 
pose f( u)  de  la  forme  <p  (u)  4-  V  ( u  )  y^T,  *  («)  et  Y  (  u)  étant  des 
fonctions  réelles  de  w,  on  aura  séparément  : 

f        Prfô  =  27r<p(o),      /       QdQ—  awY(o), 
o  Jo 

P  et  Q  ayant  toujours  la  même  signification,  mais  devant  être  con- 
sidérées comme  des  fonctions  réelles  de  rsindet  de  rcosO. 
Voici  une  conséquence  remarquable  de  ces  formules  : 
Soit  V  le  volume  d'un  corps  compris  entre  la  surface  z  =  P,  le 
plan  xjr  et  un  cylindre  droit  ayant  pour  axe  Taxe  des  z  et  r  pour 
rayon.  On  aura 

V==  /    lrPdrdQ=  /     rdQ  /       PrfQ  =  air*(o)  /    rtlr, 
J  J  Jo  Jo  Jo 

et  enfin 

V=7rr2*(o). 

Ainsi  le  volume  considéré  est  égal  à  celui  d'un  cylindre  ordinaire, 
de  môme  base  et  ayant  pour  hauteur  *  (o). 
En  appelant  U  un  volume  analogue,  dans  lequel  la  surface  z  =  Q 
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remplacerait  la  surface  z  —  P,  on  aurait  de  même 

U=7rr2T(o). 

Dans  le  cas  où  la  fonction  f(u)  est  réelle,  ce  volume  est  con- 
stamment nul. 

REMARQUES. 

27.  Les  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o,  ne 
sont  pas  les  seules  qui  puissent  servir  à  représenter  par  leurs 
intersections  les  racines  de  l'équation  f(z)  =  o.  En  effet,  on  ne 
change  pas  les  racines  de  cette  équation  en  multipliant  son  premier 
membre  par  une  constante  réelle  ou  imaginaire.  Or,  le  premier 
membre  de  l'équation 

(a+b)/^)f{z)--=o 

se  changera  pour  z  =  x  4-  y  y/^ï  en 

aP  -  bQ  +  (b?  H-  aQ)  v/^T, 

et  les  courbes  données  par  les  équations 

P,  =  flP-£Q  =  o,    Qt  =  bP  +  aQ  =  o 

se  couperont  aux  points-racines  de  la  proposée. 
Les  courbes  P,  et  Q,  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les 

courbes  P  et  Q,  et  si  Ton  ajoute  à  cette  remarque,  qu'en  chaque 

P  b 

point  de  la  courbe  P,  le  rapport  ■=-  est  égal  à  ->  on  aura  deux 

théorèmes,  qui  pourront  s'énoncer  d'une  manière  abrégée  comme 

il  suit  : 

p 
Le  rapport  —r  a  la  même  valeur  à  tous  les  sommets  d'un  poly- 
gone régulier  infiniment  petit  de  in  côtés,  dont  le  centre  est  un 

point-racine  de  Vordre  n. 

p 
Le  rapport  -^  a  la  même  valeur  à  tous  les  sommets  d'un  poly- 
gone régulier  infiniment  grand  de  a  m  côtés  dont  le  centre  est  le 
point  de  concours  des  asymptotes.  —  Le  dernier  théorème  n'a  lieu 
que  dans  le  cas  où  P  et  Q  sont  des  fonctions  algébriques  et  entières 
de  degré  m. 

28.  Tous  les  théorèmes  démontrés  dans  cette  Note  ne  s'appliquent 
qu'aux  fondions  que  M.  Liouville  appelle  bien  déterminées^  c'est-à- 
dire  à  celles  qui  ne  prennent  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  va- 
leur de  la  variable  z  =  x-h  y\f—  i,  et  qui  varient  d'une  manière 
continue  quand  le  point  (x,  y)  se  déplace  suivant  une  courbe  quel- 
conque. 
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NOTE  V. 

EXERCICES  SUE   LA   RECTIFICATION  DES  COURBES   PLANES, 

par  M.  E.  Prouhbt. 


Formule  pour  la  rectification  des  arcs.  —  Approximation  des  arcs. 
Transformation  des  arcs  de  courbe.  —  Courbes  rectifiables. 


FORMULE  POUR  LA  RECTIFICATION  DES  ARCS  DE  COURBE   PLANE. 

i.  Soient  AB  une  courbe  plane,  0  un  point  pris  dans  son  plan, 
OP  une  perpendiculaire  à  la  tangente  menée  à  la  courbe  AB  par  un 
de  ses  points  M  :  La  normale  à  la  courbe,  lieu  des  points  P,  s'ob- 
tient enjoignant  le  point  P  au  milieu  de  la  droite  OM. 

2.  Si  l'on  désigne  par  p  la  perpendiculaire  OP  et  par  *>  l'angle 
que  cette  droite  fait  avec  un  axe  fixe,  on  aura 

(loi 

Cela  résulte  de  ce  que  PM  est  égale  à  la  sous-normale  de  la  po- 
daire  (c'est ainsi  qu'on  nomme  le  lieu  des  points  P),  quand  on  con- 
sidère/? et  »  comme  des  coordonnées  polaires. 

3.  Si  du  point  0  on  abaisse  une  perpendiculaire  OQ  sur  la  nor- 
male CM  à  la  courbe  AB,  C  étant  le  centre  de  courbure,  on  aura 

dùiÀ 

car  le  point  Q   appartient  à  la  podaire  de  la  développée  de  la 
courbe  AB. 

4.  Si  l'on  désigne  l'arc  AB  par  s,  et  par  a  et  p  les  angles  que  les 
normales  aux  points  A  et  h  font  avec  un  axe  fixe,  on  aura 

En  effet,  p  étant  le  rayon  de  courbure,  on  a 


s 


~L  ?d*=L  ***<*»**= fm  (>+&)'* 


S.  Quand  le  point  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes 
et  plus  généralement  quand  les  extrémités  de  l'arc  AB  sont  égale- 
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ment  distantes  des  points  correspondants  de  la  podairc,  on  a 

(II)  s  =  j    pdu. 

Conséquence  de  (a)  et  de  (4). 

6.  La  formule  (I)  ne  change  pas  quand  on  change  p  en 

p  -+-  a  cosoa  ■+■  h  sin  w. 
AnaJytiquement  cela  résulte  de  ce  que 

z  =  a  cosco  -+-  b  sin  w 
est  l'intégrale  générale  de  l'équation 

d*z 

géométriquement  cette  transformation  revient  à  déplacer  le  point  0 
d'où  Ton  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  la  courbe. 

APPROXIMATION  DES  ARCS  DE  COURBE. 

7.  Soient  AB  un  arc  convexe,  0  un  point  pris  dans  la  concavité 
de  cette  courbe,  rs  V angle  des  normales  extrêmes,  en  désignant 
par  p§,  Pi,  p3,  •  •  •  i  p„,  les  rayons  de  courbure  qui  font  avec  la  nor- 

maie  au  point  k  les  angles  o,  — j  —  >        j  •  •  •  »  on  aura 

r  °  in    'in    in 

AB  >  a  ip.  +  fr  +  fr  +  ---+iP», 

n 

ABQpl'l~fr~!~---l"p"-, 


n 


d*o 
si  d'ailleurs  -j-\  est  négatif  pour  les  valeurs  de  o>  comprises  entre 

o  et  o. 

Ces  deux  inégalités  résultent  de  ce  que  /  pda  peut  être  consi- 
déré comme  Taire  d'une  courbe  convexe  dont  p  et  »  seraient  les 
coordonnées  rectangulaires. 

8.  Si  O  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes,  et  p9% 
/?,,/?,, ,  p^  les  perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés  d'un  po- 
lygone équiangle  circonscrit  à  la  courbe  AB,  on  aura 

AB^lima^^^^^-^-^pour/t^oo, 

AB  =  lira  zx  û±û_±---n±j&fi=i  pour  ai  =  «  . 

n  r 
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9.  Soit  CD  une  droite  partagée  au  point  E  en  deux  segmrnts9 
CE  =  a,  CD  =  b.  Si  Von  partage  en  in  parties  égales  la  demi" 
circonférence  décrite  sur  CD  comme  diamètre  et  que  l'on  désigne 
fiar  PvPk , . . . ,  p^  les  droites  menées  du  point  E  aux  divers  points 
de  division,  le  périmètre  de  l'ellipse  ayant  %a  etib  pour  axes  sera 
compris  entre  deux  circonférences  ayant  pour  rayons  :  la  première 

// 
et  la  seconde 

n 

Le  théorème  aurait  encore  lieu  si  le  point  E  était  pris  sur  le  pro- 
longement de  CD  et  que  l'on  eût  encore  EC  =  a,  ED  =  b. 

10.  La  moyenne  des  distances  d'un  point  pris  dans  le  plan  d'un 
cercle,  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  d'une  infinité  de  côtés 
inscrits  dans  le  cercle,  est  égale  au  périmètre  d'une  ellipse  ayant 
pour  demi-axes  la  plus  grande  et  la  plus  courte  distance  du  point 
à  la  circonférence,  divisé  par  air.  —  Cas  où  le  point  est  pris  sur  la 
circonférence. 

Conséquence  de  (9). 

\\.  Le  périmètre  d'une  ellipse  ayant  pour  axes  a  a  et  a  6,  a  >  b, 
étant  désigné  par  E,  on  a 

E>aff£,  E<U7r0 


L>a7r ,  E<27T- , 

a  a 


Ii>a7T —t .  E<aw-! — 9 

4  * 

Conséquence  de  (9). 

TRANSFORMATION  DES  ARCS  DE  COURBE. 

12.  Si  AB  et  A'B'  sont  deux  droites  parallèles,  et  a,  by  des  points 
pris  sur  les  droites  AA',  BB',  de  telle  sorte  que 

Afl  __  B£  _  m 

Ua~~  ÏÏb"~  n' 
on  aura 

/îAB±/wA'B' 


ab  = 


m  -+-  n 


On  prendra  le  signe  +  si  les  droites  AB,  A'B' sont  dirigées  dans 
le  même  sens,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 
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43.  Si  plusieurs  polygones  ABCD. . . ,  A'B'C'D'. . . ,  A'B'C'D". . . , 
ont  leurs  côtés  respectivement  parallèles,  si  a  est  le  centre  de  gravité 
des  sommets  homologues  A,  A',  A", . . .;  b  celui  des  sommets  B,  B', 
B*, . . . ,  et  ainsi  de  suite,  le  polygone  abcd. . .  aura  ses  côtés  paral- 
lèles à  ceux  des  premiers  polygones,  et  son  périmètre  sera  égal  à 
la  moyenne  arithmétique  des  périmètres  des  polygones  proposés. 

Se  démontrera  d'abord  pour  deux  polygones,  puis  pour  trois,  et 
ainsi  de  suite,  au  moyen  du  théorème  12. 

14.  Soient  C,  C,  C",.-  plusieurs  courbes,  A,  A',  A",...  des  points 
appartenant  respectivement  à  ces  courbes  et  tels,  que  les  tangentes 
en  ces  points  soient  parallèles.  Soit  a  le  centre  de  gravité  des  points 
A,  A',  A",...  considérés  comme  des  points  matériels  de  poids 
égaux.  Si  les  points  A,  A',. . .  se  meuvent  sur  leurs  courbes  respec- 
tives en  remplissant  toujours  les  conditions  précédentes,  l'arc  de 
courbe  décrit  par  le  point  a  sera  égal  à  la  moyenne  arithmétique 
des  arcs  décrits  par  les  points  A,  A', ... ,  en  prenant  avec  le  même 
signe  les  arcs  décrits  dans  le  même  sens. 

15.  Étant  donné  tin  arc  AB,  le  transformer  en  un  arc  d9  espèce 
différente  et  de  même  longueur. 

Soient  OA  et  OB  les  normales  menées  aux  extrémités  de  l'arc  AB. 
Soit  A'B'  ce  que  devient  AB  quand  on  fait  tourner  la  figure  autour 
de  la  bissectrice  OC  de  l'angle  AOB.  En  appliquant  le  théorème  14, 
on  aura  une  courbe  ab  égale  à  la  demi-somme  des  arcs  AB  et  A'B', 
et  par  conséquent  égale  à  chacun  de  ces  arcs. 

La  courbe  ab  est  symétrique  par  rapport  à  OC.  En  doublant  les 
dimensions  d'une  de  ses  moitiés  sans  changer  sa  forme,  on  aura  une 
courbe  a' c'  de  même  longueur  que  AB,  mais  dont  les  normales 
extrêmes  feront  un  angle  égal  à  la  moitié  de  l'angle  AOB. 

En  opérant  sur  a'c'  comme  sur  AB  et  répétant  indéûniment  celte 
suite  d'opérations,  on  transformera  l'arc  primitif  en  arcs  de  même 
longueur  dont  les  normales  extrêmes  feront  un  angle  de  plus  en  plus 
petit  et  qui,  par  conséquent,  différeront  de  moins  en  moins  d'une 
ligne  droite. 

16.  Dans  la  transformation  précédente,  on  a  changé  un  arc  AB 
en  un  autre  arc  de  môme  ouverture  ou  d'une  ouverture  moitié 
moindre,  c'est-à-dire  dans  lequel  les  normales  extrêmes  faisaient  le 
même  angle  ou  un  angle  moitié  moindre.  Soit  a  l'ouverture  d'un 
certain  arc  AB,  posons />  =  /(«)  :  on  a 


=/V(*o  -+/»]''*>• 
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On  aurait  encore 


or 


=  a  /     [/(aw  )  -hf(aw)] r/w- 


Soit  pt  =  /,(«)  l'équation  de  la  podaire  d'une  certaine  courbe  dont 
Tare  serait  représenté  par  la  formule  précédente  :  on  doit  avoir 

/.(•)+/M«)  =/(»■)  +  />»). 

La  fonction/,  est  donc  donnée  par  une  équation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre,  en  général  difficile  à  intégrer. 

COURBES  RECTI FIABLES. 

17.  Trouver  une  courbe  connaissant  sa  podaire •• 

Si/?  =/(«)  est  l'équation  de  la  podaire,  r  le  rayon  vecteur  de  la 
courbe  cherchée  et  0  l'angle  de  ce  rayon  vecteur  avec  Taxe  fixe 
auquel  la  podaire  est  rapportée,  il  faudra  éliminer  w  entre  les  deux 
équations 

ta„g(ô-w)  =  I^,     *  =  ?  +  %. 

18.  «Sf  /'o/ï  prend  f(w)  égal  à  la  dérivée  d'une  certaine  fonction 
F(«),  V élimination  précédente  donnera  une  équation 

^«/'  représentera  une  courbe  rectifiable. 

19.  O/ï  obtiendra  encore  une  courbe  rectifiable  si  l'on  trouve  une 
fonction  M  de  x  telle,  que  l'on  puisse  trouver  en  termes  finis  les 
intégrales 

fildx,      j^dx. 
Il  suffira  de  poser 

En  prenant  M  de  la  forme  M  =  or",  on  aura  une  courbe  algé- 
brique. Si  M  est  une  fraction  algébrique  rationnelle,  la  rectification 
de  la  courbe  dépendra  .généralement  des  arcs  de  cercle  et  des  loga- 
rithmes. 
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NOTE  VI. 

SUR   LÀ    RÉDUCTION  DES  SOMMES  AUX    INTÉGRALES» 

par  M.  Proubf.t. 


Formule  fondamentale.  —  Application  de  cette  formule  aux  fonctions  en- 
tières, —  aux  fonctions  fractionnaires,  —  aux  fonctions  transcendantes. 
—  Théorèmes  à  démontrer. 


FORMULE  FONDAMENTALE. 

1 .  Soient f(x)  une  fonction  quelconque  et  n  un  nombre  entier  posi- 
tif. Proposons-nous  de  trouver  une  fonction  <f(n)  telle,  que  l'on  ait 

(i)   y(*)  =/(*)  -*-/(*+  h)  +f{x+*h)  -K  ..4-/[x  + (/!-!)//]. 
Posons 

Il  en  résultera 

(3)  r (iz  -M)  -  ?(/i)  =  f{x  4-  «/*}, 

(4)  *(*-f-i)-+(n)=ir(*+^). 

La  fonction  7  doit  satisfaire  à  l'équation  (3)  pour  des  valeurs  en- 
tières de  n  ;  mais  il  est  clair  que  cette  condition  sera  remplie  à  plus 
forte  raison,  si  Ton  obtient  une  fonction  <p  telle,  que  l'équation  (3) 
soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  que  l'on  mettrait  à  la  place  de  n. 
Alors  l'équation  (3)  est  identique.  On  pourra  donc  prendre  les  déri- 
vées des  deux  membres  par  rapport  à  /?,  et  l'on  aura 

(5)  f'{n  +  i)-f{n)  =  hf{x  +  */i)9 

et,  en  comparant  avec  l'équation  (4), 

(G)  j[n  +  i)-v'{n)  =  h$(n+i)-h$(n). 

Si  maintenant  nous  changeons  successivement  n  en/z-i-ij/i-r-a,..., 
/1  -h  /*,  nous  aurons,  en  ajoutant  les  résultats, 
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oa  bien 

(7)  *'(»)  — *♦(»)  =  *'(*  +  *)  -/nH*H-*). 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  indépendant  de  k  ;  donc  il 
doit  en  être  de  même  du  second  :  mais  ce  dernier  est  une  fonction 
de  n  -+-  A,  et  il  ne  peut  pas  être  indépendant  de  k  sans  l'être  de  a. 
Donc  l'égalité  (7)  sera  satisfaite  si  Ton  pose 

(8)  *»-'*+(»)=*, 

c  désignant  une  constante,  c'est-à-dire  un  nombre  indépendant  de  /?. 
En  désignant  ?(/i)  par  Sf(x)  et  ty(n)  par  S/'(x),  on  aura 

^S/(*)  =  /iS/'(.r)  +  c, 
et  en  intégrant, 
(I)  Sf(x)=hfsf'(x)dn  +  cn, 

formule  qui  fait  dépendre  la  sommation  de  la  fonction  f(x)  de  la 
sommation  de  sa  dérivée.  On  n'ajoute  pas  de  nouvelle  constante , 
parce  que  Sf(x)  doit  être  nulle  pour  n  =  o. 

APPLICATION  AUX  FONCTIONS  ENTIÈRES. 

2.  Supposons  que  f(x)  soit  une  fonction  entière  du  degré  m; 
alors  fm(x)  est  une  constante  A,  et  l'on  a  tout  d'abord 

S/"(x)  =  A/i, 

d'où  l'on  tire  successivement,  en  appliquant  la  formule  (1), 

S/~V)==AAV      B^      B^ 
J       v    '       1.2.3         1.2  1 

\h*n*        B.//,/73       Khn*      B./? 


s/— (*)  =  -fiH-i  +  V^hr  + 


1.2.3.4  1.2.3  1.2  1 

et  enfin 

--,    .  Ahmn"+t  Bl//m-,/?,n 


> 


i.a.3..  .m(m  +  i)       1.2. 3. ..m 

B,  *-V-  B„_,  An*      B ...  * 

1.2. 3. ..(m  —  l)  1.2  1 

B,a  B„ . . .,  Bm  sont  des  constantes  dont  les  valeurs  se  détermineront 
successivement,  à  chaque  intégration,  en  faisant  n  =  1. 

Stubm.  —  An. t  II.  25 
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3.  On  trouvera  très-facilement  par  ce  moyen  les  sommes  des  puis- 
sances des  n  premiers  nombres.  En  désignant  ces  sommes  par  S0 . 
S, ,  S2 ,. . . ,  on  aura,  en  général , 

(II)  S^JfijfV-.di  +  c/i; 

on  a  d'abord 

S.  =  ", 
et  en  intégrant, 

1  2 

Pour  déterminer  r,  on  fera  n  =  ï ,  ce  qui  réduit  le  premier  membre 
à  ï  :  on  aura  donc  ï  =  -  +  c ,  d'où  c  =  -  >  et 

2  2 

1  2  2 

On  aura  de  la  même  manière 

S2  =  T  +  T  +  ^=y  +  -^   gi 

et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  la  formule  (II)  présente  un  grand  avantage  sur  la  for- 
mule du  n°  743  qui  fait  dépendre  chaque  somme  de  toutes  les  sommes 
d'un  indice  moindre.  En  partant  de  la  valeur  de  S4I  donnée  au  nu- 
méro cité ,  on  trouvera  facilement 


s, 

= 

6 

4" 

2 

4" 

5/74 
12 

ï 

12 

s. 

— 

ri' 

7 

"h 

2 

4" 

/7S 
2 

nz        n 

T  +  T 
b        4^ 

? 

s, 

= 

8 

-h 

2 

-h 

12 

24 

7îa 
12 

y 

s, 

— 

9 

4" 

2 

4- 

o.n1 
3 

".5  + 

2/7 
9 

i 

n 
"35' 

s. 

= 

10 

-h 

n9 

2 

4- 

3  a?8 

4 

in* 
10 

/î4 
2 

- 

3/?2 
—  1 
20 

5,. 

= 

1 1 

4- 

2 

4- 

5/1* 
G 

-  /?'  -f-  «! 

'  — 

/?3 
2 

5/î 
66' 

■^ 

n12 

4- 

/I11 

4- 

I!*'* 

11  /?• 

4- 

1 1  n9       i\n* 

4- 

5»* 

Ml 

12 

2 

12 

8 

"*G 

8 

12 
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APPLICATION  AUX  FONCTIONS  FRACTIONNAIRES. 

4.  Posons 

/(,)  =  _!_,    d'où  /'(*)=  _-l£^tl_. 

On  a  trouvé  (741) 

S/(*)  =  7îr  +  A+-..+  — r=i ï  — 

On  aura  donc 

~S/(*)  = — i— . 


De  là  résulte 

i 


(«  +  0' 


=  s/vî  +  *. 


Pour  déterminer  la  constante,  faisons  n  =  i  :  le  premier  membre  se 

i  3 

réduit  à  -  et  Sf'[x)  à  —  -;  donc  c  =  i,  et,  par  suite, 


=    3  5  in  -J- 1 


ou  bien 

APPLICATION  AUX  FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 

5.  Soient 

j=S/(j:)  =i  +  e  +  e2  +  ^-f-...-f-tf»-'- 
la  formule  (I)  donnera,  en  remarquant  que/'(.r)  ==  e*  -- j, 


équation  dont  l'intégrale  est 


y=.  c'e"  —  ct 


25. 
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Les  constantes  se  déterminent  en  faisant  n  —  o,  n  =  i ,  ce  qui  donne 


t 


o  =  c  —  c , 
i  =  c'e  —  c; 


d'où  l'on  tire  c  =  c'  =  •        >  et,  par  conséquent, 


i-h<?-ht»a-h...4-tf""I  = 


e"-*-i 


y 


e  —  i 
formule  connue. 

6.  Comme  dernière  application,  nous  allons  faire  voir  comment 
on  peut,  par  le  moyen  de  la  formule  (I),  ramener  à  une  question 
de  calcul  intégral  ordinaire  la  sommation  d'une  classe  très-étendue 
de  fonctions  transcendantes. 

i°  Soient 

iï  étant  la  dérivée  de  u.  La  formule  (1)  donne  immédiatement 

dr 


dn 


=  *r-+-.r,H-c, 


équation  différentielle  du  premier  ordre  qui  ramène  Sac**  à  SaV". 
Si  donc  a  est  une  fonction  algébrique  et  entière  de  x ,  alors  y  dé- 
pendra, en  dernière  analyse,  d'une  équation  de  la  forme 

dz 

dn-  =  az  +  c> 

qui  s'intègre  immédiatement. 

2°  Soient 

y  =  Sa  sin&r,     z  =  Sa  cosfor, 

yx  =  Sa'sin&r,     *,  =  Sa'cos&r; 
on  aura,  en  différentiant  deux  fois  de  suite, 

_  =  _  b*y  4-  bz+yx  +  cr 

Cette  seconde  équation,  linéaire  et  du  second  ordre,  ramène  donc 
S  usiner  à  Sa'sin&r  et  à  Sa'cos&r.  On  pourra  donc  trouver 
Su  sinkr,  par  une  suite  de  semblables  réductions,  quand  u  sera  une 
fonction  de  x  algébrique  et  entière. 
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3°  Soient 

y  =  Sue41*  sin&r,     z  =  Sue0S  cos&r, 

yx  =  SaV*sin&r,     zx  =  SaVcos&r; 


on  aura 


dr 

-jL^y  +  bz  +  ay+c, 

d*  y  dr 

—  ^/^bfa  +  by-t-uz  +  c^  +  a^ 

l'élimination  de  z  entre  ces  deux  équations  donnera  une  équation  du 
second  ordre  et  fera  dépendre  y  de  yx  et  de  z,.  Il  sera  donc  possible 
d'obtenir  les  intégrales  demandées  quand  u  sera  une  fonction  algé- 
brique et  entière. 

Si  maintenant  on  se  rappelle  que  les  puissances  de  sinbx  et  do 
cosbx  peuvent  s'exprimer  en  sommes  de  sinus  ou  de  cosinus  des 
multiples  de  bx ,  on  conclura  des  trois  cas  que  nous  venons  d'exa- 
miner la  possibilité  d'obtenir 

S/t-r,  sin&r,  cos&r,  ***), 

lorsque  la  fonction  /  sera  algébrique  et  entière. 

THÉORÈMES  A  DÉMONTRER. 

7.  Si  m  est  un  nombre  impair,  on  aura 

S.  =  **(« -M)' *[«(«-*- 01, 
9  désignant  une  fonction  entière. 

8.  Si  m  est  un  nombre  pair,  on  aura 

S„  =  n  (  n  + 1)  (  a  n  + 1  )  ?  [#i  (  n  -f- 1  )  ] , 
<p  désignant  une  fonction  entière, 

9.  Soient  sm  la  somme  des  m*™"  puissances  des  nombres  entiers 
premiers  à  l'entier  n  et  inférieurs  à  ce  nombre,  c  la  constante  qui 
entre  dans  la  j  or  mule  (II),  P(f  )  l'expression 

a,  b, . . . ,  /  étant  les  facteurs  premiers  de  n',  on  aura 

sm  =  mf     sm_idu-i-cV(n  —  i)xn. 
Jo 

On  conclut  de  là  que,  pour  obtenir  sm9  il  suffit  de  multiplier  les 
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termes  du  développement  de  SOT ,  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de /?, respectivement  parP(  —  i),  P(o),  P(i),....  On 
a  ainsi,  en  observant  que  P(o)  =  o, 

50=/2P(-l), 

/,  =  jP(-i)H-^P(0, 

et  ainsi  de  suite.  (  Voir  pour  cette  dernière  question  un  article  de 
M.  Thacker  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  XL,  ou  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  ire  série,  t.  X,  p.  3a4.) 


TABLE 


DES  DÉFINITIONS,   DES   PROPOSITIONS  ET  DES 

FORMULES  PRINCIPALES 

CONTENUES 

DANS  LE  SECOND  VOLUME  DU  COURS  D'ANALYSE. 


TRENTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

DIFFÉRENCIATION   ET   INTÉGRATION  SOUS   LE  SIGNE.    —    DÉTERMI- 
NATION  DES   INTÉGRALES  DÉFINIES. 

448  à  450.   DlFFÉRBNTIATION  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE  PAR  RAP- 
PORT A  SES  LIMITES. 


du  =  -f(a)da-{-f(b)db. 


451  et  452.   Différentiation   d'une   intégrale  définie   par 

RAPPORT  A  UN   PARAMÈTRE  VARIABLE. 


u=  j    f{x,t)dx. 


Suivant  que  les  limites  a  et  b  sont  indépendantes  de  /,  ou  dépen- 
dent de  /,  on  a 

de      Ja        dt 


du=-f{a,t)da+f{b,t)db  +  dt(  i^djc. 

453.  Interprétation  géométrique. 

434.  Différentiation  d'une  intégrale  indéfinie  par  rapport 
a  un  paramètre  variable. 
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455  et  456.  Intégration  sous  le  signe. 

J(*b        (*d  /*  d        /*b 

l    **       Mr)^=        dy\    f(x,x)dx. 
a        Je  vc         Ja 

457  et  458.  Détermination  de  l'intégrale    /    sin"ar*£r« 


uu=  j    sin". 

vdx. 

Soit 

n  pair  :  nous  aurons 

ir    1    3   5 

•      a    a   4    6 

n  —  1 

> 

Si 

a   4    6 
•+1       3    57 

71 

/l-hl 

459. 

Formule 

DE  WALLIS. 

7r      a   a   4    4 
a~~Ï3'3'5' 

6 

•  —  •  •  •  • 

5 

TRENTE-HUITIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE   LA   DÉTERMINATION   DES   INTÉGRALES   DÉFINIES. 

460.  Intégrales  eulériennbs  de  seconde  espèce.  —  On  donne 
le  nom  <X  intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce  à  l'intégrale  définie 

r(n)=  f">xn-le-*dx. 

On  doit  supposer  n  positif. 

461.  On  a 

r(/i-4-i)  =  nT(n). 

402.  Pour  n  entier  et  positif 

T(n)  =  i.a.3...(/i  —  1). 
463.  On  a 
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46  i  à  466.  Intégrales  qui  se  déduisent  d'une  intégrale  connue 
par  la  différextiation  sous  le  signe. 

467.  Intégrales  déduites  d'autres  intégrales  au  moyen  de 
l'intégration  sous  le  signe. 


i 


cosoxdx  =  -  1  — -t 

0  X  2      t'  +  Z»' 


468. 


469. 


i 


dx = !-• 


sin&r  dx  =  arc  tang  r  —  arc  tang  r  • 


'O 

470.  On  a 


x 


°°sin6x  ,       ?r 

dx  =  -? 

x  a 


pourvu  que  b  soit  >  o.  Si  Ton  avait  6<o,  le  second  membre 


serait • 


474.  Emploi  de  considérations  géométriques  pour  la  déter- 
mination de  certaines  intégrales  définies. 


f       cr*  dx=  -  y/S. 
o  a 


472. 


Jf»  00  /»  OO  /»  OO      /»  2 

4r  /      /(■*>  X)dx=:  I        I    /(rcos9,  rsinO)  rrfôrfr. 
O  */0  t/O        t/O 


473. 


Xer^dx  =  y/îr. 
-00 

474.  Si/(x)  =  /(  —  x),  on  aura 

/tOC  /»00 

t/ —  00  t/o 

Si/(—  x)  =  —  /(x),  on  aura 

Xoo 
f(x)dx  =  o. 
-  30 
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475. 

476.  Emploi  des  imaginaires. 

Jo 
En  posant  a  =  a  y/—  i, 

J'      *""*  cosaajc r/x  =  -  er**\fïz. 
o  * 

477.  Intégrale  obtenue  a  l'aide  d'ube  équation  différen- 
tielle. 

Jo  » 


TRENTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

SUITE   DES   INTÉGRALES    DÉFINIES.    —    INTÉGRALES    EULÉRIENNES. 
478.   MÉTHODE  DE  CaUCHY.  —  FORMULE  FONDAMENTALE.  —  Soient 

z  une  variable  imaginaire,  r  son  module  et  p  son  argument,  en  sorte 
qu'on  ait 

z  =  r(cosp  -f-  y7— isin/?)  =  rvp^~l . 

Soit /(s)  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  continue,  ainsi  que  sa 
dérivée,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  r  est  inférieur  à  une 
certaine  limite  R.  Supposons,  en  outre,  qu'en  laissant  le  module 
constant  et  en  faisant  croître  l'angle  p  d'une  manière  continue  depuis 
une  valeur  quelconque  a  jusqu'à  la  valeur  a  -h  2*,  la  fonction  re- 
prenne, pour p=  a  -f- arc,  la  valeur  qu'elle  avait  pour/?  =  a. 
On  a  la  formule 

pour  tout  module  r  moindre  que  R. 

479.  La  valeur  de  /  f[z)dp  est  indépendante  du  mo- 

dule r. 
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480. 


W  f[o)  =  ^£27:f(rv^-)dp. 

48*. 

482  à  485.  Applications  des  formules  précédentes. 

486  et  487.  Développement  des  fonctions.  —  Une  fonction  F  (x) 
d'une  variable  x9  réelle  ou  imaginaire,  peut  être  développée  en 
série  convergente  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x, 
tant  que  le  module  de  x  est  moindre  que  celui  pour  lequel  la  fonc- 
tion ou  sa  dérivée  première  devient  infinie  ou  discontinue. 

488.  Des  intégrales  eulériennes.  —  Définition.  —  Propriétés 
de  l'intégrale  de  première  espèce.  —  On  nomme  intégrale  eulé- 
nenne  de  première  espèce  et  l'on  représente  par  B[p,  7)  l'intégrale 


x 


1 

^(i  —  x)*-ldx, 
o 


dans  laquelle  petq  désignent  des  nombres  positifs.  L'intégrale  pré- 
cédente aurait  une  valeur  infinie  si  p  ou  q  était  négatif. 

489.  L'intégrale  de  première  espèce  peut  se  mettre  sous  Tune  des 

deux  formes 

jrr 

J/»QO  yP-l  (1y  (*  2 

f       r^ — ■—,       a/    sin*-|8cos*-,0^. 


490. 
491. 


B(/>,7)-=B(7f/>). 


B(/>  +  i,7)=-^B(/»,*). 

492.  Relations  entre  les  intégrales  de  première  et  de  se- 
conde espèce. 

BlM)=rWr(?1. 

493. 

Jo  Hp  +  I) 
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494  et  405.  Intégrales  multiples  qui  s'expriment  a  l'aide  des 

PONCTIONS  T. 

496  et  497.  Applications  a  la  recherche  des  volumes  et  des 

CENTRES  DE  GRAVITE. 


QUARANTIÈME  LEÇON. 

intégration  des  différentielles  totales  et  dbs  équations 

différentielles. 

498.  Condition  d'integrabiutb  des  fonctions  de  deux  va- 
riables. —  Intégrer  une  expression  différentielle  de  la  forme 
lîdx  4-  N^xî'est  chercher  une  fonction  de  xy  y>  dont  cette  expres- 
sion soit  la  différentielle  totale. 

Si  Ton  désigne  par  Udx  -4-  Na[r  la  différentielle  totale  d'une  fonc- 
tion a,  on  aura 

dM      dN 

■■      -— ~  ~——  • 

dy        dv 

L'expression  Mctr-f-Nrf/  ne  pourra  être  intégrée  si  cette  relation 
n'a  pas  lieu. 

499.  Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura,  en  posant  v  =f]Adxt 

500.  Extension  au  cas  de  plusieurs  variables.  —  Soit 

Mdx  +  Ndy+Vdz  =  du  : 

on  aura 

rfM=</N       dM  =  dV      <TS  =  dV 

djr  ~~  dx        dz  ~~  dx        dz  ~~  dy 
conditions  nécessaires  pour  que  la  formule  proposée  soit  intégrable. 


501.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  la  formul 
proposée  est  intégrable. 

En  posant  v  =  /Mrfx,  et  <p  étant  une  fonction  de  y  et  de  z  telle 
que 

*=(K-$)*+(p-z)*' 

on  aura 


e 


ê 
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502.  En  général  ~~  ■  est  le  nombre  des  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  l'intégrabilité  d'une  formule,  n  étant  le 
nombre  des  variables. 

503.  Équations  différentielles.  —  Définitions.  —  On  nomme 
équation  différentielle  du  /i*"1*  ordre  une  relation  entre  une  variable, 
une  fonction  de  cette  variable  et  les  dérivées  ou  différentielles  de 
divers  ordres  de  cette  fonction  jusqu'au  /z*""  ordre  inclusivement. 

504  et  505.  Intégration  des  équations  du  premier  ordre.  — 
Séparation  des  variables.  —  L'intégration  s'effectue  immédiate- 
ment quand  il  est  possible  de  mettre  l'équation  sous  la  forme 

?(•*)<**  =  y"  Cr)<Cr; 

on  aura 

506  et  507.  Équations  homogènes.  —  L'équation 

M*£c-i-Nr(r=o 

est  homogène  quand  M  etN  sont  des  fonctions  homogènes  et  du  même 
degré  des  variables  x  et  y.  On  a,  dans  ce  cas,  m  étant  le  degré  de 
l'homogénéité, 

L'intégrale  est 

i,+  r  *<»**   -c. 

508  à  510.  Équations  que  l'on  peut  rendre  homogènes. 


QUARANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  L'INTÉGRATION   DES  ÉQUATIONS  DU   PREMIER  ORDRE. 

511  et  512.  Équations  linéaires. 

-  +  Pr=Q: 


y  =  e-*"u(  ÏQcS"udx  +  C\. 


398  TABLE    ANALYTIQUE. 

513  et  514.  Équations  qui  se  ramènent  aux  équations  linéaires. 

Si  l'on  pose  ■         ■  =  z,  on  aura  l'équation  linéaire 

E+(,-»)P,  =  Q 

et 

^l""=  (1  _/i)  *<«-'>/«"  (   f  Qe(,-*>/wfxdLr-hcY 

515.  On  peut  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation 

quand  on  en  connaît  une  intégrale  particulière. 

516.  Problème  de  de  Beaune.  —  Trouver  une  courbe  telle,  que 
la  sous-tangente  soit  à  V ordonnée  comme  une  ligne  constante  est  à 
la  différence  entre  V ordonnée  et  V abscisse. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  est 

dr  _y  —  x 
dx  ~~      a 

On  trouve  pour  son  intégrale 

y=x  +  a-\-Cca. 

517  et  518.  Problème  des  trajectoires.  —  Trouver  une  courbe 
qui  coupe  sous  un  angle  donné  toutes  les  courbes  renfermées  dans 
r  équation 

(1)  Y[x,x,a)  =  o, 

a  étant  un  paramètre  variable, 

dy  dx 

L'élimination  de  a  entre  les  équations (1)  et  (a)  donnera  l'équation 
différentielle  du  lieu. 


*    '  \(ty        dx  dx  )       dx 


519.  Quand  l'angle  donné  est  droit,  les  trajectoires  sont  dites 
orthogonales,  et  l'équation  différentielle  résulte  de  l'élimination  de  a 
entre  les  deux  équations 

F(x,/,*)  =  o,      —dr--jpdx  =  o. 
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520.  Équation  du  premier  ordre  et  d'un  degré  quelconque. 
—  Cas  ou  l'équation  ne  contient  pas  explicitement  x  et  y.  — 

Soit,  en  posant  -—-=/?, 

S'il  est  possible  de  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  -~  >  on 

aura  une  ou  plusieurs  équations  du  premier  degré  que  Ton  tâchera 
d'intégrer. 

521.  Si  l'équation  se  réduit  à 

F(/0  =  o, 


on  aura 


'(^c)- 


522  à  524.  Équations  qui  ne  renferment  pas  l'une  des  va- 
riables. 

525  et  526.  Cas  ou  l'équation  peut  être  résolue  par  rapport 
a  l'une  des  variables.  —  Si  l'équation  contient  x,  y  et  p,  et 
qu'elle  puisse  se  résoudre  par  rapport  à  Tune  des  variables,/  par 
exemple,  en  sorte  que  Ton  ait 

r  =  /(*,/>), 
on  aura 

,  ,         df  ,     ,    df  , 

djr    ou    Pdx=^d*+jjj;dP> 

Si  l'on  peut  intégrer  cette  équation,  la  relation  cherchée  s'obtiendra 
en  éliminant  p  entre  l'équation  intégrale  et  l'équation  y  =  /(*,/?), 

527  à  529.  L'équation 

y  =  px+->i{p) 

peut  être  satisfaite  :  i°  par 

<r  =  Cx+?(C); 

2°  en  éliminant  p  entre 
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QUARANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

suite    des    équations   du    premier    ordre. 

530.  Toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  admet 
une  integrale. 

531.  il  existe  un  facteur  propre  a  rendre  différentielle 
exacte  le  premier  membre  d?unb  équation  du  premier  ordre.  — 
Quand  on  saura  trouver  ce  facteur  v  et  l'intégrale  u  de  la  différen- 
tielle totale  e(M<£r+N<{r),  «  =  C  sera  l'intégrale  de  l'équalior 
M<*r-4-N<*r=o. 

532.  //  existe  une  infinité  de  facteurs  propres  à  rendre  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  1è.dx  -+-  Ndjr  =  o  une  différentielle  exacte. 

533.  Tout  facteur  V  propre  à  rendre  VLdx  -+-  Nrfy  une  différen- 
tielle exacte  est  de  la  forme  vy  (u). 

535.  Si  deux  facteurs  V  et  ç  rendent  différentielle  exacte  l'ex- 
pression Mrfr  -f-  N*(v,  leur  rapport  égalé  à  une  constante  sera  l'in- 
tégrale de  l'équation 

M<£r-t-N<(r=o. 

536.  DÉTERMINATION  DU  FACTEUR  P. 

537.  L'emploi  du  facteur  v  redonne  les  méthodes  précédemment 
exposées  :  ainsi  la  séparation  des  variables  dans  l'équation 

XY^  +  XlY,^r=o, 

où  X  et  X,  désignent  des  fonctions  de  a?,  et  Y,  Y,  des  fonctions 

de  j,  revient  à  multiplier  l'équation  proposée  par  le  facteur  ^r  • 

La  transformation  employée  dans  l'intégration  de  l'équation  homo- 
gène revient  à  multiplier  le  premier  membre  par 


p  = 


Mx  +  Nr 


Si  le  premier  membre  de  l'équation  homogène  est  déjà  une  diffé- 
rentielle exacte,  l'intégrale  sera 
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QUARANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

SOLUTIONS   SINGULIÈRES  DES   ÉQUATIONS   A    DEUX   Y  A  RI  A  BLES. 

538  à  540.  Comment  les  solutions  singulières  des  équations 
a  deux  variables  se  déduisent  de  l'integrale  generale. 

541 .  Solutions  singulières  déduites  du  facteur  qui  rend  inté- 

GRABLE  LE  PREMIER  MEMBRE  DE  L' ÉQUATION.  —  L'équation 

V  =  oo 

contient  toutes  ces  solutions. 
542  à  546.  Exemples  de  solutions  singulières. 

547.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  portion  de  la  tangente  TS 
comprise  entre  les  deux  axes  soit  égale  à  une  longueur  constante  a. 

Cette  courbe  est  l'épicycloïde  obtenue  en  faisant  rouler  un  cercle 
dans  un  autre  cercle  de  rayon  quadruple. 

548.  La  solution  singulière  représente  l'enveloppe  des  courbes 
données  par  l'intégrale  générale. 


QUARANTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

EQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'UN   ORDRE  QUELCONQUE. 

549  et  550.  Toute  équation  différentielle  admet  une  inté- 
grale. 

551.  Toute  équation 

F[>,  ï,  c,  c',...,c(",-,>]  =  o, 

qui  satisfait  à  V équation  différentielle  donnée  et  qui  renferme  m 

constantes  arbitraires  au  moyen  desquelles  il  soit  possible  de  donner, 

dr 
pour  x  =  a ,  des  valeurs  arbitraires  b,  b\ . . . ,  M*-!>  à  jr9  -~-  >  •  •  • . 

mmZ1  >  €st  identique  à  F  intégrale  générale, 

552  à  554.  Conditions  'que  doit  remplir  une  fonction  pour 
être  l'intégrale  dune  équation  du  m*"*  ORDRE. 

555  et  556.  Intégrales  des  divers  ordres  d'une  équation  dif- 
férentielle. —  Une  équation  différentielle  de  l'ordre  m  a  pour 
intégrale  une  équation  de  la  forme 

F[jt,^,  c,  c\  c'9. . .,  cl"*-')]  =  o. 

Sturm.  —  An.y  IL  20 


.$02  TABLE    ANALYTIQUE 

En  éliminant,  tour  à  tour,  chacune  des  ///  constantes  c1  r',..M 
cC"-'),  on  obtient  m  équations  différentielles  du  premier  ordre  dont 
chacune  contient  seulement  m  --  i  constantes.  Ces  équations  sont 
dites  des  intégrales  de  l'ordre  m  —  i. 

En  éliminant  successivement  deux  des  m  constantes  on  aura 

— - — ; — -  équations  différentielles  du  deuxième  ordre  contenant 

chacune  m  —  a  constantes,  et  qu'on  nomme  intégrales  de  l'ordre 
m  —  a. 

557.  On  pourra  de  même  parvenir  à  des  intégrales  de  Tordre 
m  —  3,  de  l'ordre  /w  —  4>  etc.  Si  Ton  élimine  toutes  les  constantes 
moins  une ,  on  aura  m  équations  différentielles  de  Tordre  m  —  i 
qui  seront  des  intégrales  du  premier  ordre, 

558.  Les  intégrales  du  premier  ordre,  résolues  par  rapport  aux 
constantes,  donnent  m  équations  de  la  forme 


c  =  «  ; 


on  aura 


du       du    ,  t    du    j,  ,  du      rr  ,  ^-_m 

Cette  équation  doit  être  identique. 

dm  y 

559.  Intégration  de  l'équation  -—%  =  c.  —  Si  Ton  désigne  par 

ivdaf1  l'intégrale  I  dx  ldx. . .  \vdx  qui  résulte  de  n  intégrations 
successives  par  rapport  à  x,  on  aura 

X=  /wZ^m-f-cx,*-|^-c'x,"-8-f-...+  c(,"-,). 

560.  L'intégrale  multiple  qui  entre  dans  la  valeur  de  y  peut  s'ex- 
primer par  la  formule 

{wLxr= '     __     [j*'1  jvdx  —  (*  —  i)x"-*  Çvxdx 

561.  Posons  v  =f(x),  nous  aurons 

j[V)^=l.a...\,_l)j[,/(»)(*— r*. 
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QUARANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION   DE   QUELQUES    ÉQUATIONS  D'UN   ORDRE   SUPÉRIEUR. 
363.   ÉQUATIONS    DE    LA    FORME    /(    /-m-i  »  "^  ) =  0#    ""    ^0^ 

d'abord  l'équation 

diz=f(<lz\ 

v2      J  \dx) 


dx" 

=  n    nn  fliu 

dx 


En  posant  -7-  =  p,  on  aura 


Jf(P) 
964.  Si  Ton  ne  peut  tirer/?  en  fonction  de  x,  on  aura 

dr=pdx=m 

365.  Exemple.  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est 
constant  et  égal  à  a.  Cercle. 

566.  Si  Ton  a  l'équation 


en  posant 


on  a 


fdm-\  y      dmY\_ 

V«fc— ■'  dx~)-0% 


f 


d'où 


(rÈ)- 


È-/W.    !>-»<*)■ 

y  =  U  (x)  dx*-1  -f-  €>*"■'*+  c'a?*-*-)-. .  .+cC"-'>. 

26. 
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Si  p  ne  peut  pas  s'exprimer  en  #,  on  aura 

</«- «r_  ^r_  ÇPdP  +.<* 


"4    Ji\p)J 


4-  c'a:  +  c', 


d*»->      J  J\p)J    f(P) 
et  ainsi  de  suite. 

861.   ÉQUATIONS    DB    LA   FOBMB  /(^=r>    ^S  J  =  °'    ~    °°l1 

^=/Lr).Oaaura 


/rfv\»  C.     .    . 


—  ^Z; 


—  • 


568.  Exemples. 


i 


o 


</\r 


dlr 


L  +  ^r  =  o: 


j  =  A.  sin/ix  4-  B  cos/ix. 

■a?-*''-05 

r=  A^-f-Be"*. 
569.  Pour  ramener  au  cas  précédent  (567)  les  équations  de  la 

forme  ,  .     ,         ,-    V 

il  suffit  de  poser  -fiz=ï  =  P- 

570.  ÉQUATIONS  QUI  PEUVENT  S'ABAISSER  A  UN  ORDRE  INFÉRIEUR. 

./     d*y    d™x  dmr\-o 

En  posant  -r^  =  p,  on  la  réduit  à 

j        dp         *~2E\-0 

qui  n'est  que  de  Tordre  m  —  n. 
571 
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On  peut  abaisser  Tordre  d'une  unité  en  prenant  y  pour  variable  in- 

dy 
dépendante  et  faisant  rf-^P- 

572  à  574.  Applications  géométriques. 

575.  Équations  homogènes.  —  Équation  différentielle  homogène 
par  rapport  à  y  et  à  ses  dérivées  : 


,/  dy  dmr\ 


n  le  degré  de  l'homogénéité. 

Faisant 

y=ef"<*, 

on  aura  une  équation  différentielle  de  Tordre  m  —  i. 

576.  Exemple. 

dx2~*~xdx     x1"01 

y  =  Cx-~. 
x 

577.  Toute  équation 

t(      dr    d*r  dmr\ 

homogène  par  rapport  aux  indices  des  différentielles ,  si  Ton  pose 
-j-  =  p,  deviendra  homogène  par  rapport  à  p,  -^,  -t^j---, 

d'-tp 
dy—r 

Exemple. 

2-Mffî- 


x  =  c'  +  c  ÇerftWdy. 


QUARANTE-SIXIEME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  SANS  SECOND  MEMBRE. 

578.  Définition.  —  Équations  linéaires,  équations  dans  lesquelles 
la  fonction  cherchée  et  ses  dérivées  n'entrent  qu'au  premier  degré 
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et  ne  sont  pas  multipliées  entre  elles.  Leur  forme  générale  est 

(H      g+p^+Q^+...+T£+ur  =  v, 

P,  0, . . . ,  T,  U,  V  désignant  des  fonctions  de  x. 

579.  Propriétés  des  équations  linéaires  privées  de  second 

MEMBRE  ■ 

Si  des  fonctions  particulières  y n  yiy...tyn  satisfont  à  cette  équa- 
tion, la  somme  de  ces  fonctions,  et  même  la  somme  des  produits 
de  ces  fonctions  par  des  constantes  quelconques  cit  c,,...,  cni  y  sa- 
tisfera également. 

580.  Si  l'on  connaît  m  solutions  particulières  de  l'équation  (II), 
on  aura  l1  intégrale  générale  en  posant 

X  =  <\r,  +  C>Ï2  +  •  •  •+ cmym, 

pourvu  que  l'on  puisse  déterminer  les  constantes  de  manière  à  don- 

dy  dm~*  y 

ner  à  yy  -—■  i  •  •  •  >    i-m-i  e^es  valeurs  arbitraires  pour  une  valeur 

quelconque  de  x. 

581.  L'équation  linéaire,  en  posant  y=  e^udxy  prend  la  forme 

(III)       ^^-h...+  («m  +  P«m-|4-Q«,"-8-4-...-4-U)-o. 

Quand  une  valeur  u  =  r,  indépendante  de  x,  annule  le  polynôme 
iT  -4-  Pam-1  ■+■  Q«"~*  + . . .  4-  U  =  f(u ) 
Téquation  (II)  est  satisfaite  par  y=  ce**. 

582.  Équations  linéaires  a  coefficients  constants.  —  L'équa- 
tion /(«)  =  o  n'admet  que  des  racines  constantes  r. ,/•,,.. .,  rm.  En 
les  supposant  toutes  différentes,  l'intégrale  générale  sera 

y  =  cteri*  -\-c2er2*  +  ..  .-\-cmcr™*. 

583  et  584.  Cas  des  racines  imaginaires  inégales.  —  Lorsque 
l'équation 

/(r)  =  rm  4-  Pr"-1  +. .  .-h  Tr -f-  U  =  o 
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a  des  racines  imaginaires, 

on  a 

c(tfri*-hc,<rraJ?  =  (Acos6j:-f-Bsin6x)tf«*. 

585  à  591.  Cas  des  racines  égales.  —  Lorsque  l'équation 
r* -f- P/-—1  -f-  Qr*-*  +  . .  .-h  Tr-h  U  =  o 

a  des  racines  égales,  supposons  rs  =  r„  on  aura 

jr=  fri'(c  +  c'a')  +  Cler**  +. . .-{-  cmerm*. 

Quand  trois  racines  sont  égales, 

y  =  eri* (c  +  c'x  +  c'x*)  +  c4er**  + . . .+  cmer>**. 

Si  la  racine  r,  était  quadruple,  il  faudrait  remplacer  les  termes 
qui  s'y  rapportent  par 

er\*[c  -+-  c'x  -+-  r  V  4-  c^-r3  ). 


QUARANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION   DE   i/ÉQUATION   LINÉAIRE   COMPLÈTE. 

592.   RÉDUCTION    DE    L* ÉQUATION  COMPLÈTE    A    L'ÉQUATION  PRIVÉE 
DE  SECOND  MEMBRE.  —  Soit 

(I)  0  +  p£^4-...+  Tj  +  Ur  =  F(x). 

Posons 


-£ 


dz 
z  étant  une  fonction  de  x  et  de  a  tellement  choisie,  que  s,  -y  > 

-1-2  >  •  •  •  ?  -73ÏZÏ  soient  nulles  pour  a  =  x,  et  que  Ton  ait  pour  cette 
même  valeur 

dm"xz 


4û8  TABLE    ANALYTIQUE 

En  posant  y  =  «-+-«>,  l'équation  (I)  se  réduit  à 

dmv  dm~*  o  do 

Et,  si  l'on  peut  intégrer  généralement  cette  équation,  u-\-v  sera 
l'intégrale  de  l'équation  (I). 

593.  Cas  ou  les  coefficients  de  l'équation  (II)  sont  con- 
stants. —  En  désignant  par  r(,  r„  rs,  . . ,  rm  les  racines  de  l'équa- 
tion 

/(r)  =  rm  -4-  Pr— !  -+-. . .-+-  Tr  +  U  =  o, 

on  aura 


r= 


r«*U,  -f-  f   <?-ri«F(a)e/a 
rra*  ra-f  f  e-ra*F(a)rfa 


+ 


r-xU.+jTVr-*F(a)rfal 


flrj 


594  à  600.  Cas  ou  l'on  connaît  un  certain  nombre  d'intégrales 
de  l'équation  privée  du  second  MEMBRE.  —  Si  Von  connaît  n  in- 
tégrales  distinctes  de  l'équation  linéaire  privée  de  second  membre, 
on  pourra  ramener  Véquatiou  complète  à  une  équation  linéaire  du 
[m  —  n)Ctmê  ordre. 

On  pourra  donc  abaisser  l'ordre  de  l'équation  (I)  d'autant  d'unités 
qu'on  connaîtra  de  solutions  particulières  de  l'équation  (U),  et  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (I)  sera  de  la  forme 

X  =  °Xi  +  ht  ■+••  •  •  +  (r„  4-  *. 

I  étant  une  solution  quelconque  de  l'équation  (I). 
L'équation  linéaire  n'admet  pas  de  solution  singulière. 

601  à  607.  De  quelques  cas  ou  l'on  peut  intégrer  l'équation 

LINÉAIRE  A  SECOND  MEMBRE. 

608.  Propriétés  de  l'équation  du  second  ordre.  —  Quand  od 
connaît  une  intégrale  particulière  /,  de  l'équation 
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on  a 

,.-/""  dx 


609.  La  fonction  y  et  sa  dérivée  -J-  ne  peuvent  pas  être  nulles 

en  même  temps.  La  même  propriété  appartient  aux  fonctions  /, 

»  drt 
et  —-!  • 

dx 

Deux  valeurs  de  a?  qui  annulent  .r,  comprennent  une  valeur  de  x 
qui  annule/. 


QUARANTE-HUITIÈME  LEÇON. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  PAR  LES  SÉRIES. 
610.  DÉVELOPPEMENT    PAR    LA    SÉRIE   DE   MACLAURIN.   —    Quand 

certaines  dérivées  deviennent  infinies  pour  x  =  o,  la  série  tombe 

en  défaut,  à  moins  qu'on  n'attribue  des  valeurs  convenables  à 

d'autres  dérivées  qui  ne  sont  plus  arbitraires.  Dans  ce  cas,  la  série 

contenant  moins  de  m  constantes  arbitraires  ne  représente  plus 

l'intégrale  générale,  mais  seulement  une  intégrale  particulière. 

Exemple  : 

dW        dy  ,     , 

611  et  612.  MÉTHODE  DES  coefficients  indéterminés. 

613.  Autre  forme  de  développement.  —  L'équation  linéaire  du 
second  ordre 

d*Y     t*  dr  ,   ~ 

peut  toujours  se  ramener  à  une  équation  à  deux  termes 

2?  =  R*> 

R  étant  une  fonction  connue  de  x. 
614  et  615.  En  posant  t  =  A  4-  B(x  —  a),  on  a 

Jf*X         f*X  /*x         px  /»*  /*x 

f     dx  I     Htdx+  I     dx  I     Yidx  j     dx  I     R/<£r-h.., 

suite  indéfinie  dont  chaque  terme  se  déduit  du  précédent  en  le 


4(0  TABLE    ANALYTIQUE 

multipliant  par  R<£r*,  et  en  intégrant  par  rapport  à  x  deux  fois 
entre  les  limites  a  et  x.  Cette  suite  est  convergente  quand  la  fonc- 
tion R  ne  devient  pas  infinie  dans  l'intervalle  où  l'on  fait  varier  x. 

dmz 
On  traitera  de  la  même  manière  l'équation  -j-^  =  Rz,  et  Ton 

aura  une  série  où  chaque  terme  s'obtiendra  en  multipliant  le  pré- 
cédent par  Rflfcr1"  et  intégrant  m  fois. 

617.  Application  :  équation  du  second  ordre 

— —  =  CLJT^Z 

dx>  ' 

à  laquelle  se  réduit  l'équation  dite  de  Riccati 

dx^°  ' 

en  posant 

^  i  dz 

J      z  dx 

618  à  621.  Intégration  d'une  équation  différentielle  a  l'aide 
d'intégrales  défîmes. 

d}y      m  dr         , , 

COS  (  lix  y/a  COS  a  )  sin1""1  a  da , 
yt  =  A'xl-m  I     cos  (/ix  y/à cos a  )  sin1""1  arfa. 


QUARANTE-NEUVIEME  LEÇON. 

équations  différentielles  simultanées. 

622.  Élimination  d'une  variable  entre  deux  équations  diffé- 
rentielles. 

./  dr  dmy         dz  d'z\ 
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On  différentiera  n  fois  la  première  équation,  et  m  fois  la  seconde  ; 
on  aura  ainsi  m  -h  n  -f-  a  équations  entre  lesquelles  il  sera  possible 
d'éliminer  par  les  moyens  ordinaires  de  l'algèbre  les/w  4-  n  4-1  incon- 

nues  /,  -^>  -y^y?  •  •  •  >  -7-^T'  L'équation  finale  sera,  en  général, 

d'un  ordre  égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  «  +  />,  m  +  q. 

623.  Plus  généralement,  si  Ton  avait  r  équations  différentielles 
contenant  une  variable  indépendante  x  et  r  fonctions/,  z,  a, . . .  de 
cette  variable,  on  éliminerait/  entre  ces  r  équations,  ce  qui  donne- 
rait r —  i  équations  entre  z,  «,....  On  éliminerait  ensuite  z  entre 
ces  r  —  1  équations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  à  une 
équation  différentielle  ne  renfermant  plus  qu'une  seule  des  fonctions 
inconnues. 

624  et  625.  Systèmes  d'équations  du  premier  ordre  équiva- 
lents À  UNE  OU  PLUSIEURS  ÉQUATIONS  D'UN  ORDRE  QUELCONQUE. 

626.  Théorèmes  sur  les  intégrales  des  équations  simulta- 
nées du  premier  ordre.  —  Trois  équations  différentielles  simulta- 
nées et  du  premier  ordre  peuvent  être  remplacées  par  des  équations 
de  la  forme 

dx       dy  _  dz  _  du 

T  -  y"~~  *R  ~  V 

Les  équations  intégrales  doivent  contenir  trois  constantes  arbi- 
traires. 

627.  m  équations  du  premier  ordre  entre  m  -h  i  variables,  et  qui 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 

dx        dy       dz 

■  ~~~  — — —  —~  —  «  •  •  •  • 

P         Q        K'       ' 
admettent  toujours  m  intégrales  contenant  m  constantes  arbitraires. 

628.  Quand  on  ne  peut  pas  résoudre  le  système  proposé  par  rap- 
port à  toutes  les  dérivées,  il  existe  entre  les  variables  un  certain 
nombre  de  relations  algébriques  au  moyen  desquelles  on  peut  faire 
disparaître  les  dérivées  dont  le  système  n'a  pu  fournir  les  valeurs. 
Dans  ce  cas,  le  nombre  des  constantes  n'est  plus  égal  au  nombre 
des  fonctions. 

629.  Intégration  des  équations  simultanées  du  premier  ordre. 
—  Soit 

dx        dy  ___  dz  _  du 

T  ~  "0    ~   K  ""  T 
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un  système  d'équations  simultanées.  Les  équations  intégrales  peu- 
vent être  remplacées  par  le  système 

a  =  c,     6  =  cf)    y  =a  c". 

On  peut  donc  trouver  trois  fonctions  dex,j,  2,  u  qui  conservent 
des  valeurs  constantes  quand  on  y  fait  varier  simultanément  toutes 
les  variables. 
On  aura  les  trois  équations  identiques  : 

_  dct.    .    _  da       _  dc/L       ,r  */a 

630.  Réciproquement,  si  Von  trouve  une  fonction  0  des  variables 
xy  y>  *>  u,  sans  constante  arbitraire,  telle,  que  l'on  ait  identi- 
quement 

V équation 

B  =  e 

sera  une  intégrale  des  équations  simultanées 

dx  _  dy  _  dz  __  du 
T"~"  "y"  "  Tf  "  Y" 
L'équation 

est  aussi  une  intégrale  des  équations  proposées. 

632.  Toute  fonction  0  <fe  ar,  7,  z,  u  </«/  satisfait  à  l'équation 

dx       *  djr  dz  au 

doit  se  réduire  à  une  fonction  de  oc,  6,  7. 


CINQUANTIÈME  LEÇON. 

SUITE  DBS   ÉQUATIONS   SIMULTANÉES. 

033  et  634.  Cas  de  deux  équations,  méthode  de  d'Albmbbet. 
635  et  636.  Intégration  de  trois  équations  linéaires. 
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637  et  638.  Autre  méthode.  —  On  ramène  le  cas  général  au  cas 
des  équations  privées  de  second  membre. 

639  et  640.  Méthode  de  Cauchy. 

641.  Remarque  sur  les  équations  simultanées.  —  Soient 

f (•*>/>/>*>  *')  =  <>, 

F(*f  r,  /,*,*)  =  o 

deux  équations  simultanées  du  premier  ordre,  dans  lesquelles/'  et 

z'  désignent  -j-  et  ^-- 

Les  équations 

<ff  rff  du    ,dt         r/f  rf«i  __ 

rfF  //F  </«       rfF      ,   d?  dv 

auront  pour  intégrales  générales 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 


CINQUANTE  ET  UNIEME  LEÇON. 

INTÉGRATION   DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 

642  et  643.  Diverses  espèces  d'intégrales.  —  Une  équalion 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  \x  peut  admettre  des  intégrales  où 
entrent  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  (x.  Une  équation  de  pre- 
mier ordre  n'a  que  des  intégrales  finies  ;  on  distingue  l'intégrale 
générale,  les  intégrales  particulières,  les  intégrales  singulières  et 
les  intégrales  complètes. 

644.  Quand  les  dérivées  partielles  ne  sont  relatives  qu'à  une 
seule  variable,  il  faut  opérer  comme  si  l'on  avait  une  équation  dif- 
férentielle ordinaire,  mais  après  l'intégration  remplacer  les  con- 
stantes arbitraires  par  des  fonctions  arbitraires  des  autres  variables 
indépendantes. 

645.  Ce  procédé  peut  quelquefois  s'étendre  à  des  équations  où 
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entrent  des  dérivées  partielles  relativos  à  deux  variablos.  Exemple: 

d*  u  du 


+  azr=*T- 


dxdy  dx 

En  posant  -y-  =  /?,  on  a 

dp 

646  à  649.  Équations  linéaires  et  du  premier  ordre  a  deux 

VARIABLES   INDÉPENDANTES.  —  Si 

sont  les  intégrales  du  système 

^r  __  dy      dz 

Y  ~"  Q  ""  ¥' 

c/  «  /'o«  pose 

«  =  /to  />  *)>   6  =  /i  (*>  j>  s )> 

l'intégrale  de  l'équation 
sera 

<p  désignant  une  fonction  arbitraire. 

650.  L'intégrale  <z  =  <p(6)  conviendrait  encore  aux  équations 

651.  Exemples. 

652-654.  Cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indé- 
pendantes. —  L'intégrale  générale  d'une  équation  de  la  forme 

Pi/>i  ■+■  P*/>î  +  .  .  -H  P„/?„  =  R 
ost 

a,,  a,, ...,  an  étant  des  fonctions  de  l'inconnue  z  et  des  variables  in- 
dépendantes xu  xt, ...,  .r„,  choisies  de  telle  sorte  que  les  équations 

«i  =  eu    a*  =  clt     •  •  •  »     *n  =  cn 
soient  /*  intégrales  distinctes  du  système 

d.v%  __  rf.r5  __        __  drn  __  dz 

Pi  "  pT  rT  ~  TT 

655.  Exemple. 
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656.  Équations  aux  différentielles  totales.  —  L'équation 

Xdx-hYdf-\-Zdz  =  o 

ne  peut  donner,  pour  Tune  des  variables  x,  j,  zy  une  valeur  qui  soit 
une  fonction  bien  déterminée  des  deux  autres  que  si  l'on  a  identique- 
ment 

X/'--—  —  \      ïY-Z-—  ^      z(  —  —  —  \-o 
\dz        dr  J  \dx        dz  )  \djr         dr :  / 

657.  Pour  intégrer  l'équation  donnée,  en  regardant,  par  exemple, 
z  comme  fonction  de  x  et  de  j,  on  commence  par  intégrer  l'équation 

X  dx  -\-  Z  dz  =  o, 

en  remplaçant  la  constante  d'intégration  par  une  fonction  arbi- 
traire de  y\  puis  on  détermine  cette  fonction  par  la  condition  que 

dz  Y 

la  valeur  de  -?-  >  tirée  de  l'intégrale  obtenue,  soit  égale  à  —  ,.  ; 

l'intégrale  définitive  renferme  une  constante  arbitraire. 

658-659.  Quand  l'équation  proposée  donne  pour  z  une  valeur  bien 
définie,  il  existe  au  moins  un  facteur  d'intégrabilité.  —  Exemple. 

660.  Équations  du  second  ordre,  non  linéaires.  —  Le  cas 
de  deux  variables  indépendantes  peut  être  traité  par  une  méthode 
particulière  très  simple.  A  l'équation  proposée 

on  adjoint  une  des  intégrales  du  système 

dx   _   dr    _  dz  _        —  dp  —  dq 

dp  dq         'dp        '  dq        dx       ^  dz        dj        '  dz 

pour  déterminer/?  et  q,  ce  qui  permet  de  former 

dz  =  P  dx  -+■  Q  dr. 
L'intégrale  de  cette  équation  est  de  la  forme 
(0  F(.r,j,z,  a,  b)  =  o, 

a  et  b  étant  deux  constantes. 

661.  L'équation  (i)  est  une  intégrale  complète  de  la  proposée; 
son  intégrale  générale  résulte  de  l'élimination  de  a  entre 

**[•*>  r,  s,  <*>  «K*)]  =o,    ^  =  o. 

L'équation  (i)  conduit  aussi  à  une  intégrale  singulière. 

662.  Exemple  : 

mpq  —  z  =  o. 
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applications  géométriques  des  équations  aux  différentielles 

partielle3. 

663.  Surfaces  cylindriques. 

y —  bz  =  <b(x  —  az)t 

4>  désignant  une  fonction  quelconque,  est  l'équation  la  plus  géné- 
rale, en  quantités  finies,  des  surfaces  cylindriques. 

Réciproquement,  toute  surface  dont  l'équation  a  la  forme  pré- 
cédente est  cylindrique. 

66  i.  Équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  cylin- 
driques : 

ap  -h  bq  =  i . 

665.  Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  à  la  surface  est 
toujours  parallèle  aux  génératrices. 

666.  Intégrer  l'équation  des  surfaces  cylindriques, 

ap-tbq  =  i . 
Solution  :  jr—bz=Q(x  —  az). 

667  et  668.  Conditions  qui  déterminent  la  forme  particulière  de 
la  fonction  4». 

669.  Surfaces  coniques.  —  Équation  générale,  en  quantités 
finies,  des  surfaces  coniques  : 

£=*  =  ♦/£=£  Y 

z  —  c  \z  —  c  ) 

670.  Équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  coniques  : 

z  —  c=  (a?  —  a)p  +  (y—  b)q. 

671.  Intégrale  de  l'équation  aux  différentielles  partielles  : 


z  —  c         \z  —  c) 


La  fonction  arbitraire  *  sera  déterminée  par  la  condition  que  la 
surface  conique  passe  par  une  courbe  donnée  ou  soit  tangente  à 
une  surface  donnée. 

672.  Surfaces  conoïdes.  —  On  appelle  surface  conoïde  toute 
surface  engendrée  par  une  droite  qui  est  toujours  parallèle  à  un 


z 
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plan  donné,  nommé  plan  directeur,  et  assujettie  à  rencontrer  une 
droite  et  une  courbe  données. 

Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  parallèle  au  plan  directeur,  et 
pour  axe  des  z  la  directrice  rectiligne,  on  aura 

-$■ 

673.  Équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  conoïdes  : 

px  +  qy  =  o. 

Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
contient  la  génératrice  correspondante. 

674.  Surfaces  de  révolution.  —  Les  surfaces  de  révolution  sont 

celles  que  Ton  obtient  en  faisant  tourner  une  certaine  courbe  autour 

dune  droite  fixe. 

Soient 

a  b 

c    '     J       c 
les  équations  de  Taxe,  on  aura 

ax-\-by-\-cz  =  *>  (x* -+- y7 +  z7), 
équation  générale,  en  quantités  finies,  des  surfaces  de  révolution. 

675.  Équation  aux  différentielles  partielles  : 

[cy  —  bz)p  +  (az  —  ex)  q  =  bx  —  ay. 

676.  Cette  équation  exprime  que  toutes  les  normales  d'une  sur- 
face de  révolution  rencontrent  l'axe. 

677.  L'intégrale  de  l'équation  est 

ax-\-by-\-cz  =  4>(xa-h^*-+-  z7). 

678.  Quand  Taxe  de  révolution  est  Taxe  des  z,  les  équations  se 

réduisent  à 

z  =  <b(x*+y7)i 

py  —  qx  =  o. 

679.  Des  lignes  de  niveau  et  des  lignes  de  plus  grande  pente. 
—  Soit  une  surfaco 

et  supposons  le  plan  des  xy  horizontal.  On  appelle  lignes  de  niveau 
les  sections  faites  dans  cette  surface  par  des  plans  horizontaux.  Une 
ligne  de  niveau  a  pour  équation 

dr  _      p 
dx~      q 

Stuhm.  —  •//».,  II.  27 
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Elle  exprime  que  la  tangente  à  la  ligne  de  niveau,  en  un  point  M 
de  la  surface,  est  parallèle  à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent 
mené  à  la  surface  par  ce  point. 

680.  On  appelle  ligne  de  plus  grande  pente  d'une  surface  une 
courbe  qui,  en  chacun  de  ses  points,  a  pour  tangente  celle  des  tan- 
gentes à  la  surface,  en  ce  même  point,  qui  fait  le  plus  grand  angle 
avec  le  plan  horizontal. 

L'équation  différentielle 

pdf  =  qdx 

représente  la  projection,  sur  le  plan  horizontal,  de  toutes  les  courbes 
de  plus  grande  pente. 

Une  ligne  de  plus  grande  pente  coupe  à  angle  droit  toutes  les 
lignes  de  niveau,  et  réciproquement  toute  courbe  qui  jouit  de  cette 
propriété'  est  une  ligne  de  plus  grande  pente. 

681.  Application  à  l'ellipsoïde. 


CINQUANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

SUITE   DES   APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES   DES   ÉQUATIONS   AUX 

DIFFÉRENTIELLES   PARTIELLES. 

682.  Des  surfaces  développa  blés.  —  On  nomme  surfaces  déve- 
loppâmes celles  qui  étant  supposées  flexibles  et  inextensibles  peuvent 
s'appliquer  sur  un  plan  sans  déchirure  ni  duplicature. 

Toute  surface  développable  est  le  lieu  des  tangentes  à  une  cer- 
taine courbe,  nommée  arête  de  rebroussement  de  la  surface.  Dans 
le  cône,  l'arête  de  rebroussement  se  réduit  à  un  point,  et  dans  le 
cylindre  cette  courbe  passe  à  l'infini. 

683  à  686.  Équation  du  premier  ordre  qui  convient  à  toutes  les 
surfaces  développables  : 

p  =  rz[q). 

687.  Équation  aux  dérivées  partielles  et  du  second  ordre,  résul- 
tant de  l'élimination  de  la  fonction  m.  Posons 

rPz  _  d*z  _  d*z 

ax>  ~  r'     dxdf  "  *'     dfl  "  tm 

Équation  aux  dérivées  partielles  et  du  second  ordre  des  surfaces 

développables  : 

s1  —  rt  =  o. 
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688  et  689.   Intégration  de  l'équation  aux  différentielles 

PARTIELLES  DES  SURFACES  DEVELOPPABLES.  —  L'équation 

s*  —  rt  =  o 
ne  convient  qu'aux  surfaces  développables. 

690.  Des  surfaces  réglées.  —  On  nomme  surfaces  réglées  celles 

qui  s'engendrent  par  le  mouvement  d'une  ligne  droite;  surface 

gauche,  toute  surface  réglée  qui  n'est  pas  développable. 

Soient 

x  =  az-h  a, 

les  équations  d'une  droite  :  si  a,  b,  a,  6  sont  des  fonctions  d'une 
même  indéterminée  7,  en  faisant  varier  7  d'une  manière  continue, 
la  droite  se  déplacera  successivement  dans  l'espace  et  engendrera 
une  surface  réglée. 

691.  Équation  différentielle  du  premier  ordre,  renfermant  seule» 
ment  deux  fonctions  de  l'indéterminée  7  : 

op  -f-  bq  =  1 . 

a 

692.  En  posant  t  =  c, 

c7rj-  acj-4-  /  =  o, 

équation  du  second  ordre  ne  renfermant  plus  qu'une  seule  fonction 
arbitraire  c 

693.  Posons 

d*z  __  dsz    _  d*z    _  <P_z  _ 

dx*  -  u*     dy*dy  ~  9%     dxdy1  ~w>     df*-"'' 

à  u  -f-  3  c*  v  -\-  3  cw  ~f-  u  =  o. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  et  du  troisième  ordre  résultera 
de  l'élimination  de  c  entre  cette  équation  et  celle  du  n°  692. 

691  et  695.  Équation  de  la  corde  vibrante. 


CINQUANTE-QUATRIEME  LEÇON. 

COURBURE  DES   SURFACES. 

696  et  697.  Courbure  d'une  ligne  située  sur  une  surface 
donnée.  —  Considérons  une  certaine  courbe  passant  par  un  point 
M  [x,y,  z)  de  la  surface.  Soient  G  l'angle  que  le  rayon  de  courbure  R 

27. 
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de  cette  courbe  au  point  M,  dirigé  suivant  la  droite  MN,  fait  avec 
la  normale  MP  à  la  surface  au  même  point,  a  et  6  les  angles  que  la 
tangente  à  la  courbe  considérée  fait  avec  Taxe  des  x  et  celui  des  y. 
On  aura 

~ y/i -+-;>* -h  y'cosO      


r  cos*  a -H  a  a- cos  a  cos  6 -h  /  cos2  6 

698.  Théorème  de  Meunier.  —  Le  rayon  de  courbure  en  un  point 
d'une  courbé  quelconque  tracée  sur  une  surface  est  égal  au  produit 
du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  contient  la  tangente 
à  la  courbe,  multiplié  par  le  cosinus  de  V angle  que  ce  plan  fait  avec 
le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

699.  On  peut  encore  dire  : 

Le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique  est  la  projection  sur 
le  plan  de  cette  courbe  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale. 

700.  Courbure  des  sections  normales.  —  Prenons  le  point 
(x,y,  z)  pour  origine  des  coordonnées,  et  pour  plan  des  xy\e  plan 
tangent  à  la  surface  en  ce  point.  En  désignant  par  ?  l'angle  que  la 
tangente  fait  avec  Taxe  des  x,  on  a 

T 

°~  rcos2?  -r  aA'Sin<pcosy  -+-*sur<p 

On  porte  la  valeur  absolue  du  rayon  sui  Taxe  des  z  dans  le  sens  des  z 
positifs  si  le  dénominateur  est  positif,  et  dans  le  sens  opposé  si  ce 
dénominateur  est  négatif. 

701 .  Sections  principales.  —  Les  plans  qui  déterminent  sur  la 
surface  deux  courbes  planes  à  courbure  maximum  ou  minimum 
sont  perpendiculaires  entre  eux.  On  donne  aux  sections  faites  par 
ces  plans  le  nom  de  sections  principales. 

702.  Variation  de  courbure  des  sections  normales. 

703  à  705.    . 

Deux  sections  normales  également  inclinées  sur  une  section  prin- 
cipale ont  des  rayons  de  courbure  égaux  et  de  même  signe, 

La  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales  perpendicu- 
laires entre  elles  est  constante. 

Dans  le  cas  où  toutes  les  sections  normales  en  un  point  ont  la 
même  courbure,  on  dit  que  ce  point  est  un  ombilic. 

706.  Détermination  des  ombilics.  —  On  doit  avoir 

l-+-j?a        pq         i-f-'/1 

—r—-T=  -J-* 

ce  qui,  en  y  joignant  l'équation  de  la  surface,  détermine  les  coor- 
données d'un  ombilic. 
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707.  Application  au  paraboloïde  elliptique  : 

x*       r* 

•au        -ib 

x  =  o,    jr=  zh\/ù{a  —  b),    z=  • 

Il  existe  deux  ombilics  situés  dans  le  plan  yOz, 
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suite  de  là  courbure  des  surfaces. 

708.  Sur  la  surface  dont  tous  les  points  scnt  des  ombilics. 
—  La  sphère  est  la  seule  surface  dont  tous  les  points  soient  des 
ombilics, 

709  et  710.  Théorie  de  l'indicatrice.  —  Si  Ton  coupe  la  surface 
par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  infiniment  voisin  de  ce 
plan,  la  section  obtenue  sera  une  courbe  infiniment  petite  et  du 
deuxième  degré,  en  négligeant  des  quantités  infiniment  petites  par 
rapport  à  ses  dimensions. 

711.  Les  rayons  de  courbure  des  différentes  sections  normales 
faites  au  point  O  sont  proportionnels  aux  carrés  des  rayons  de  cette 
courbe,  qui  est  nommée  V indicatrice  de  la  surface  en  ce  point. 

712.  Quand  l'intersection  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au 
plan  langent,  et  infiniment  voisin,  est  une  hyperbole,  l'indicatrice  ^ 
compose  de  deux  hyperboles  conjuguées.  Le  rayon  de  courbure  de 
la  surface  devient  infini  et  change  de  signe  quand  le  plan  sécant,  en 
tournant  autour  de  la  normale,  vient  passer  par  une  asymptote  com- 
mune aux  deux  hyperboles. 

713.  Conséquences  géométriques.  —  A  toute  propriété  des  dia- 
mètres d'une  section  conique,  correspond  une  propriété  des  rayons 
de  courbure  des  sections  normales  qui  passent  par  les  diamètres  de 
l'indicatrice. 

714.  Quand  l'indicatrice  est  un  cercle,  le  point  considéré  est  lin 
ombilic.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  du  second  ordre  aux  points  où 
le  plan  tangent  est  parallèle  aux  sections  circulaires. 

715.  Cas  ou  l'expression  du  rayon  de  courbure  se  présente 
sous  une  forme  illusoire. 

71  g.  définition  des  tangentes  conjuguées. 
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Relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  angulaires  de  deux 
tangentes  conjuguées,  quand  on  prend  pour  axes  la  normale  et  les 
intersections  du  plan  tangent  avec  les  plans  principaux  : 


,           r 
mm  = • 


717.  Deux  tangentes  conjuguées  sont  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués  de  l'indicatrice. 

La  somme  algébrique  des  rayons  de  courbure  correspondant  à 
deux  tangentes  conjuguées  est  constante. 
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SUITE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

718  et  719.  Lignes  de  courbure. 

On  nomme  ligne  de  courbure  le  lieu  des  points  d'une  surface  pour 
lesquels  les  normales  infiniment  voisines  se  rencontrent  consécutive- 
ment. En  chaque  point  d'une  surface  il  passe  deux  lignes  de  cour- 
bure déterminées  par  l'équation  différentielle 


:) 


[(i+^-wo(2y+[(i+^)^(n-^)o(^ 

+  [pqr—  (i4- />')*]  =o 
et  par  l'équation  de  la  surface. 

720.  Propriétés  des  lignes  de  courbure. 

Les  tangentes  menées  à  deux  lignes  de  courbure  au  point  où  elles 
se  croisent,  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Les  deux  lignes  de  courbure  ont  pour  tangentes  les  tangentes  aux 
sections  principales. 

721  et  722.  Soient  0  un  point  de  la  surface,  Oz  la  normale, 
Fig.  137.  OA  et  OB  les  deux  lignes  de 

courbure,  0'  et  0"  deux 
points  infiniment  voisins  du 
point  0  sur  les  lignes  OA 
et  OB,  les  normales  O'K  et 
0"L  rencontreront  Oz  en 
K  et  L.  OK  et  OL  sont 
les  rayons  de  courbure,  au 
point  0,  des  sections  prin- 
cipales zOjt,  zOy. 

723.  11  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  points  de  rencontre 
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des  normales  soient  les  centres  des  cercles  oscillateurs  des  lignes 
de  courbure.  Et  même  les  lignes  de  courbure  peuvent  être  planes 
sans  que  leurs  cercles  oscillateurs  se  confondent  avec  ceux  des  sec- 
tions principales.  Il  faut  que  les  lignes  de  courbure  soient  les  lignes 
de  plus  courte  distance  sur  la  surface. 

724.  Calcul  des  ratons  de  courbure  principaux  en  un  point 
quelconque  dune  surface. 


(/•/-*»)  p*—  [(i-h]Ji)t+(i+q*)r-*pqs]\/i+jj--t-<j2.p 

+  (l+p*+<f)*=o. 

725.  Les  normales  d'une  surface,  menées  parles  différents  points 
d'une  ligne  de  courbure,  forment  une  surface  développable.  Pour  en 
avoir  l'équation,  il  faut  éliminer  x,  j,  z  entre  l'équation  de  la  sur- 
face, les  équations  d'une  normale  et  l'équation  qui  exprime  que  le 
point  (x, /,  z)  est  sur  la  ligne  de  courbure. 

Cette  surface  se  compose  de  deux  nappes. 

726.  Application  des  théories  précédentes  au  paraboloïdb 
elliptique. 
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calcul  des  différences  finies.  —  calcul  inverse 

des  différences. 

727.  Notions  préliminaires.  —  Soient 

w«i    u\  »    wj  »  •  •  •  »    '*«>•••» 

une  suite  de  valeurs  successives  que  reçoit  une  quantité  variable. 
Si  Ton  retranche  chacune  de  ces  valeurs  de  celle  qui  la  suit,  on 
obtient  ce  qu'on  appelle  les  différences  premières  de  ces  valeurs, 

En  opérant  de  la  môme  manière  sur  la  suite  des  différences  pre- 
mières, on  obtient  une  suite  de  différences  secondes. 

On  formera  de  la  même  manière  des  différences  troisièmes,  qua- 
trièmes, etc. 

728.  a,  e,  z  étant  des  quantités  variables, 

A[«+f  —  z)  =  Att4-A<»  —  A3, 
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c'est-à-dire  que  la  différence  d'une  somme  est  égale  à  ta  somme 
algébrique  des  différences  de  ses  parties. 

À(ii  +  a)=AK,     bau=  abu. 

729  el  730.  Expression  de  A"«. 

nln  —  0 

ou,  sous  une  forme  symbolique, 

A"  a  =  («— 1)(">. 

731.  Expression  ou  terme  général  d'une  suite  en  fonction 
du  premier  terme  et  de  ses  différences  successives. 

n(n  —  i)    , 
u   =  u  -h  n  Ak  H 5 A1  ic  4-  ...  4-  A  «% 

et  la  formule  symbolique- 

<ra  =  (i +  *)<'>«. 

732.  Différences  des  fonctions  entières. 

Les  différences  m*™**  d'une  fonction  entière  da  m*"*  degré  sont 
constantes,  lorsque  la  variable  croît  par  degrés  égaux.  Les  diffé- 
rences suivantes  sont  nulles. 

733  et  734.  Exemples. 

735.  Différences  de  quelques  fonctions  fractionnaires  ou 
transcendantes.  —  La  variable  croit  par  degrés  égaux. 

i 

i  //  ~~~  — — ^^— — — — — — — ^— — —— — — — — — ^— — — — — 

ï|^  +  ij(j;  +  j4),,,[j;+  (u  —  »)/*] 
-nh 

Att  =    ; j î— j 

x(x-\-H)  {x-\-ih)..  .(x-\-mi) 

,„_     ji(»  +  0^ 


A7  a 


x(x-\-/i)...[x  -tn/i)  [x-t-  (n  4-1)  /*]' 
et  ainsi  de  suite. 
a°  u  =  a*, 

Awa  =  a*(a*  —  i)\ 

3°      A  sin  (ax  4-6)  =  *&in-aàcQs(ax-\-b-+-~  J, 
A  cos(ojt  4-  b)  =  —  a sin  - a£  sin  f  «jc  4-  6  4 V 

A* sin  (or  4- £)  =  —  4  sin1  ~  sin  (nx  +  b  -\-ah)% 
et  ainsi  de  suite. 
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736.  Calcul  inverse  des  différences.  —  Définitions  et  nota- 
tions. —  Le  calcul  inverse  des  différences  a  pour  objet  de  déter- 
miner une  fonction  quand  on  connaît  sa  différence  finie,  ou  lorsqu'on 
a  une  relation  entre  celte  fonction,  quelques-unes  de  ses  différences 
et  la  variable  indépendante. 

La  fonction  ¥{x)  dont  la  différence  est  f(x)  se  représente  par 

\V(x)  et  se  nomme  l'intégrale  aux  différences  finies  de/( x).  On  a 

737.  Dans  le  calcul  intégral  ordinaire,  quand  on  a  obtenu  une 
intégrale  particulière  d'une  différentielle  donnée,  on  ajoute  à  cette 
première  solution  une  constante  arbitraire  pour  former  l'intégrale 
générale.  Dans  le  calcul  intégral  aux  différences  finies,  il  faut  ajouter 
à  une  intégrale  particulière  la  fonction  la  plus  générale  dont  la  dif- 
férence est  nulle,  w(j?), 

Ao(j:)  =  ts(x-t-h)  — c(x)  =  o. 

On  aurait  une  fonction  jouissant  de  la  propriété  en  question,  si 
l'on  prenait 

_zi(x)  =Hr(  sin ?  cos— t—  m 

V  désignant  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire. 

738.  Théorèmes  sur  les  intégrales  aux  différences  finies. 

F(*J-F(*.)  =  /(*,)  +/(*,)  4-... +/(*„_,), 

739.  740  et  741 .  Intégration  de  quelques  fonctions. 
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suite  du  calcul  inverse  des  différences.  —  formules 

d'interpolation. 

742.  Intégration  des  fonctions  entières. 

Cette  intégration  peut  se  faire  par  la  série  de  Taylor. 
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et,  si  Ton  posejffx)  =  a?*+x, 

+  (fl,  +  ,'^(4,,"-l)tfy^-4-.,. 

I  •  •£  •  O  ^Hl 


743.  Sommes  des  puissances  des  nombres  i,  2,  3,  ...,/*: 

S,  =  -/r  ■+-  -/*  = , 

'a  a  2 

3  a  6  i.a.3 

b*-4     +ï     +4     ~" 4 ' 

744.  Évaluation  des  sommes  par  les  intégrales  ordinaires  et 
des  intégrales  par  les  sommes. 

S/(*î  =  j  jf  */(*)  <**  -  ;  t/(X  )  -  /(  *.  )  ] 


743.  Intégrale  ordinaire  en  fonction  d'une  intégrale  aux  diffé- 
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ronces  finies  : 

£f(x)d*  =  h  [^  +/(*,)  -r/(*»)  +  . .  .  +  ^] 

_-L/,.|/(X)-/'(.r.)] 

-^/''[r(X)-r(^)]+--.. 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  égal  à  la  somme  des 
trapèzes  inscrits  dans  la  courbe  y  =  f(x),  et  déterminés  par  des 
ordonnées  équidistantes.  Quant  au  premier  membre,  il  représente 
Taire  de  cette  courbe. 

746.  La  détermination  des  coefficients  numériques  peut  se  faire 
au  moyen  d'une  fonction  particulière. 

747  et  748.  Formules  d'interpolation.  — -  Formule  de  Newton. 
—  L'interpolation  a  pour  objet  de  trouver  une  fonction  d'une  va- 
riable, connaissant  les  valeurs  de  cette  fonction  qui  correspondent 
à  un  certain  nombre  de  valeurs  données  de  la  variable.  Ce  pro- 
blème est  indéterminé  tant  qu'on  ne  fixe  pas  la  forme  de  la  fonction 
cherchée.  Soient 

n  -f- 1  valeurs  équidistantes  d'une  variable,  et  soit  h  leur  différence 
constante.  Soient 

les  valeurs  correspondantes  d'une  fonction  w,  que  nous  supposerons 
entière  et  du  niime  degré  : 

x  .  x  I  x       \  A*w0 

u  =  Uq  -t-  7-  A«0  4-  -  (  -  —  1  ) h  . . . 

h  h  \h        f  i.a 

x  f  x        \  ;  x  \     A*//0 


1.2...// 


749.  Formule  de  Lagr ange.  — Supposons  maintenant  que  les  va- 
leurs données  de  x, 

soient  quelconques  : 

( x —  xt)(x  —  Xf). . .  (x  —  .r„) 

(x0  —  .rj  )  (^'0  —  .r2)  •  •  •  I  .'0  ~  •'„)    ° 

(x  —  x0)  (x  —  xt)  . . .  (  x  —  x„) 

«1 


(•*i  —  ^o)(^i  —  x2)...(o:1  —  xn) 


(x  —  x0)(x  —  ■r1)(.r--.rw-i  )_ 

(Xn  —  Xq  )  (•**«  —  Xj  )  ( X/t  X/A_j  ) 
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750  et  751.  Pormules  d'approximation  pour  les  quadratures, 

rectifications,  cubatures.  —  Supposons  qu'il  s'agisse  d'évaluer 

l'intégrale 

X 
/(x)rfr  =  S, 


Jim 


ou  Taire  de  la  courbe  y  =f{x)  : 
formule  due  à  Thomas  Simpson. 
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variation  d'une  intégrale  définie. 

752.  But  du  calcul  des  variations.  —  On  considère  une  inté- 
grale définie 


£>'•£•  £■-) 


et  il  faut  trouver  pour  y  une  fonction  f  (x)  telle,  que  cette  inté- 
grale ait  une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  si  l'on  rempla- 
çait î(x)  par  une  fonction  d'une  forme  tant  soit  peu  différente. 

753.  Exemple.  —  Étant  donnés  deux  points  C  et  D,  trouver  une 
courbe  plane  CMD  telle,  que  la  surface  de  révolution  engendrée  par 
le  mouvement  de  cette  courbe  en  tournant  autour  d'un  axe  Qx 
situé  dans  son  plan  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Soit  S  la  surface  :  en  posant 


c        cx%  dx  j 


il  faut  trouver  une  fonction  de  x,  y  =  f(x),  telle,  que  l'intégrale 
précédente  ait  une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes 
celles  qu'on  obtiendrait  en  modifiant  infiniment  peu  la  forme  de  la 
fonction  f(x). 

754.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  nouvelles  questions 
diffère  peu  de  celle  qu'on  a  déjà  suivie  dans  les  questions  ordinaires 
de  maximum  et  de  minimum. 

755.  Définitions  et  notations.  —  Soient 
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l'équation  d'une  courbe,  et 

Téquation  d'une  autre  courbe  qu'on  obtiendrait  en  faisant  varier 
extrêmement  peu  la  fonction  f  [x).  Si  Ton  appelle  ày  l'accroisse 
ment  de  l'ordonnée  MP  quand  on  passe  à  la  seconde  courbe,  l'ab- 
scisse restant  la  môme, 

est  ce  que  Ton  nomme  la  variation  de  l'ordonnée  ou  de  la  fonction. 

756.  On  ramène  les  variations  aux  différentielles  en  regardant  y 
comme  une  fonction  de  x  et  d'un  paramètre  arbitraire  t.  Soit 

on  aura 

**  =  $"'  *r=sl&- 

757.  Il  est  souvent  nécessaire  de  faire  varier,  à  la  fois,  x  et  /, 
quand  on  passe  de  la  courbe  proposée  à  la  courbe  infiniment  voi- 
sine. On  regarde  x  et  y  comme  des  fonctions  d'une  variable  indé- 
pendante «,  et  d'un  certain  paramètre  t:  soit 

*  =  ?(«>')>  r  = +(«»')• 

On  suppose  que  pour  /  =  o,  y  devienne  une  certaine  fonction 
de  x,  ((x)}  et  que  x  devienne  une  fonction  quelconque  de  u, 

/[U)'  f(„>0)  =  /(«),    +(«fo)  =  f  |/(«)]. 

On  aura 

Si  laissant  à  t  une  valeur  constante  on  faisait  varier  a,  on  aurait 

dx  =  -— :-  du.    dr=  -7-  du, 

du      '      J       du 

758.  On  appelle  variation  de  U  la  partie  de  AU  qui  ne  dépend 
que  des  premières  puissances  des  variations  Sx  et  8y. 

**  =  ■&**+-&**• 

759.  On  appelle  variation  seconde  d'une  fonction  U  la  variation 
de  <îU  :  on  la  désigne  par  £'U.  La  variation  de  cette  dernière  est 
appelée  variation  troisième  de  U  et  se  désigne  par  d3U,  et  ainsi  de 
suite. 

760.  Théorèmes  sur  la  permutation  des  signes  d  et  S,  j 
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et  $.  —  La  variation  de  la  différentielle  d'une  fonction  de  x  est 
égale  à  la  différentielle  de  la  variation. 

SdU  =  d8\J. 

761. 

6mdHU  =  dttSm\]. 

762,  On  peut  aussi  intervertir  l'ordre  des  signes  S  et  j . 

*  fXiVdx=  rXlo(Vr/.r). 
Jx9  Jx9 

763  à  7G7.  Variation  dune  intégrale  définie.  —  Cas  ou  la 

FONCTION   SOUS  LE  SIGNE    /  NE  DÉPEND  PAS  DBS  LIMITES. 


»  -r 


\dx, 


dr  d.r 


M_<'v     N_rfv  <f\  rfV 

ox  tf/  dp  dq 

HM'-SV-otJM'-Sh-'-wfr 

14*4*  Cê«4* 

768.  Cas  ou  la  fonction  V  renferme  deux  fonctions  db  x. 
?  Ç*%Vdx  =  T'-\-  rXl(K*>-L-KV)tf.r, 


en  posant 


dx~~P"     dxi~  q  ' 

il-w    *l-r    '™-o' 

dz~~n'     dp'"1'     </<y'~V' 

dx    '     r/Lt"1 
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r'  s'obtient  en  ajoutant  à  r  les  termes  qui  résultent  du  changement 
des  quantités  P,  Q,  /?,...,  en  P',  Q',  /?',.... 

769.  Cas  ou  la  fonction  Y  dépend  des  limites  de  l'intégra- 
tion. —  11  faut  ajouter  à  la  variation  de  l'intégrale  les  termes  qui 
proviennent  de  la  variation  des  limites. 
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suite  db  la  variation  d'une  intégrale  définie.  — 

applications. 

770.  Autre   moyen  d'obtenir  la  variation  d'une  intégrale 

DÉFINIE. 

H  =  -  Kp. 

771.  Si  Ton  ne  faisait  varier  que  jr, 


V  se  déduisant  de  r,  par  la  suppression  des  termes  qui  renfer- 
ment $x§  et  8xt, 
Si  Ton  faisait  varier  x  seulement, 

tf    'Ydr^-T'-i-f    'll*x<£r  =  r'  —  f^KpSxdx, 

Jx9  Jjt9  Jxy 

r*  étant  ce  que  devient  r  quand  on  y  fait  Sy0  =  o,  $yx  =  o. 

772.  Cas  où  il  entre  dans  la  fonction  Y  une  autre  fonction  z  de  x 
avec  ses  dérivées  p1  et  q1  : 

<î  fXt\dr  =  T+  f*\Rtx-r-K9y  +  K'*z)dx, 

H--(K/?-hK7/). 

773.  Maximum  et  minimum  d'une  intégrale  définie.  $U  =  o  est 
la  condition  du  maximum  ou  du  minimum. 

Si  £*U  reste  toujours  positive,  lorsque  les  variations  8x  et  8 y 
changent  d'une  manière  quelconque,  tout  en  restant  infiniment 
petites,  U  sera  un  minimum.  Si  £JU  reste  négative,  U  sera  un 
maximum.  Enfin  U  ne  sera  ni  un  maximum  ni  un  minimum  si  £'U 
peut  changer  de  signe. 
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774.  L'équalion  $\]  =  o  entraîne  les  deux  suivantes 

r  =  o,   K  =  o. 

775.  Conditions  relatives  aux  limites.  —  Dans  le  cas  où  V  ne 
contient  que  x,  jr,  p  et  <?,  l'équation  K  =  o  est  du  quatrième  ordre, 

et  Ton  a 

r=f(*,C,C',C',C). 

Pour  déterminer  les  quatre  constantes  arbitraires,  il  faut  avoir 
égard  à  l'équation  r  =  o.  Plusieurs  cas  : 

i°  Si  Ton  se  donne  les  valeurs  de  xtyy  p,  q  aux  deux  limites, 
l'équation  r  =  o  est  identiquement  satisfaite,  et  on  aura 

r.  =  f(*.,c,c',C',c*), 

p,  =  V[x„l  C\C",C"), 

<rl  =  r(*llclclc>c*), 

i°  Si  Tune  des  six  quantités  x9i  y91. . .,  reste  arbitraire,  px  par 
exemple,  l'équation  r  =  o  se  réduit  à  Q,  =  o  ;  on  a  cinq  équations 
pour  déterminer  les  quatre  constantes  et  la  valeur  de  pr 

3°  Si  l'on  a 

Y,l*ii.r,i»Ai*ii.rii  Pt)  =  °t 
on  aura 

En  portant  la  valeur  de  Sp{ ,  tirée  de  cette  équation ,  dans  l'équa- 
tion r  =  o,  il  faudra  égaler  à  o  les  coefficients  de  £xt,  $y91  êp9t 
9xt  et  9yr  On  aura  dix  équations  pour  déterminer  les  dix  incon- 
nues C,  C,  C,  C",  x„  jrê,  p„  xn  yl9  Pl. 

776.  Cas  ou  la  fonction  V  contient  deux  fonctions  de  x.  — 
V  contient  deux  fonctions  y  et  z  de  la  variable  x.  On  aura 

r  =  o,    K  =  o,    K'  =  o. 

777  à  779.  S'il  existe  entre  y  et  x  une  relation 

*■(■*, r>  *)  =  ©, 

on  aura 

l=o,     K  — K  -7-  =  o. 

tlz  dy 

780.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  dans  un  plan. 
—  La  ligne  cherchée  est  une  ligne  droite. 
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781 .  Ligne  la  plus  courte  d'un  point  a  une  courbe  plane.  — 
La  ligne  la  plus  courte  entre  un  point  et  une  courbe  est  une  droite 
normale  à  cette  courbe. 

782.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  courbes  planes.  —  La 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  courbes  planes  est  une  normale 
commune  aux  deux  courbes  proposées 


SOIXANTE  ET  UNIEME  LEÇON. 

SUITE  DBS   APPLICATIONS   DU   CALCUL   DES  VARIATIONS. 

783  et  784.  Autre  manière  de  résoudre  les  problèmes  précé- 
dents. —  Au  lieu  d'appliquer  les  formules  générales,  on  opère 
comme  il  a  été  expliqué  au  n°  770. 

785.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  ,  dans  l'espace. 
—  Soient  x„  y„  zt  les  coordonnées  du  premier  point,  et  xn  yx,  z, 
celles  du  second , 

j  =  rx-hC,     s  =  c'j?-t-C', 

équations  d'une  ligne  droite. 

786.   DÉTERMINATION  DES  CONSTANTES. 

787.  Ligne  la  plus  courte  sur  une  surfàcb  donnée.  —  Soit 

l'équation  d'une  surface  courbe;  proposons-nous  de   trouver  la 

ligne  la  plus  courte  AMB  que  l'on  puisse  tracer  sur  cette  surface 

entre  deux  de  ses  points  A  et  B. 

On  a 

dV  d? 

.dx      dv   .dz  ,dr      dy  ,dz 

ds       d?    ds         '         ds       db     Us 

Hz  dz 

ce  qui  fait  trois  équations  pour  déterminer  les  deux  fonctions  /  et  z. 
Mais  l'une  des  dernières  équations  est  une  conséquence  de  l'autre 
et  de  l'équation  de  la  surface. 

788.  Les  lignes  les  plus  courtes  sûr  une  surface  sont  nommées 
lignes  géodésiques  de  cette  surface  :  tous  leurs  plans  oscillateurs 
sont  normaux  à  la  surface. 

Les  constantes  se  détermineront  comme  dans  le  problème  précé- 

Sturm.  —  An.,  IL  28 
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dent.  Si  la  ligne  cherchée  doit  aboutir  à  deux  courbes  données  sur 
la  surface,  la  courbe  ÀMB  les  coupera  à  angle  droit. 

789.  La  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points 
quelconques  d'une  surface  peut  n'exister  que  sur  une  portion  d'une 
ligne  géodésique.  Sur  la  sphère,  la  propriété  du  minimum  appar- 
tient seulement  aux  arcs  de  grand  cercle  moindres  qu'une  demi- 
circonférence. 

790.  Surface  de  révolution  minimum.  —  Étant  donnés,  dans  le 
même  plan,  deux  points  X  et  B,  et  une  droite  CD,  trouver  une 
courbe  AMB,  située  dans  ce  plan,  et  qniy  en  tournant  autour  de  CD, 
engendre  une  surface  de  révolution  dont  l'aire  soit  la  plus  petite 
possible. 

Prenant  pour  axe  des  x  la  droite  CD,  et  pour  axe  des/  une  per- 
pendiculaire à  cette  droite ,  on  a 


e  (  *=£        -Z=Sl\ 

=  -U  c  -+-'     c  A 


équation  d'une  chaînette  (574,  a°). 


SOIXANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

SUITE    DES    APPLICATIONS   DU    CALCUL   DES   VARIATIONS. 

791  et  792.  Brachistochrone.  —  Problème.  Étant  donnés  deux 
points  A  et  B ,  trouver  la  courbe  ÀMB  que  doit  suivre  un  point  pe- 
sant pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus  court 
possible.  Cette  courbe  s'appelle  brachistochrone  ou  courbe  de  plus 
vite  descente. 

La  courbe  cherchée  est  une  cycloïde. 

793.  Si  les  deux  points  A  et  B  sont  assujettis  à  se  trouver  sur 
deux  courbes  données  CD,  EF,  on  obtient  encore  une  cycloïde  AMB, 
située  dans  un  plan  vertical  qui  coupe  la  courbe  EF  à  angle  droit. 

La  tangente  à  la  cycloïde  au  point  B  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente menée  à  la  courbe  CD  par  le  point  A. 

794.  Remarques  sur  l'intégration  de  l'équation 

dx       dx* 
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ie  Si  jr  n'entre  pas  explicitement  dans  V,  l'équation  se  réduit  à 

CtX 

qui  n'est  plus  que  du  troisième  ordre. 

20  Si  x  n'entre  pas  explicitement  dans  V,  l'équation  K  =  o  se 
réduira  encore  au  troisième  ordre  en  prenant  y  pour  variable  in- 
dépendante. 

3°  Si  l'on  avait  à  la  fois  M  =  o,  N  =  o,  l'équation  se  ramènerait 
au  deuxième  ordre. 

795.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  plane  AMB  telle,  que 
l'aire  ÂCBD  comprise  entre  l'arc  AMB,  les  rayons  de  courbure  AG 
et  BD  qui  correspondent  aux  deux  points  extrêmes  A  et  B,  et  la 
portion  de  développée  CD  comprise  entre  tes  centres  de  courbure 
C  et  D  soit  un  minimum. 

La  courbe  cherchée  est  une  cycloïde. 

796.  Maximum  ou  minimum  relatif.  —  Il  s'agit  de  rendre  maxi- 

Vûtr,  avec  la  condition 

o 

qu'une  autre  intégrale  définie  /      Udx  ait  une  valeur  déterminée  /. 

797.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  rendre  maximum  l'intégrale 
\dx,  avec  la  condition 


x 


Jx. 


U  dx  =  l. 


Les  variations  de  ces  intégrales  doivent  être  nulles.  On  doit 
avoir 


«s 


>  /      V  dx  =  o,     Si      U  dx  =  o. 

Jr0  J.r0 

En  développant  ces  deux  conditions,  on  a 

r  -t-  /      Kwdlr  =  o, 

■  6  -T-  /      Ltûdx  =  o. 
On  a  les  deux  équations 

r  +  «e=o,    K-f-«L  =  o. 

On  aura  donc  une  constante  de  plus  que  dans  le  cas  où  Ton  re- 

28. 
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cherche  un  minimum  absolu,  mais  on  a  aussi  une  équation  de  plus 


*/r, 


798.  La  recherche  du  maximum  relatif  de  l'intégrale  /    '  V  dx 

revient  à  chercher  le  maximum  absolu  do  l'intégrale  /  (\-r-a\J)dx. 

799.  Problèmes  sur  les  isopérim êtres.  —  Étant  donnés  deux 
points  C  et  D  sur  un  plan,  trouver,  parmi  toutes  les  courbes  de 
même  longueur  situées  dans  ce  plan  et  terminées  aux  points  G  et  D, 
celle  pour  laquelle  l'aire  ABDC  est  un  maximum. 

La  courbe  cherchée  est  un  arc  de  cercle. 

800.  Problême.  —  De  toutes  les  courbes  Lwpérimètres  que  l'on 
peut  trader  sur  un  plan  entre  deux  points  donnés  A  et  B,  trouver 
celle  qui,  en  tournant  autour  de  la  droite  Ox,  engendre  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  surface  de  révolution. 

La  chaînette. 

801.  Problème.  —  De  toutes  les  courbes  isopérimètres,  trouver 
celle  qui  engendre  le  volume  minimum. 

équation  différentielle  de  la  courbe  élastique. 

802.  Problème.  —  Déterminer  la  courbe  qui,  par  sa  révolution 
autour  d'un  axe  (l'axe  des  x)  engendre  la  surface  minimum  qui 
renferme  un  volume  donné. 


Aa*j*-(j*dcb*)* 

Si  la  constante  b  est  nulle,  on  a  un  cercle  ou  l'axe  des  x. 

Si  b  n'est  pas  nulle,  l'équation  différentielle  appartient  à  la  courbe 
décrite  par  l'un  des  foyers  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  qui 
roule  sans  glisser  sur  l'axe  des  x. 
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PROPRIETES  DES  SURFACES  COURBES. 

Surfaces  réglées.  —  Lignes  de  striction.  —  Plans  tangents  à  une  surface 
réglée,  gauche  ou  développable.  —  Lignes  asympto tiques.  —  Contact 
de  deux  surfaces. 


SURFACES  REGLEES. 

32*.  Quand  les  coefficients  qui  figurent  dans  les  deux  équations 
d'une  droite  sont  des  fonctions  déterminées  d'un  paramètre  arbi- 
traire X,  la  droite  peut,  en  général,  prendre  une  infinité  de  posi- 
tions dans  l'espace;  elle  ne  peut,  toutefois,  passer  que  par  les 
points  dont  les  coordonnées  satisfont  aux  deux  équations  pour  une 
valeur  convenable  de  X  ;  c'est  dire  que  le  lieu  de  cette  droite  est 
une  surface,  nommée  surface  réglée,  dont  l'équation  s'obtient  en 
éliminant  X  entre  les  équations  de  la  génératrice. 

Lorsque  les  équations  d'une  droite  renferment  deux  ou  trois 
arbitraires,  la  droite  fait  partie  de  systèmes  infiniment  plus  com- 
préhensifs  que  le  précédent  et  auxquels  on  a  donné  les  noms  de 
congruences  ou  faisceaux  et  de  complexes;  on  reconnaît  im- 
médiatement que,  par  un  point  quelconque  de  l'espace,  il  passe 
un  nombre  fini  de  droites  d'une  congruence,  et  un  nombre  infini 
de  droites  d'un  complexe,  celles-ci  formant  une. surface  conique. 
Nous  voyons  aussi  que  les  droites  dont  les  équations  renferment 
quatre  arbitraires  sont  absolument  quelconques  et  ne  sauraient 
former  un  système  déterminé.  Nous  nous  bornerons  ici  à  consi- 
dérer les  systèmes  de  droites  qui  constituent  les  génératrices  d'une 
surface  réglée  S. 

Nous  prendrons  des  axes  coordonnés  rectangulaires,  le  lecteur 
pouvant  voir  facilement  dans  quels  cas  cette  restriction  est  inu- 
tile; nous  écrirons  les  équations  d'une  génératrice  G  sous  la  forme 
très  générale 

(,\  x-i  _  y  —  P  _  g  — Y. 

K)  a      ~      b       ~      c     ' 

si  Ton  désigne  par  t  la  valeur  des  trois  fractions,  on  aura 

(a)  x  =  at-r-a,        y  —  bt-\-$,         z  =  ct-h*(. 
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Les  constantes  a,  b,  c,  a,  p,  y  sont  des  fonctions  déterminées 
du  paramètre  X;  les  trois  premières  sont  proportionnelles  aux 
cosinus  directeurs  de  G,  les  trois  autres  sont  les  coordonnées  d'un 
point  P  qui  joue  sur  G  le  rôle  d'origine  des  longueurs  ;  la  distance 

du  point  x,  y,  z  de  la  droite  au  point  P  est  t  /#*-+-  6*-hc*.  / 
pouvant  être  positif  ou  négatif. 
Dans  des  questions  particulières,  on  pourra  faire 

a*-hb*-hc*  =  i; 

alors  a,  b,  c  seront  les  cosinus  directeurs  de  G.  D'autres  fois,  on 
fera 

les  équations  de  la  droite  prendront  la  forme 

x  =  flz  +  «,        y  =  bz-±-  J3, 

où  ne  figurent  que  les  quatre  paramètres  qui  doivent  nécessaire- 
ment entrer  dans  les  équations  générales  d'une  droite. 

33*.  Le  lieu  des  parallèles  menées  par  un  point  quelconque  aux 
génératrices  de  S  est  le  cône  directeur  de  la  surface;  il  peut  se 
réduire  à  un  plan  ou  à  un  système  de  plans;  dans  tous  les  cas, 
chacune  de  ses  génératrices  rencontre  S  en  un  point  rejeté  à  l'in- 
fini, puisqu'elle  est  parallèle  à  une  droite  située  sur  S. 

Si  l'on  prend  l'origine  des  coordonnées  pour  sommet  du  cône, 
l'équation  de  ce  cône  s'obtiendra  en  éliminant  X  entre  les  équa- 
tions 

(3)  *  =  f  =  f 

abc 


—  • 


Quand  l'équation  de  S  est  algébrique,  l'équation  du  cône  s'en 

déduit  en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  plus  haut  degré. 

Soit,  en  effet,  F(x,y,z)  la  somme  de  ces  termes  :  pour  que  la 

droite  (3)  rencontre  la  surface  réglée  en  un  point  à  l'infini,  il  faut 

qu'on  ait 

F(a,  b1c)  =  o; 

le  lieu  de  cette  droite  se  trouve  en  éliminant  a,  b,  c  entre  cette 
équation  de  condition,  qui  est  homogène,  et  les  équations  (3);  le 
résultat  de  l'élimination  est 

F(x,y,z)  =  o. 
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LIGNES  DE  STRICTION. 

34*.  Nous  aurons  besoin  de  connaître  l'angle  de  G  avec  une 
génératrice  G'  infiniment  voisine,  la  grandeur  et  la  position  de  la 
perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites;  à  cet  effet,  nous 
rappellerons  les  formules  de  Géométrie  analytique  qui  résou- 
draient les  mêmes  problèmes  pour  la  droite  G  et  une  autre 
droite  Gi  définie  par  les  équations 

a\  ê>i  cmi 

Désignons  par  V  l'angle  des  deux  droites  et  posons,  pour 
abréger, 

bc\  —  c6i=A>,        ca% —  ûCi  =  lfl>,        ab\ — £ai=C, 

^+^1+0»  =  /^; 
on  aura 

smV  =    , 

/(a1 -h  6*-h  c*)(û}-h  6} -h  c\) 

La  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  a  pour  longueur 

±  j[X(«t-«)-Hifc(Pi-P)-«-e(Tt-T)]; 

es  cosinus  directeurs  sont  y  >  -j-y  -jy  et  1*  val^ur  de  /  qui  déter- 
mine sur  G  la  position  du  point  où  cette  droite  rencontre  la  per- 
pendiculaire commune  est 

T==  2p  K*»®-"  «ilk)(«i  —  a)-f-(ctX  —  OiC)(ft—  P) 

-+-  (otiO»  —  iiA.)  (yi—  y)]. 

Supposons  maintenant  que  Gi  devienne  infiniment  voisine  de  G  : 
a  —  a,  oti  —  a,  ...  pourront  être  remplacés  par  les  différen- 
tielle s  da,  da,  db,  d$y  dcy  d^\  X  deviendra 

b(c  -*-  de)  —  c(b  +•  db)  =  bdc  —  cdb, 

ift>  et  G  deviendront  eda  —  ade,  adb  —  b  da,  et  les  formules 
générales  se  simplifieront  parce  qu'on  pourra  se  borner  aux  parties 
principales  des  termes  qui  y  figurent.  Il  convient,  d'ailleurs,  de 
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remplacer  da,  c?a,  ...  par  a'dk,  a'tfX.  ....  a',  a',  b',  P',  c\  y 
désignant  les  dérivées  de  a,  a,  £,  p,  c,  y  par  rapport  au  para- 
mètre X  dont  elles  dépendent.  Nous  poserons 

bc'  —  cb'=A,        ca'  —  ac,  =  Bi        ab'—ba'=C, 

A1 -h  IP -h  C«  =  H*  ; 

l'angle  de  G  et  de  G',  qu'on  peut  prendre  pour  son  sinus,  est 

_        HrfX 

?  "  a*  -h  b*  -h  c*  ' 

La  perpendiculaire  commune  à  G  et  à  G'  a  pour  longueur 

ABC 
ses  cosinus  directeurs  sont  jp  n>  ^;  elle  rencontre  G  en  un 

xi      il      H 

point  qui  tend  vers  une  limite  déterminée  Q,  dont  la  position 
sur  G  est  définie  par  une  valeur  de  /  égale  à  la  limite  de  t,  savoir 

,_       A(*P'— &Y')-4-B(ay'— c*')H-C(fta'— «p') 
T  = ua 

35*.  Le  point  limite  Q,  dont  les  coordonnées  sont 

x  =  aT-ha,        ^  =  tT-+-p,         s  =  cT-h7, 

est  le  point  central  de  G;  le  plan  qui  passe  par  G  et  par  la  droite 
limite  de  la  perpendiculaire  commune  à  G  et  à  G'  est  le  plan  cen- 
tral do  G. 

Le  lieu  des  points  centraux  des  diverses  génératrices  de  S  est 
la  ligne  de  striction  de  la  surface;  il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
qu'elle  soit  tangente  aux  plus  courtes  distances  des  génératrices 
infiniment  voisines  et,  en  général,  elle  coupe  obliquement  les 
génératrices  de  S. 

Considérons  comme  exemple  les  droites  définies  par  les  équa- 
tions 

x -*~  \\*  __  y    __z-+-Xv/^. 

X  y/^  y/'q 

ellos  forment  l'un  des  systèmes  de  génératrices  du  paraboloïde 

=  IX. 

P        9 
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Nous  avons 

a  =  l,  b  —  ^p,        c=\/q, 

«=  —  £X*,        p=o,  T=— Ày/^; 

»x 

on  trouve  que  T  se  réduit  à  — —  >  et  que  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  ligne  de  striction  sont 

X  =  -  — -À*  V  = p1.  z= 0*. 

a  p-r-q  p-^%  P~*~<t 

Pour  avoir  les  équations  de  la  ligne  de  striction,  on  élimine  X 
entre  ces  trois  équations,  ce  qui  donne  l'équation  du  paraboloïde 
et  l'équation 

la  ligne  de  striction  est  une  parabole  si  p  £  q. 

On  aurait  pu  déduire  le  même  résultat  d'une  remarque  très 
simple  :  quand  toutes  les  génératrices  d'une  surface  réglée  sont 
parallèles  à  un  plan  directeur  P,  leurs  plus  courtes  distances  sont 
perpendiculaires  à  P  ;  la  projection  de  la  ligne  de  striction  sur  P 
doit  être  l'enveloppe  des  projections  des  génératrices  ;  la  ligne  de 
striction  est  la  courbe  de  contact  de  la  surface  avec  un  cylindre  : 
c'est  donc  une  parabole  si  p  £  q  ;  quand  p  =  q,  c'est  une  droite. 

PLANS  TANGENTS  AUX  SURFACES  RÉGLÉES,  GAUCHES 

OU  DÉVELOPPABLES. 

36*.  En  général,  l'angle  <p  et  la  plus  courte  distance  8  de  deux 
génératrices  infiniment  voisines  sont  du  même  ordre  de  grandeur 
que  la  variation  dk  que  subit  X  quand  on  passe  d'une  génératrice 

à  l'autre;  mais  le  rapport  -  ,  que  nous  désignerons  par  p,  est  fini. 

Lorsque  <p  est  infiniment  petit  par  rapport  à  c?X,  les  généra- 
trices G  et  G'  peuvent  être  considérées  comme  parallèles;  si  le 
même  fait  se  présente  pour  toutes  les  valeurs  de  X,  la  surface  est 
cylindrique.  On  peut  rétablir  par  le  calcul  :  pour  que  <p  soit  infi- 
niment plus  petit  que  d\,  il  faut  que  le  numérateur  H  de  sa  partie 
principale  (  34*  )  soit  nul  ;  cela  exige  A  =  B  =  C  =  o,  et  l'on  en 
conclut  immédiatement 

a'  _  ^'  __  c'  i  a  _  i  ^  __  r  c 

abc  (Iq  bo  Cq 
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a0y  è0,  c0  étant  les  valeurs  de  a,  b,  c  pour  une  certaine  valeur 
de  X;  les  cosinus  directeurs  de  G,  proportionnels  à  des  con- 
stantes, sont  constants. 

Quand  8  est  infiniment  plus  petit  que  cft,  les  deux  généra- 
trices G  et  G'  peuvent  être  considérées  comme  se  rencontrant,  et, 
si  cela  arrive  quel  que  soit  X,  la  surface  S  est  développable.  Pour 
nous  en  rendre  compte  analytiquement,  remarquons  que  le  coeffi- 
cient de  dk  dans  8  (34*)  doit  être  nul  : 

(i)  Aa'-+-B-p'-4-CT'  =  o. 

D'ailleurs,  le  point  P(a,  [3,  y)  peut  être  choisi  comme  on  veut  sur 
G  :  je  le  fais  coïncider  constamment  avec  le  point  central  ;  T  est 
alors  constamment  nul,  et  Ton  a 

(2)         (£C  —  cB)a'-t-(cÀ  —  *C)p'-h(«B  —  £A)y'=o. 

Les  équations  (i)  et  (2)  permettent  de  trouver  des  quantités 
proportionnelles  à  a',  (3',  y'  : 

«; p' 


a(B*-4-C*)  —  A(6B-4-cC)       6(C*-h  A*)  —  B(Cc+-  Aa) 

= t 

c(A*-hB*)  —  C(ArtH-B^)' 
Or  on  a  identiquement 

aA  +  bB  +  cC  =  0; 

si  Ton  transforme,  au  moyen  de  cette  identité,  les  parties  sous- 
tractives  des  dénominateurs,  on  trouve 

<'  _  P'  _jL 

- —      ----X  X        1-tL?  "  • 


h*a       h*b       H*c 
Les  équations  de  la  droite  G  peuvent  donc  s'écrire 


a'      ""       p' 


.'  Q'       —      ^.»     * 


c'est  dire  que  cette  droite  est  une  tangente  à  la  ligne  de  stric- 
tion; la  surface  S  qu'elle  engendre  est  donc  développable.  Notro 
calcul  suppose,  il  est  vrai,  a',  (3',  y'  différents  de  zéro;  si  ces  déri- 
vées étaient  toujours  nulles,  a,  (3,  y  seraient  constants,  et  S  serait 
un  cône,  c'est-à-dire  encore  une  surface  développable. 
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Quand  p  n'est  ni  nul  ni  infini,  deux  génératrices  consécutives 
ne  sont  pas  dans  un  môme  plan  et  la  surface  S  est  gauche. 

37*.  Nous  allons  chercher  l'équation  du  plan  tangent  en  un 
point  M  dont  les  coordonnées  sont  x  =  at  -+-  a,  jr  =  bt  -h  (J, 
z  =  et  -+-  y  ;  elle  est  de  la  forme 

(3)    P(X  —  «/  — a)-hQ(Y  —  bt—  (3) -+- R(Z-c/- ?)  re- 
considérons une  ligne  quelconque  située  sur  S  et  passant  par  M  ; 
les  cosinus  directeurs  de  sa  tangente  sont  proportionnels  aux 
valeurs  de  dx,  dy  et  dz  qui  correspondent  à  un  déplacement  sur 
la  courbe  à  partir  du  point  M,  savoir 

(af/-t-a')rfX  -+-adt, 
(b't  ■+-$') dk  +  bdt, 
(c't  -h  l')dk  -+-cdt. 

Pour  que  la  tangente  soit  située  dans  le  plan  (3),  il  faut  qu'on 
ait 

?[(a't  +  a') dl  -h  adt]  -*•  Q[(  £'/-+-  P') cCk  -+-  bdt] 

-4-  R [(c't  -+-  y')  d\-+-cdt]  =  o; 

le  rapport  de  d\  à  dt  peut  être  quelconque,  et  l'égalité  ne  peut 
avoir  lieu  identiquement  que  si  le  coefficient  de  chacune  des  dif- 
férentielles est  nul  séparément;  on  a  ainsi  deux  équations  de  con- 
dition d'où  l'on  tire  des  quantités  proportionnelles  à  P,  Q,  R  ;  il 
suffit  de  les  substituer  dans  l'équation  (3)  pour  avoir  celle  du 
plan  tangent  en  M  : 

(At  +  bf—  cP')(X  —  a)-4-(B/-f-ca'  —  *y')(y-P) 

(C/-f-ap'-6a')(Z  —  Y)  =  o. 


Cette  équation  contient  /,  et  le  plan  tangent  ne  doit  pas  être  le 
même,  en  général,  aux  divers  points  d'une  génératrice  G.  Pour 
étudier  la  loi  de  sa  variation,  faisons  coïncider  Taxe  des  x  avec 
G  :  sur  cette  droite,  6,  c,  p,  y  sont  nuls;  A,  B,  C  se  réduisent 
à  o,  —  ac\  ab'  ;  on  peut  faire  a  =  o,  a  =  i  ;  /  est  alors  égal  à 
l'abscisse  x  du  point  de  contact,  et  l'équation  du  plan  tangent  en 
un  point  de  G  devient 

(4)  (c'*-ky')Y--(&'*h-P')Z  =  o. 

Cette  équation  peut  encore  être  simplifiée;  mais,  sous  sa  forme 
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actuelle,  elle  permet  de  faire  une  remarque  importante.  Imagi- 
nons une  surface  réglée  St  ayant  aussi  pour  génératrice  G  :  le  plan 
tangent  à  St  en  un  point  de  G  aura  une  équation  de  la  forme 

(i?i*  +  T,t)V  =  (*,i*H-P'i)Z; 

les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  les  deux  plans  tangents  coïn- 
cident sont  données  par  une  équation  du  second  degré;  on  en 
déduit  ce  théorème  : 

Deux  surfaces  réglées  qui  ont  une  génératrice  commune  ont 
même  plan  tangent  en  deux  points  de  cette  génératrice;  si  leurs 
plans  tangents  coïncident  en  plus  de  deux  points,  ils  coïncideront 
tout  le  long  de  la  génératrice. 

La  dernière  proposition  est  souvent  mise  à  profit  pour  con- 
struire le  plan  tangent  à  une  surtaco  réglée  quelconque  S  :  si  Ton 
connaît  le  plan  tangent  en  trois  points  d'une  génératrice  G,  on 
pourra  déterminer  un  paraboloïde  qui  passe  par  G  et  qui  admette 
les  trois  plans  tangonts  considérés;  en  tout  autre  point  de  G,  le 
plan  tangent  à  S  coïncide  avec  celui  du  paraboloïde  qu'on  sait 
construire  :  le  paraboloïde  est  dit  paraboloïde  de  raccordement. 

38*.  Revenons  à  l'équation  (4)  et  supposons  que  nous  fas- 
sions coïncider  l'origine  des  coordonnées  avec  le  point  central, 
l'axe  des  7-  avec  la  limite  de  la  perpendiculaire  commune  à  G  et 
à  G'  :  C  doit  s'annuler  comme  A,  et  aussi  T;  on  voit  qu'il  en 
résulte  b'  =  ?'=  o;  <p  se  réduit  à  c'dk,  8  à  P'<A,  l'équation  (4) 
devient 

0        P 

Le  plan  tangent  au  point  central  coïncide  avec  le  plan  central; 
à  partir  de  ce  point  il  tourne  d'un  angle  dont  la  tangente  est  pro- 
portionnelle à  l'abscisse  du  point  de  contact;  le  rapport  de  pro- 
portionnalité p  s'appelle  paramètre  de  distribution.  À  l'infini,  le 
plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  central;  il  est  parallèle 
à  G',  ou,  si  l'on  veut,  au  plan  qui  touche  le  cône  directeur  tout  le 
long  do  la  génératrice  parallèle  à  G. 

Quand  p  est  inGni,  comme  cela  arrive  sur  un  cylindre,  le  plan 
tangent  reste  confondu  avec  le  plan  central,  sauf  à  l'infini  où  il 
est  indéterminé.  Si  p  est  nul,  le  plan  tangent  est  perpendiculaire 
au  plan  central  en  tous  les  points  de  G,  sauf  au  point  centrai,  ou 
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il  est  indéterminé.  En  somme,  le  plan  tangent  à  une  surface  déve- 
loppante reste  le  même  tout  le  long  de  chacune  de  ses  généra- 
trices. 

Le  plan  tangent  en  tous  les  points  d'une  droite  D  située  sur 
une  surface  ne  varie  suivant  la  loi  qui  vient  d'être  établie  que 
si  D  fait  partie  d'un  système  de  droites  tracées  sur  la  surface;  il 
est  clair,  par  exemple,  qu'on  peut  imaginer  un  conoïde  dont  les 
plans  tangents  aux  divers  points  de  son  axe  varieront  suivant 
une  loi  parfaitement  arbitraire. 


LIGNES  ÀSYMPTOTIQUES. 

# 

39*.  On  appelle  ligne  asymptotique  une  ligne  tracée  sur  une 
surface  S,  de  telle  sorte  qu'en  chacun  de  ses  points  elle  soit  tan- 
gente à  l'une  des  asymptotes  de  l'indicatrice  de  S  relative  au 
même  point.  11  existe,  en  général,  deux  systèmes  de  lignes 
asymptotiques  sur  une  surface  quelconque,  du  moins  sur  la 
partie  de  cette  surface  où,  les  courbures  principales  étant  de 
sens  contraires,  les  indicatrices  sont  hyperboliques  et  ont  des 
asymptotes  réelles. 

Le  plan  qui  passe  par  la  normale  à  S  en  un  point  M  et  par  une 
des  asymptotes  MA  de  l'indicatrice  détermine  dans  la  surface  une 
section  dont  le  rayon  de  courbure  en  M  est  inûni  ;  soit  donc  M' 
un  point  de  cette  section  infiniment  voisin  de  M;  la  distance  du 
point  M'  à  MA  et,  par  suite,  au  plan  tangent  en  M,  est,  à  moins 

3  —  1 

d'infiniment  petits  de  Tordre  de  MM'  ,  égale  à  MM'  divisé  par  le 
double  du  rayon  de  courbure  en  M  (4*);  cette  distance  est  donc 
d'ordre  supérieur  au  second,  MM'  étant  du  premier  ordre  infini- 
tésimal. Cela  posé,  rapportons  la  surface  à  un  système  d'axes 
coordonnés  qui  ne  sont  pas  nécessairement  rectangulaires  :  soient 
x,  jr,  z  les  coordonnées  du  point  M  ;  celles  du  point  M' seront,  en 
employant  les  notations  ordinaires,  de  la  forme 

(i)    x-hh,    jr-l-A:,     z-hph  -+-qk-+-  -  (r/^H-  ishk-h  r/cl)-h..., 

h  et  k  étant  des  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Pour  que  la 
distance  de  ce  point  au  plan  tangent  en  M,  défini  par  l'équation 

(2)  Z-3~/3(X-.r)-7(Y-j)  =  o, 

soit  d'ordre  supérieur  au  second,  il  faut  que,  en  remplaçant  dans 
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l'équation  (2)  X,  Y,  Z  par  les  expressions  (1),  les  termes  du  pre- 
mier et  du  second  ordre  disparaissent;  les  termes  du  premier 
ordre  se  détruisent,  et  l'on  aura,  pour  la  somme  des  termes  du 
second  ordre, 

(3)  —  i(r/z*-+-af//AH-  tk*)  =  o. 

Considérons  maintenant  la  ligne  asymptotique  qui  est  tangente  à 

MA  :  elle  est  aussi  tangente  à  la  section  normale  considérée,  et, 

si  Ton  appelle  dx,  dj,  dz  les  différentielles  correspondant  à  un 

h         k 
déplacement  sur  la  ligne  asymptotique,  on  aura  -t-  =  -7-;  la 

relation  (4)  donnera  donc 

(5)  rdx*+%sdxdy-htdj*=o. 

l^es  dérivées  partielles  r,  s,  t  peuvent  être  regardées  comme  des 
fonctions  connues  de  x  et  de  y\  l'équation  (5),  qui  a  lieu  pour 
un  point  quelconque  d'une  ligne  asymptotique,  constitue  une 
équation  différentielle  de  la  projection  de  cette  ligne  sur  le  plan 

dy 

des  xy.  Cette  équation  est  du  second  degré  par  rapport  à  -~; 

donc,  par  chaque  point  du  plan  des  xy,  il  passe  deux  lignes  qui 
sont  les  projections  de  deux  asymptotiques  appartenant  aux  deux 

dr 

systèmes  que  j'ai  signalés.  En  général,  les  deux  valeurs  de  — 

tirées  de  l'équation  (5)  contiennent  un  même  radical;  il  en  résulte 

que  les  projections  des  deux  systèmes  d'asymptotiques  forment 

deux  branches  d'une  môme  famille  de  courbes  :  il  n'en  est  plus 

dr 
ainsi  quand  l'équation  (5)  donne  pour  -~  deux  valeurs  ration 

nelles  par  rapport  à  x  et  à  y. 

40*.  Le  plan  tangent  en  M  est  oscillateur  à  chacune  des  asym- 
ptotiques qui  y  passent. 

Pour  le  prouver,  je  prends  pour  axes  des  x  et  des  7  les  tan- 
gentes à  l'indicatrice  en  M,  pour  axe  des  z  la  normale  à  S  au 
même  point.  L'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la  surface  peut 
se  développer  suivant  les  puissances  de  x  et  7,  en  une  série  ne 
contenant  ni  terme  constant  ni  termes  du  premier  degré,  et  de  la 
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forme 

\  z  =  -(ax*-+-itbxjr  -*-cy*) 

(6>  •  i 

g  (ex* •+-  3/x*/  4-  3#x/»-+-  hy*) 

Quand  x  ou  7  s'annule,  z  ne  doit  contenir  que  des  termes  du 
troisième  ordre,  au  moins,  par  rapport  à  x  et  y  :  il  faut  que  a 
et  o  soient  nuls.  L'équation  qui  détermine  les  projections  des 
lignes  asymptotiques  de  S  peut  s'écrire 

...      J  (ex  +  fjr+...)dx*~+-ià(b-hfx-¥-gjr-4-...)dxdy 

(  -+-(gx  +  hy-r-...)djr*=o. 

Considérons,  d'autre  part,  l'asymptotique  tangente  à  MX  :  Yjr 
•d'un  de  ses  points  peut  se  développer  suivant  les  puissances  en- 
tières de  l'abscisse  x,  soit 

(7)       jrrsXx'-hfJLT*-*-...,  d'OÙ  df  =  (2 Xx H- 3  [*#*-+-...)<£*, 

Si  l'on  remplace  y  et  djr  par  ces  valeurs  dans  l'équation  (5  bis), 
on  peut  diviser  tous  les  termes  par  xrfx*,  et  il  reste 

04-4&X-+-  (5/X  -i-6b[k)x-^..  .  =  o; 

les  termes  non  écrits  renferment  au  moins  x*.  L'équation  précé_ 
dente  doit  être  satisfaite  quel  que  soit  x,  puisque,  par  hypothèse, 
l'équation  (7)  est  une  des  équations  de  l'asymptotique  :  si  l'on 
annule  le  terme  indépendant  de  x  et  le  terme  en  x,  on  trouve 

l  —       e  —  **ef 

A-~~4*'         *"~  *W> 

les  équations  de  l'asymptotique  sont  donc,  en  négligeant  les  termes 

en  x*, 

e  5ef  e    , 

y= rX*H 7—  X*.  Z  = X*. 

J  ib  246*     '  4 

On  reconnaît  que  le  plan  osculateur  à  l'origine  est  précisément  le 

plan  des  xy\  quant  au  rayon  de  courbure  de  l'asymptotique  en 

x1 
ce  point,  il  est  égal  à  la  limite  de  —  pour  x  =  o,  c'est-à-dire  à 

*b  *X 

la  valeur  absolue  de  —  qui  est,  en  général,  finie;  le  théorème 

c 

de  Meunier  donnerait  pour  ce  rayon  une  expression  de  forme 

Stlrm.  —  An.,  II.  2g 
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indéterminée,  ce  qui  n'est  pas  en  contradiction  avec  le  résultat 
obtenu  directement 

41*.  Quand  une  droite  est  tout  entière  sur  une  surface,  elle 

constitue  Tune  des  lignes  asymptotiques  qui  doivent  passer  par 

chacun  de  ses  points.  S'il  s'agit  d'une  surface  développable,  on  a 

pour  tous  ses  points  s* —  rt  =  o  (687);  il  en  résulte  que  l'équa- 

dy 
tion  (5)  (39*  )  donne  toujours  pour  ~  deux  valeurs  égales;  donc, 

en  chaque  point  d'une  surface  développable,  les  deux  lignes  asym- 
ptotiques se  confondent;  ces  lignes  forment  un  système  unique, 
qui  est  celui  des  génératrices  rectilignes  de  la  surface. 

11  est  encore  facile  de  déterminer  d'une  manière  générale  les 
asymptotiques  d'un  conoïde.  Si  l'on  prend  pour  axe  des  z  la  droite 
directrice  du  conoïde  et  pour  plan  des  xy  le  plan  directeur,  l'équa- 
tion de  la  surface  est  de  la  forme 

-*(5); 

on  en  tire,  en  différentiant  deux  fois, 

x%  ^  \x)       xk  y  \x  /  ' 

x*  T   \x  / 
L'équation  différentielle  des  projections  des  asymptotiques  devient 

(îjp/rf^ — aar*  dxd)-)y'(  —  ) 

-+-  (/*  dx% —  2xjr  dxdy  -\-x*  djr* )  cp "  (  —  \  =  o. 

Cette  équation  se  dédouble,  puisqu'on  peut  la  mettre  sous  la 
forme 

\jdx  —  xdy"\  I  ixdxo  (  -  \-\-(ydx —  xdjr)^sf  l  -  M  =o. 

Si  l'on  égale  le  premier  facteur  à  zéro,  on  en  tire^  =  Cr;  cetto 
équation  représente  une  quelconque  des  génératrices  rectilignes 
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du  conoïde,  qui  forment  un  premier  système  d'asymptotiques. 
Pour  avoir  le  second  système,  j'égale  le  dernier  facteur  à  zéro  : 


en  divisant  par  x*  <p'  (  -  ),  on  trouve 


xdr —  rdx 


x*  •    \  x }  dx 

—  2 =  O. 

X 


'© 


On  a  en  évidence  des  différentielles  de  logarithmes  :  intégrant  et 
passant  des  logarithmes  aux  nombres,  on  trouve 


•'(S)-c-, 


C  étant  une  constante  arbitraire;  quand  on  la  fait  varier,  l'équa- 
tion représente  les  projections  de  toutes  les  asymptotiques  du 
second  système. 

42*.  Il  est  souvent  avantageux  de  déterminer  les  lignes  asym- 
ptotiques autrement  que  par  leurs  projections  :  sans  parler  des 
solutions  géométriques  que  peut  fournir  la  considération  des 
rayons  de  courbure  principaux,  j'envisagerai  le  cas  où  les  coor- 
données .r,  7,  z  d'un  point  quelconque  M  dé  la  surface  S  sont  ex- 
primées en  fonction  de  deux  paramètres  u  et  v.  Les  coordonnées 
d'un  point  de  M'  voisin  de  M  seront 

dv  ,         dx  . 
«r  -h  -r-du-\ — r  dv 
au  dv 

i  (d*x  ,  _  d*x    .    '         d*x  »  _\ 

H-  -  (  -t-z  du*  -f-  2   ,    ,  dudv  -+-  -r--  dv1  )  -+- . . . 
2  \  du*  du  dv  dv1        ] 

et  deux  autres  expressions  analogues.  L'équation  du  plan  tangent 
en  M  est  de  la  forme 

À(X  —  *)-*-  B(Y  -  j)-4-  C(Z  —  z)  =  o  ; 

quand  du  et  dv  sont  infiniment  petits,  la  distance  d'un  point  te 
que  M'  à  ce  plan  doit  être  du  second  ordre,  quels  que  soient  du 
eidv]  il  faut  que  l'on  ait 

/  o  \        a  dx      i»  dr      ndz  .  dx       ndy       -dz 

(8)       A-j-  +  B-~-  -+-C-J-  =o,        A-t+Bt+Ct=o. 
du         du  du        '  <&>  <&>  dv 


i 
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Si  le  point  M'  est  sur  une  asymptotique  passant  par  le  point  M, 
la  distance  doit  devenir  infiniment  petite  du  troisième  ordre,  ce 
qui  donne  la  condition 


(9) 


+a(AS;+--')d"rf^(A^"»---*)*,,==0- 


cLx    d^.v 
Les  dérivées  t-  ,  -^-x  >  •  •  •  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  « 

et  de  c;  il  suffit  d'éliminer  A,  B,  G  entre  les  équations  (8)  et  (9) 
pour  former  une  équation  différentielle  dont  l'intégration  donnera 
entre  u  et  v  une  relation  qui  sera,  sur  la  surface,  l'équation  des 
lignes  asymptotiques. 


CONTACT  DE  DEUX  SURFACES. 

43*.  Soient  M  un  point  commun  à  deux  surfaces  U  et  Y,  et  M 
un  point  situé  sur  U  à  une  distance  infiniment  petite  du  premier 
ordre  de  M  :  si,  par  le  point  M' nous  menons  diverses  droites  as- 
sujetties à  la  seule  condition  de  ne  pas  faire  de  très  petits  angles 
avec  le  plan  qui  touche  V  au  point  M,  ces  droites  rencontreront 
respectivement  la  surface  V  en  des  points  M',  M*t ,  ...  infiniment 
voisins  de  M';  je  dis  que  les  segments  M' M',  M'M'i,  ...  sont  du 
môme  ordre  de  grandeur.  Considérons  le  triangle  M'M'M*tl  par 

exemple  :  il  donne 

M' M'  _  sinM'M',  M* . 

M'AI',  ~  sinM'M'Jtt'i ; 

le  second  rapport  est  fini  parce  que  la  droite  M#M*t,  qui  fait  un 
très  petit  angle  avec  le  plan  tangent  à  Y  au  point  M,  fait  avec  M'M' 
et  M9!  M'  des  angles  dont  le  sinus  n'est  pas  très  petit;  M'M" 
et  M'M9t  ont  donc  entre  eux  un  rapport  fini. 

Il  y  a  plus  :  l'ordre  de  grandeur  des  segments  M'M*  est,  en 
général,  indépendant  de  l'orientation  de  l'arc  MM'  sur  U.  Pour  le 
démontrer,  rapportons  les  surfaces  à  un  système  d'axes,  tel  que 
l'axe  des  z  ne  soit  parallèle  à  aucun  des  plans  qui  touchent  U  ou  Y 
en  M;  nous  avons,  d'après  ce  qui  a  été  établi,  le  droit  de  prendre 
nos  segments  M'M*  parallèles  à  l'axe  des  z.  Soient 

»«ï(X,Y),        *=*(X,Y) 
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les  équations  des  deux  surfaces  ;  ar,  y%  x+  h,  y  -+-  k  les  coordon- 
nées des  projections  des  points  M,  M'  sur  le  plan  des  xy\  le  seg- 
ment M' M"  est  égal  à  la  différence  des  ordonnées  correspon- 
dantes 


(|) 


\dx       dx  ] 

**(3-$W"(3-2) 


Quel  que  soit  le  rapport  de  k  à  h,  pourvu  que  ces  quantités 
soient  infiniment  petites  du  premier  ordre,  M' M*  sera  d'un  ordre 
déterminé,  /i-t-i  par  exemple,  si  toutes  les  dérivées  partielles 
de  <p  et  de  <j>,  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement,  sont  égales  chacune 
à  chacune,  et  nous  savons  que  l'ordre  de  M' M'  sera  toujours  rt-hi 
quand  môme  on  changera  la  direction  de  ce  segment.  On  dit  alors 
que  les  surfaces  UetY  ont  un  contact  de  l'ordre  n  au  point  M. 

Nous  devons  remarquer  que,  dans  le  cas  considéré,  il  y  a 

n-hi  valeurs  de  j  >  et,  par  suite,  n  «+- 1  directions  de  MM',  pour 

lesquelles  M' M'  devient  de  l'ordre  «h-  2;  cela  résulte  de  ce  que 
l'ensemble  des  termes  de  degré  /i  +  i  dans  l'égalité  (1)  peu/, 
s'écrire 

(#1-1-1)!  L  dx»+i  "~  ~dx^i  ~4~'  '  '"*"  2»+»  \ay^  ~~  drn+l)\  ' 

et  disparaît  pour  /2  +  1  valeurs  de  y  •  Ainsi  supposons  que  la  sur- 
face U  soit  le  plan  tangent  à  Vau  point  M  :  M' M"  est  généralement 
du  second  ordre,  mais  il  devient  du  troisième  ordre  si  M' est  sur 
une  des  asymptotes  de  l'indicatrice. 

44*.  Une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  U  et  passant 
par  le  point  M  a  un  contact  de  l'ordre  n  avec  V;  il  en  résulte,  J9*, 
et  l'on  pourrait  voir  directement  que  les  coordonnées  d'un  point 
tel  que  M'  substituées  dans  l'équation  de  V  donneront  à  son  pre- 
mier membre  une  valeur  infiniment  petite  de  l'ordre  n  +  i.  On 
peut  regarder  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  U  comme 
des  fonctions  de  deux  paramètres  indépendants  a  et  p  ;  le  résultat 
de  leur  substitution  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  V 
lui  fait  prendre  la  forme  F  (a,  p).  Soient  <z0,  po,  a0  +  Aa,  p0-+- Ap 
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les  valeurs  des  paramètres  a  et  p  aux  points  M  et  M'  : 

F(a0-hAoc,  p0-+-Ap) 

devra  être  de  Tordre  n-\-i  par  rapport  à  Àa  et  Àp.  Si  l'on  écrit 
que  tous  les  termes  d'ordre  inférieur  disparaissent,  le  nombre  des 
conditions  du  contact  considéré  est 


14-2  -4- 


^/^.x       (/i -4- 1)  (/*-+•  s)  _^ 


On  obtiendrait  pareil  nombre  de  conditions  en  exprimant  que 
b(x,y)  et  cp(.r,  j)  sont  égales,  ainsi  que  leurs  dérivées  des  n  pre- 
miers ordres  pour  les  coordonnées  du  point  M. 

45*.  Lorsque  U  appartient  à  une  famille  de  surfaces  dont  l'équa- 
tion renferme  N  paramètres  arbitraires,  on  peut  disposer  de  ces 
paramètres  de  manière  que  U  ait  avec  V  un  contact  d'ordre  n  en 
un  point  donné;  U  est  alors  osculatrice  à  Y.  Si  le  nombre  des 
paramètres  n'est  que  N  —  i  ou  N  —  2,  on  ne  pourra  obtenir  un 
contact  de  l'ordre  n  qu'en  certains  points  particuliers.  Ainsi  pre- 
nons pour  U  la  sphère 

(2)  (<r_a)*-+-(j-6)*-i-(s-.c)i_  R*=o 

qui  dépend  de  quatre  paramètres  :  elle  peut  avoir  en  certains 
points,  avec  une  surface  donnée  V,  un  contact  du  second  ordre, 
pour  lequel  N  =  6.  D  suffit  de  différentier  l'équation  (2)  pour 
avoir  les  dérivées  de  z  au  moyen  d'un  système  d'équations  faciles 

à  résoudre;  on  trouve 

* 

x  —  a-h  p(z —  £)=o,        y  —  b-\-q(z  —  tf)=o: 

11  -+-/?*'-+-  r(z  —  c)=  o, 
pq  +  s(z  —  c)=o, 
1  -+-  q*-h  t(z  —  c)=  o, 

ces  cinq  équations  doivent  être  satisfaites  par  les  valeurs  de  p,  7, 
r,  s,  t  tirées  de  l'équation  de  Y;  or  les  trois  dernières  ne  sont 
compatibles  que  si  Ton  a 


1  ■+■  P%      P*!       »  +  9,J 
celte  condition  n'est  satisfaite  qu'aux  ombilics  de  Y;  c'est  en  ces 
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points  seuls  que  la  surface  peut  avoir  un  contact  du  second  ordre 
avec  une  sphère. 

En  général,  le  nombre  de  paramètres  qui  figurent  dans  l'équa- 
tion d'une  famille  de  surfaces  U  n'est  pas  égal  à  un  nombre  tri- 
angulaire tel  que  N,  ni  même  àN-  iouàN  —  a  :  quand  on  a 
disposé  des  paramètres  de  manière  à  obtenir  avec  Y  un  contact 
d'ordre  aussi  élevé  que  possible,  il  reste  plusieurs  paramètres 
indéterminés.  Cette  circonstance  donne  lieu  à  des  questions  inté- 
ressantes! mais  dont  l'examen  ne  saurait  trouver  place  ici. 
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SÉRIES    DE   LAGRANGE   ET   DE   FOURIER. 


Nombre  de  racines  d'une  équation  comprises  dans  un  contour  donné. 
Série  de  Lagrange.  —  Problème  de  Kepler.  —  Série  de  Fourier 


NOMBRE  DE  RACINES  D'CNE  ÉQUATION  COMPRISES 
DANS  UN  CONTOUR  DONNÉ 

46*.  Nous  nous  proposons  d'établir  d'une  manière  générale  une 
formule  donnée  par  Lagrange  pour  développer  en  série  les  fonc- 
tions monodromes  et  continues  d'une  variable  déterminée  par  une 
équation  de  forme  remarquable;  mais,  pour  cela,  nous  commen- 
cerons par  établir  un  lemme  important  par  lui-même. 

Soit  F(z)  une  fonction  continue  et  monodrome,  ainsi  que  sa 
dérivée,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  imaginaire  z  com- 
prises à  l'intérieur  d'un  contour  donné  S  :  le  nombre  p  des 
racines  de  l'équation  F(z)  =  o,  comprises  dans  le  contour  S,  est 


l'intégrale  étant  prise  tout  le  long  de  S  et,  d'autre  part,  chaque 
racine  étant  comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  de- 
gré de  multiplicité. 

On  sait,  en  effet,  que  l'intégrale  est  égale  au  produit  de  a*  /— i 
parla  sommo  des  résidus  de  la  fonction  «4—/  pour  les  pôles  com- 
pris à  l'intérieur  de  S;  or,  ces  pôles  sont  les  affîxes  des  racines 
de  F(z)  =  o.  Soit  a  l'une  de  ces  racines:  on  sait  que  son  degré  n 


(  '  )  Cette  Leçon  pourrait  faire  suite  ans  Chapitres  consacrés  an  théo- 
rème de  Cauchy,  aux  séries  de  Maclaurin  et  de  Laurent  dans  l'Appendice 
sur  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques. 
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de  multiplicité  est  entier  et  qu'on  peut  écrire 

F(Z)  =  (3-Û)»?(Z) 

F(0  =  («-«)^i[«?(Oh-(*-«)?'<*)], 
cp(a)  étant  différent  de  zéro  et  ?'(#)  fini.  Le  résidu  relatif  à  a, 
qui  n  est  autre  que  la  limite  de  - — p-H1- pour  z  =  a,  parce 

que  a  est  un  infini  simple  de  t— -  >  sera  égal  à  «  ;  on  aura  des 

résultats  analogues  pour  les  autres  points  racines  compris  à  l'in- 
térieur de  S,  et  l'intégrale  considérée  sera  égale  à 

aie  y/  —  i  (/i  -+-  n'  +  n'-h  . .  .)  =  aicji.  V^ — *> 

ce  qui  démontre  notre  proposition.  Gomme,  d'autre  part,  l'inté- 
grale indéfinie  est  LF(z),  on  voit  que  ce  logarithme  augmente 
de  a  (Aie  /— i  quand  on  fait  parcourir  au  points  le  contour  entier 
dans  le  sens  direct;  réciproquement,  il  suffirait  de  connaître  cet 
accroissement  de  L  F(«)  pour  en  déduire  le  nombre  des  racines 
comprises  dans  le  contour. 

Prenons  pour  F(z)  un  polynôme  de  degré  m,  pour  S  une  cir- 
conférence de  très  grand  rayon  R  ayant  son  centre  à  l'origine;  on 
posera 

et,  quand  z  parcourra  la  circonférence,  0  variera  de  o  à  aie; 

Tr-{  dz  se  réduira  sensiblement  kimdiï  /—^  et  l'intégrale  le 

long  de  la  circonférence  à  amie  y/^~\  :  on  en  conclut  qu'une  équa- 
tion de  degré  m  a  m  racines. 

47*.  Pour  arriver  à  la  formule  deLagrange,  considérons  l'équa- 
tion 

(i)  s  —  Ç  —  a/00  =  o, 

dans  laquelle  a  et  Ç  sont  donnés  :  traçons  autour  du  point  Ç  un 
contour  S  à  l'intérieur  duquel  f(z)  etf(z)  soient  continues  et 
monodromes,  et  supposons  le  module  de  a  assez  petit  pour  qu'en 

tous  les  points  de  S  le  module  de  *_j,  /  8oit  < T-  Je  dis  çra©  Ie 
nombre  des  racines  de  l'équation  (i)  comprises  à  l'intérieur  de  S 


458  cours  d'analyse. 

se  réduit  à  l'unité  :  en  effet,  ce  nombre  est  égal  au  quotient  par 
a*  /^T  de  l'accroissement  que  subit 

(a)         L[* -Ç -«/(=)]=  L[2-Ç]-hl[i+^] 

quand  l'affîxe  de  z  parcourt  une  fois  S  dans  le  sens  direct.  Or. 
dans  ce  déplacement  de  z,  l'argument  de  z  —  £  augmente  de  2?r, 

L(z  —  Ç)  croit  de  aie/—1  ;  quant  au  dernier  logarithme,  il  est 
de  la  forme  L(i  -+-  n)>  le  module  de  u  restant  <  i;  c'est  une  fonc- 
tion monodrome  qui  reprend  sa  valeur  quand  z  revient  à  son 

point  de  départ.  En  définitive,  le  logarithme  (i  )  croît  de  21c  /—  1, 
et  l'équation  (1)  n'a  qu'une  racine  à  l'intérieur  de  S;  cette  racine, 
que  je  désigne  par  zu  est  une  fonction  bien  déterminée  de  Ç  et 
de  a;  c'est  celle  qui  se  réduirait  à  Ç  si  Ton  suppposait  a  =  o. 

SÉRIE  DE  LAGRANGE. 

48*.  Soit,  en  conservant  les  notations  du  n°  47*,  <?(s)  une 
fonction  continue  et  monodrome  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
comprises  dans  le  contour  S  :  la  formule  de  Lag range  a  pour  ob- 
jet de  développer  <p(zi)  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  a.  Posons,  pour  abréger, 

[i-«f(0]?(0  =  <KO. 
Nous  avons  l'identité 

H*) «KO    ,    «/(0«KO   , 

Le  premier  membre  n'a,  dans  l'intérieur  de  S,  qu'un  seul  pôle, 
z  =  zi;  comme  c'est  un  infini  simple,  le  résidu  correspondant  est 


) 


Gela  posé,  multiplions  tous  les  termes  de  l'identité  (4)  par  dzt 
et  intégrons  chacun  des  produits  tout  le  long  de  la  ligne  S  :  d'après 
le  théorème  de  Cauchy,  l'intégrale  du  premier  membre  est  égale 
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à  ait  Ai;  de  plus  on  a 

On  a  donc,  en  divisant  par  277/, 


„  _j_  rr« /coi*»*    w* 

Je  dis  que  R,  est  nul  pour  n  infini  :  en  effet,  soient  /  la  lon- 
gueur de  la  ligne  S,  M  et  M' les  plus  grandes  valeurs  que  prennent 

sur  cette  ligne  les  modules  de  8  '  V  et  de =" — tt-t  ;  on  aura 

modR»</M'M*+1; 

or  le  dernier  terme  est  nul  pour  n  inGni,  puisque,  par  hypothèse 
M  <  1;  modR/x  et  RA  ont  donc,  a  fortiori,  zéro  pour  limite. 

Maintenant,  dans  l'égalité  (5),  remplaçons  les  fonctions  <J>  par 
leurs  valeurs  (3)  :  le  premier  membre  devient  <p(zi);  dans  le 
second,  nous  grouperons  les  deux  termes  qui  renferment  a  à  une 
même  puissance  et,  pour  éviter  toute  difficulté,  nous  ajouterons 

et  nous  retrancherons  -. a  ->v^^^r[/(0,w',  <P(î)]î  A  viendra 


?(*i)  =  ?(Ç)  +  «[g[/«)î«)-/(Ç)?(0] 


|i=m-i 


+  R»-(TTÏÏÏ^/(Ç)      ?(°- 

Le  terme  entre  crochets  dans  le  S  est  égal  à  la  dérivée  (n — i)**"- 
do  /(Ç)*1  ?'(?)»  quant  au  dernier  terme,  il  tend  vers  zéro  pour 
n  infini;  en  effet,  c'est  le  terme  général  du  second  membre  de 
l'équation  (5)  dans  laquelle  on  aurait  changé  <|*  en  <p,  et  ce  second 
membre,  prolongé  indéfiniment,  doit  former  une  série  conver- 


46o  cours  d'analyse. 

gente.  Le  second  membre  de  l'équation  (6)  peut  donc  aussi  être 
prolongé  indéfiniment  et  donne  une  série  convergente;  on  a 

Telle  est  la  série  de  Lagrange;  elle  reste  convergente  tant  que 
ol  satisfait  à  la  condition  posée  dès  l'abord,  et  a  pour  somme  une 
fonction  parfaitement  déterminée. 


PROBLEME  DE  KEPLER. 

49*.  Pour  nous  rendre  compte  des  conditions  de  convergence 
de  la  série  de  Lagrange,  considérons  l'équation  de  Kepler 

(i)  s  =  Ç-+-asinz; 

prenons  pour  le  contour  d'intégration  S  dont  nous  nous  sommes 
servis  une  circonférence  décrite  du  point  (  comme  centre  avec  r 
pour  rayon;  un  point  de  ce  contour  a  une  affixe  de  la  forme 

Nous  devons  avoir,  pour  toutes  les  valeurs  de  0, 

modg31P    -j— ~ — -  <1t        modot<r:modsin(Ç-hr^')- 
reP* 

11  suffit  que  cette  inégalité  ait  lieu  pour  la  valeur  de  0  qui  rend  le 
module  du  sinus  maximum.  Supposons,  comme  c'est  le  cas  en 
Astronomie,  que  Ç  soit  réel;  on  a 

sin(Ç  -t-reto)  =  sin(Ç-h7,cos6)cos(r/sin8) 

■+•  cos(Ç  4-  r  cosô)  sin(rt  sinô) 

=  -sin(Ç4-rCOSe)(^*sln6_h<r-riIn0) 

-+-  7C0S(Ç  +r  cos6)(^»ta«— e-"***). 
Le  carré  du  module  de  sin(Ç  ■+■  re0/)  est  donc 

I[e«r»lDe4_e-Ir»ln6_2C0S2(Ç4_rc08e)]. 

4 
Cette  expression  atteint  son  maximum  absolu  m*  pour  6  =  - 
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ir 


et  Ç  =  -  y  valeur  qu'il  est  bon  de  considérer  si  Ton  veut  être  cer- 
tain de  pouvoir  développer  en  série,  quel  que  soit  (,  les  fonctions 
de  la  racine  z,  qui  se  réduit  à  Ç  pour  a  =  o.  Quoi  qu'il  en  soit,  le 

maximum  m  est  égal  à  -(er-he~r),  et  nous  devons  choisir  fit  de 
telle  sorte  qu'on  ait 

moda< 


e r  -t-  e~r 


Maintenant  nous  avons  le  droit  de  prendre  le  rayon  r  de  la  cir- 
conférence auxiliaire  de  manière  que  le  second  membre  soit  aussi 
grand  que  possible  :  ce  sera  un  maximum  parmi  les  minimums 
relatifs  à  6.  La  valeur  de  r  qui  donne  ce  maximum  est  déterminée 

par  l'équation 

er-\-err — r(er — e~r)  =  o; 

elle  est  égale  à  1,19968...  et  donne  0,66274...  pour  la  limite 
que  peut  atteindre  mod«  sans  que  la  série  de  Lagrange  cessa 
d'être  applicable  aux  fonctions  continues  et  uniformes  de  zt. 

SÉRIE  OE  FOUR  1ER. 

50*.  Soit  <i>  une  quantité  de  la  forme  pe*1;  elle  peut  être  repré- 
sentée par  un  segment  rectiligne  P,  de  longueur  p,  ayant  pour 
origine  un  point  quelconque  et  faisant  l'angle  0  avec  Taxe  des  x. 
Je  dis  que  toute  fonction  u  =  f(z)  qui  admet  pour  période  ta,  qui 
est  continue  et  monodrome  pour  les  valeurs  de  z  comprises  entre 
deux  droites  indéfinies  L,  L' parallèles  à  P,  est  développable  en  une 
série  trigonométrique  dont  les  divers  termes  ont  pour  coefficients 
des  intégrales  définies. 

Posons  v  =  e  w  :  aux  divers  points  d'une  parallèle  à  P,  les 
valeurs  de  z  sont  de  la  forme  z0-h  tu,  z0  étant  Tune  d'entre  elles 
et  t  un  coefficient  réel  quelconque;  les  valeurs  correspondantes 
de  e  ont  des  modules  égaux,  mais  leurs  arguments  contiennent  la 
quantité  variable  211;;  c'est  dire  que  les  affixes  de  v  ont  pour  lieu 
une  circonférence  ayant  son  centre  à  l'origine;  si  le  point  z  décrit 
un  segment  égal  à  co,  t  variant  de  o  à  1,  le  point  v  décrira  précisé- 
ment une  circonférence.  Aux  droites  L,  L'  correspondent  deux  cir- 
conférences C,  G',  concentriques  à  l'origine;  à  chaque  valeur  de  z 
prise  dans  la  bande  LL'  répond  une  valeur  de  e  dont  l'affixe  est 
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dans  la  couronne  limitée  par  les  circonférences  C  et  C;  si  z  est 
en  dehors  de  LL',  v  sera  en  dehors  de  la  couronne  CC. 

La  fonction  u,  qui  dépend  de  z,  peut  être  regardée  comme  une 
fonction  ?(?);  je  dis  que  cette  fonction  est  monodrome  pour  les 
valeurs  de  v  comprises  dans  la  couronne  CC.  On  voit,  en  effet, 
qu'à  une  valeur  donnée  de  v  correspondent  une  infinité  de  valeurs 
de  s,  mais  que  ces  valeurs  diffèrent  les  unes  des  autres  de  mul- 
tiples de  u>;  or,  par  hypothèse,  /(z-h/wid)  n'a  qu'une  valeur, 
quel  que  soit  l'entier  m,  tant  que  z  est  compris  dans  la  bande  IX': 
donc,  à  la  valeur  donnée  de  v  dans  la  couronne  CC,  correspond 
une  seule  valeur  de  u\  <p(p)  est  donc  monodrome  dans  la  môme 
région;  elle  y  est  aussi  continue  au  même  titre  que  f(z)  l'est 
entre  les  droites  L  et  L';  donc  <p(p)  peut  se  développer  par  la 
formule  de  Laurent  en  une  série  de  la  forme 

W»:r:oo 

d<> 


(")=    2   A*l'w'        Am=  ^TiJ^^ 


çM+  1 
l»  =  — • 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'une  circonférence  concentrique  aux 
circonférences  C  et  G'  et  comprise  entre  elles. 

Mais  aux  points  de  cette  circonférence  on  peut  faire  corres- 
pondre des  valeurs  de  z  dont  les  affixes  décriront  une  droite  u» 
située  entre  L  et  L'  ;  on  a 

tiTZz 


11TZ 


dv  =  —  e  w    dz  : 

CD 


il  en  résulte 


r  —  *m/7CZ 

«/m 


Ct) 

Imi'lT»      „  2m/lts 


Pour  éviter  les  confusions,  il  est  convenable  de  remplacer,  dans 
l'intégrale  définie,  z  par  une  autre  variable,  a  par  exemple;  il 

sera  alors  permis  de  faire  entrer  sous  le  signe  /  l'exponentielle 

qui  multiplie  l'intégrale  et  qui  est  une  constante  relativement  à  a  : 
il  viendra 

Si  l'on  réunit  deux  à  deux  les  termes  dans  lesquels  m  a  des 
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valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  et  si  Ton  met  à  part  le 
terme  correspondant  à  m  —  o,  on  aura 


/(o- 1  jf/M*-.  j  f  jf^)-22—^*- 


Telle  est  la  formule  de  Fourier,  qu'on  peut  mettre  sous  une 
forme  un  peu  différente  en  développant  le  cosinus  de  la  différence 
des  deux  arcs  qui  figurent  dans  chacune  des  intégrales. 

51*.  Supposons  que  u>  soit  réel  et  qu'on  ne  donne  à  z  que  des 
valeurs  réelles  x;  les  intégrales  qui  figurent  dans  l'équation  (i) 
seront  prises  en  faisant  varier  a  depuis  une  valeur  a0  quelconque 
jusqu'à  a0 -t-c*>;  si,  de  plus,  on  dédouble  les  cosinus  comme  il 
vient  d'être  dit,  on  pourra  écrire 


(2)   (  -+-->cos /  /(a)cos d% 

'    \  eu  Ad.  a)     _/„  y      '  tu 

f  /ia)«n_<fa. 

Fourier  a  voulu  appliquer  cette  formule  à  une  fonction  quel- 
conque de  .r,  pourvu  qu'elle  fût  finie  et  bien  déterminée,  mais 
sans  l'astreindre  à  être  continue  et  périodique  :  l'analyse  précé- 
dente n'est  plus  applicable,  et  il  est  clair,  d'ailleurs,  que  le  second 
membre  de  l'équation  (2)  ne  peut  représenter  qu'une  fonction 
périodique  de  x;  il  est  nécessaire  de  chercher  ce  qu'il  représente 
effectivement  :  Dirichlet  a  montré  que  c'est  une  fonction  qui  coïn- 
cide avec  f{x)  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  oto  ©t  oo  -+•  <*>, 
mais  qui,  en  dehors  de  cet  intervalle,  se  reproduit  périodique- 
ment. Je  ne  crois  pas  devoir  traiter  ici  cette  question,  et  je  me 
bornerai  à  citer  un  exemple,  pour  fixer  les  idées  :  soient  f(x)  =  x, 
o>  =  arc,  oq  =  —  7c.  Les  intégrales  qui  entrent  dans  l'équation  (2) 
sont 

/     xdx  =  o,  I     xsmmxdx  =  (—  i)m+i —  » 


/ 


x  cosmx  dx  =  o; 

—  K 
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le  second  membre  de  l'équation  devient 

(3)   ¥(x)  =  alsinx sin2.r  +  ^sin3.r  —  Tsin4-r-H. 

La  ligne  définie  par  l'équation  y  =  F  (a:)  coïncide  avec  la  por- 
tion M'M  de  la  bissectrice  de  l'angle  YOX  qui  est  comprise  entre 


les  droites  *  =  —  itet4r  =  it;  pour  x  =  (am  -+-  i)it,  la  ligne  est 
discontinue  et,  en  définitive,  elle  est  formée  d'une  infinité  de  seg- 
ments rectilignes  égaux  et  parallèles  à  M'M,  comme  l'indique  la 
figure. 

Pour  x  =  -i  l'équation  (3)  donne  une  identité  connue 

ir  _  il        i 

4  "-1""3"h5"7"*"'-" 


En  faisant  x  =  7  >  on  aurait  l'égalité  assez  remarquable 

4 

TZ         f  Illf  I  \  i/ï  « 

8       \         3        5        7       9        n  /    2         8 
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THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE 


VE» 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Les  personnes  qui  veulent  étudier  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  ont  certainement  d'excellents  ouvrages 
à  leur  disposition  :  les  F  un  dament  a  nova  de  Jacobi,  les 
OEuvres  d'Abel,  l'ouvrage  plus  ancien  de  Legeudre,  sont 
des  chefs-d'œuvre  qu'il  est  bon  d'avoir  lus  quand  on  veut 
approfondir  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Le  Traité 
des  fonctions  doublement  périodiques,  de  MM.  Briot  et 
Bouquet,  résume  aujourd'hui  presque  tous  les  faits  acquis 
à  la  Science  sur  cette  branche  intéressante  de  l'Analyse; 
mais  il  n'existe  pas  de  Traité,  pour  ainsi  dire  élémentaire, 
dans  lequel  on  puisse  prendre  une  idée  suffisamment 
exacte  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  sans  cepen- 
dant l'approfondir  dans  tous  ses  détails. 

Nous  croyons  donc  faire  une  chose  utile  en  offrant 
aux  lecteurs  des  Nouvelles  annales  une  théorie  des 
fonctions  elliptiques  résumant  leurs  propriétés  les  plus 
importantes,  et  leurs  principales  applications  à  la  Géo- 
métrie et  à  la  Mécanique. 

Nous  n'avons  pas  l'intention,  disons -le  immédiate- 
ment, de  suppléer  à  la  lecture  des  grands  maîtres;  nos 
articles  devront  surtout  avoir  pour  but  de  faciliter  cette 
lecture  et  d'en  inspirer  le  goût. 
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ROTIONS    PRÉLIMINAIRES. 

Avant  d'aborder  la  question  des  fonctions  elliptiques, 
nous  ferons  connaître  quelques  principes  relatifs  à  la 
théorie  générale  des  fonctions. 

Nous  représenterons  une  imaginaire  x-{-y  yj — i  par 
un  point  dont  les  coordonnées  seront  x  et  y,  ou  par  une 

droite  dont  la  longueur  sera  le  module  rz=y]x*-+-yty 
faisant  avec  Taxe  des  x  un  angle  0  égal  à  l'argument  de 

x  -\-y  ^ — i.  Cet  argument  sera  d'ailleurs  pour  nous 

l'un  quelconque  des  angles  ayant  pour  cosinus  -  et  pour 

X 
sinus  -• 

r 

Quand  nous  dirons  que  le  point  x  -\-y  yj —  i  décrit 
une  courbe,  il  faudra  entendre  par  là  que  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  x,y  décrit  cette  courbe.  On  peut 

considérer  l'expression  X  4-  Y  \j —  i ,  où  X  et  Y  sont  des 

fonctions  de  x  et  yy  comme  une  fonction  de  x  -h  y  \/— T. 
Cauchy  se  plaçait  à  ce  point  de  vue,  mais  nous  ne  con- 
sidérerons que  les  fonctions  de  x  -h  y  ^ —  î  ayant  une 
dérivée  uniqueet  bien  déterminée.  Cette  condition  d'avoir 
une  dérivée  unique  impose  à  X  et  Y  certaines  propriétés 

que  nous  allons  faire  connaître.  La  dérivée  de  X  +  Y  ^ — i 
est 


dTL  +  JY 


dX,        dX,  , /dY,        dY  ,  \ 

/ T" ***+  Tdy  +  V  —  »  l  T~d*-*-  !Tdy  ) 


dx-k-djr^ — i  dx~j-dy^ — i 

dy 

et,  pour  qu'elle  soit  indépendante  du  rapport  -—•>  c'est-à- 


dire  de  la  manière  dont  dx  +  dy  \J —  i  tend  vers  zéro, 
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il  faut  que 


dX         / dY      dX        / dY 

dx  dx        dr  dr 


d'où  Ton  conclut,  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  coef- 
ficients de  ^ —  i , 

dX_dY       dY___îîX 

àx       dy        dx  dy      *   '* 

Nous  supposerons  ces  relations  toujours  satisfaites;  d'ail- 
leurs, la  manière  dont  on  prend  les  dérivées  des  fonctions 
que  l'on  rencontre  en  analyse  prouve  que  ces  fonctions 
n'ont  qu'une  seule  dérivée. 

Une  fonction  qui  n'a  qu'une  dérivée  en  chaque  point, 
c'est-à-dire  pour  chaque  valeur  de  la  variable,  a  quelque- 
fois été  appelée  monogène. 

Une  fonction  est  dite  monodrome  dans  une  portion  C 
du  plan,  quand,  le  point  qui  représente  sa  variable  (ou, 
pour  abréger,  quand  sa  variable)  se  mouvant  dans  cette 
portion  C  du  plan,  la  fonction  reprend  toujours  la  même 
valeur  quand  sa  variable  repasse  par  le  même  point. 

Les  fonctions  bien  définies,  telles  que  les  fonctions  ra- 
tionnelles, le  sinus,  le  cosinus,  l'exponentielle,  etc.,  sont 
monodromes  dans  toute  l'étendue  du  plan;  car,  leur  va- 
riable étant  donnée,  elles  sont  entièrement  définies.  Il  n'en 
estpas  de  même  des  fonctions  irration  n elles  ;  ainsi ,  pour  ne 

prendre  qu'un  seul  exemple,  ^z  —  a  ou  \x  •+- y  \f—ï — <* 
n'est  pas  monodrome  à  l'intérieur  d'un  contour  conte- 
nant le  point  a. 

Imaginons,  en  effet,  que  le  point  z,  ovix-{-y^—i, 


(*)  Pour  l'interprétation  de  ces  formates,  voir  le  Traité  des  fonctions 
doublement  périodiques,  de  MM.  Briot  et  Bouquet. 
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décrive  un  cercle  de  rayon  rayant  pour  centre  le  point  a, 
on  sait  que  la  droite  qui  représente  la  somme  de  deux 
imaginaires  est  la  résultante  des  droites  représentant 

chaque  partie  de  la  somme  (*)  ;  la  droite  re**7"1,  qui  re- 
présentera la  somme  z —  a,  sera  donc  la  résultante  des 
droites  qui  représentent  z  et  —  a.  Cette  droite  est  celle 
qui  va  du  point  -f-a  au  point  z.  Supposer  que  le 
point  z  décrit  un  cercle  de  rayon  r  autour  du  point  4,  c'est 

donc  supposer  que  le  module  r  de  z  —  a  =  re**7-1  reste 
constant.  Cela  posé,  on  a 


i  e 


^z  —  a  = 


Que  le  point  z  se  meuve  sur  le  cercle  en  tournant  dans 

le  sens  positif  (celui  dans  lequel  les  angles  croissent  en 

ô 
Trigonométrie),  0  va  croître  ainsi  que  -•  Mais, quand 

0  aura  varié  de  arc,  le  point  z  sera  revenu  à  son  point 
de  départ,  et  z  aura  repris  sa  valeur  initiale;  il  n'en 

sera  pas  de  même  de  \Jz  —  a,  qui  sera  devenu 

r*e  f  =  —  r*er      , 

et  qui  aura  changé  de  signe. 

DES   INTÉGRALES    PRISES   ENTRE    DES    LIMITES    IMAGINAIRES. 

La  fonction  f(z)  de  la  variable  imaginaire 

z  =  x-+-jr  y/ —  i 


(*)  Voir  l'Ouvrage  de  Mourey  sur  La  vraie  théorie  des  quantités  pré- 
tendues imaginaires  ;  sur  le  Calcul  des  équipollences  (Nouvelles  Annales^ 
2e  série,  t.  Vlll,  1869);  mon  Traité.  d'Algèbre;  l'Ouvrage  de  MM.  Briot 
ci  Bouquet  déjà  cité,  etc. 
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est  eu  réalité  une  fonction  de  deux  variables,  et  si,  entre 
x  èljr,  on  établit  une  relation,  telle  que 

*  =  ?(')»    r  =+(0. 

/'(s)  devient  alors  fonction  de  la  seule  variable  t.  Si  Ton 
pose  alors 

*•  =  *('•}.  *  =  ♦('•}»   x  =  f(T)»    T=+(T)i 

et 

*0  =  x,  -4-  y.  VCri»      Z=:X^Yv/^7, 

l'intégrale 


JXS-SH* 


aura  une  valeur  bien  déterminée.  On  représente  souvent 
cette  intégrale  par  le  symbole 

2 


qui,  comme  Ton  voit,  est  indéterminé  si  Ton  ne  dit  pas 
de  quelle  façon  x  etjr  sont  liés  entre  eux  ou  à  t.  Cette 
expression  est  ce  que  Ton  appelle  une  intégrale  prise 
entre  des  limites  imaginaires  ;  pour  en  préciser  le  sens, 
on  ajoute  la  relation  qui  lie  x  à  yy  soit  directement,  soit 
par  l'intermédiaire  de  la  variable  auxiliaire  t. 

Le  plus  souvent  on  emploie,  pour  fixer  le  sens  de  la 

notation    I    f  (z)  dz,  un  langage  géométrique,  et,  au  lieu 

de  se  donner  les  relations  x  =  <y  (t ) ,  y  =  ty  (t  ),  on  in- 
dique la  nature  de  la  courbe  représentée  par  ces  équa- 
tions. Si,  par  exemple,  on  posait 

jp  =  cosf,     jf  =  sin  t , 

on  aurait  x*-+-  y%=- 1»  et  si  Ton  intégrait  par  rapport  à  t 
de  zéro  à  ir,  on  dirait  que  Ton  prend  l'intégrale  le  long 
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d'un  demi -cercle  de  rayon  un,  décrit  de  l'origine  comme 
centre  et  limité  à  l'axe  des  x. 

Réciproquement,  quand  on  se  donne  le  contour  d'in- 
tégration, on  ramène  facilement  l'intégrale  à  une  ou 
plusieurs  autres  prises  entre  des  limites  réelles.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  Ton  demande  d'intégrer  f  (z)dz 
le  long  d'une  droite  inclinée  a  45  degrés  sur  Taxe  des  x, 
isâue  de  l'origine  et  aboutissant  &  un  point  situé  à  la  dis- 
tance /  de  l'origine. 

Les  éouatiensde  cette  ligne  seront 


v/2  yfi 

X  =  c 

on  aura 


xz=t — ,     jr  =  t — -, 


dxz=dt^—y     drr^dt—y 
et,  par  suite, 

Je  prends  pour  limites  o  et  /,  parce  que  t  représente  la 
distance  du  point  (x,  y)  à  l'origine*,  cette  distance  est  o 
ou/,  selon  que  le  point  (x,y)  est  à  l'origine  ou  à  l'ex- 
trémité de  la  droite. 

Théorème  deCaucfiy.  —  Le  point  z  variant  à  V inté  - 
rieur  d'un  contour  donné,  si,  à  l'intérieur  de  ce  contour, 
la  fonction  f(z)  reste  monodrome,  monogène  et  finie, 

V intégrale  j    f(z)dz  conservera  toujours  la  même  va- 

leur^  pourvu  que  le  chemin  qui  mène  de  z0  àZ  ne  sorte 
pas  du  contour  donné,  quel  que  soit  d'ailleurs  ce  cAe- 
min. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  un  des  plus  féconds  de 
toute  l'Analyse,  nous  intégrerons  la  fonction  f(z)  le  Ion 


S 
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de  deux  contours  AMB,  ANB.  Soient  s  l'arc  du  premier 
contour  compté  à  partir  du  point  A,  et  ks  Parc  du  second 
compté  toujours  à  partir  du  même  point  A;  soient 

les  équations  du  premier  contour,  et 

celles  du  second}  et,  en  désignant  par  S  Tare  AMB, 


supposons  que  AS  soit  Tare  ANB.  Joignons  maintenant 
les  points  correspondants  des  deux  contours;  soient  M 
et  N  deux  points  correspondants,  c'est-à-dire  tels  que 
AN  =  AAM,  Nous  supposerons  que  la  droite  MN  soit 
tout  entière  dans  l'intervalle  compris  entre  les  deux  con- 
tours-, considérons  maintenant  le  contour  ayant  pour 
équations 

a,  —  a,  'a!  —  a, 

Pour  a  =  a1,  il  se  réduira  au  premier  contour  AMB, 
et,  pour  a  =  a,,  il  se  réduira  au  second  ANB  ;  et,  de 
plus,  tous  ses  points  seront  compris  à  l'intérieur  de 
l'aire  AMBNA,  quand  on  supposera  a  compris  entre  ax 
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et  <xt.  Intégrons  la  fonction  f(z)  le  long  de  ce  contour, 
nous  aurons 

—  )  —  restent  d'ailleurs  finis,  ainsi  que  leurs  dérivées 

prises  par  rapport  à  a.  Appelons  u  cette  intégrale,  nous 
aurons 

OU 

au        CS  I" *,,   \dz  Hz        .,   .    d*z  1  , 

a==J.  K(l,ïCE+/ïa,îraJ*' 

ou,  en  intégrant  le  second  terme  par  parties, 

ou 

Or  —  est  nul  pour  5  =  o  et  5  =  S,  le  contour  passant 

en  A  et  B  pour  s  =  o  et  s  =  S  quel  que  soit  a,  c'est-à-dire 

ne  dépendant  pas  alors  de  a,  donc  —  =  o,  et,  par  suite, 

u  ne  dépend  pas  de  a;  il  a  donc  la  même  valeur  pour 
a  =  at  et  pour  a  =  a„  c'est-à-dire  que  l'intégrale  prise 
le  long  de  A  MB  ou  de  ANB  conserve  la  même  valeur. 
Cela  suppose  toutefois  que/(z)  conserve  la  même  valeur, 
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quel  que  soit  le  contour  par  leqncl  le  point  z  se  rend 
de  A  en  B;  f(z)  doit  donc  être  monodrome;  elle  doit 
aussi  Être  monogène,  car  nous  avons  supposé 

^  =  />(»l-      et     ï=/»|,]i, 

c'est-à-dire  que  nous  avons  admis  qaaf{z)  restait  indé- 
pendant de  la  direction  de  l'accroissement  donné  à  z. 
pour  en  faire  le  calcul;  enfin  nos  raisonnements  sup- 
posent^*) elf(z)  finis. 

Considérons  maintenant  deux  contours  quelconques 


aboutissant  en  A  et  B,  et  désignons,  pour  abréger,  par 
(PRQ  ...)  l'intégrale  de/(«)  prise  le  long  d'un  contour 
désigné  par  PRQ  ....  Le  théorème  est  démontré  pour 
deux  contours  formant  à  eux  deux  un  contour  fermé 
convexe,  car  une  sécante  joignant  deux  points  corres- 
pondants ne  rencontre  le  contour  fermé  qu'en  deux  points 
et  reste  intérieure  à  ce  contour  :  il  en  résulte  que  l'in- 
tégrale prise  le  long  d'un  contour  fermé  convexe  quel- 
conque est  nulle,  car  l'intégrale  en  question  est  égale  à 
l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  infiniment  petit. 
C'est  cette  proposition  que  nous  allons  d'abord  généra- 
liser :  considérons  le  contour  AMBN,  décomposons-le  en 
une  infinité  d'autres  par  des  parallèles  à  une  direction 
donnée,  on  obtiendra  ainsi  une  série  de  contours  con- 
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vexes.  En  vertu  de  la  notation  adoptée,  on  aura  alors 


(ab)  +{bb')  +(W)  +  (fl'fl)  =  o, 
(a* V)  -f-  (b'b*)  H-  [b"a")  -f-  (a'V)  =o, 

m 

> 

si  Ton  ajoute  toutes  ces  formules,  les  termes  tels  que  [a'b') 
et  (b'a)  se  détruisent,  et  il  reste  2(a'a)  -f-  2(W)  =  o, 
c'est-à-dire  que  l'intégrale  prise  le  long  du  contour 
fermé  total  est  nulle.  On  a  donc 


ou 

c'est-à-dire 


(AMB)-h(BNA)  =  o, 

(AMB)  —  (ANB)  =  o, 

(AMB)  =  (ANB). 


C.  Q.  F.  D« 


CAS    OU    LE    THÉORÈME   DE   CÂUCHY   TOMBE    EH    DÉFAUT. 

Cauchy  a  remarqué  que  son  théorème  tombait  en 
défaut  dès  que  la  fonction  f(z)  cessait  d'être  finie,  con- 
tinue, monodrome  ou  monogène,  et  il  a  tiré  parti  de  ces 
cas  pour  enrichir  la  Science  d'une  de  ses  plus  belles 
découvertes. 

Théorème  I.  —  L'intégrale  d'une  fonction  mono- 
drome, monogène,  finie  et  continue  (ou  synectique, 
comme  l'appelle  Cauchy)  à  l'intérieur  d'un  contour 
fermé,  est  nulle  quand  on  la  prend  le  long  de  ce 
contour. 

En  effet,  elle  est  égale,  comme  nous  l'avons  déjà  ob- 
servé, à  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  quel- 
conque, ayant  la  même  origine  et  la  même  extrémité,  in- 
térieur à  ce  contour  ;  le  deuxième  contour  pouvant  être 
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pris  aussi  petit  que  Ton  veut,  puisque  F  origine  et  l'ex- 
trémité se  touchent,  l'intégrale  est  nulle. 

Cauchy  appelle  résidu  de  la  fonction  monodrome, 
monogène  et  continue  f  (z),  pour  la  valeur  c  qui  rend 
f(z)  infinie,  l'intégrale 


2îT  ^ —  I 

prise  le  long  d'un  contour  circulaire  de  rayon  infini- 
ment petit,  décrit  du  point  c  comme  centre. 

* 

Théorème  II.  —  Soient  Rft,  R„  . . .,  RA  les  résidus 
de  la  fonction  f(z)  relatifs  aux  infinis  ct,  cl9  . . .,  cn 
de  cette  fonction,  contenus  à  l'intérieur  d'un  contour 
fermé  où  elle  reste  monodrome  et  monogène,  l'inté- 
grale ff(z)  dz  prise  le  long  de  ce  contour  sera  égale  à 


(R,  -f-  Ri  -f-  ...  -h  R„)  OtirV—  1  . 

Supposons  qu'il  n'y  ait  que  deux  infinis  dans  le  con- 
tour, et  qu'ils  soient  les  centres  des  cercles  bcd9  ghi\ 
appelons  en  général  (M)  l'intégrale  de  f(z)  le  long  du 
contour  désigné  par  M. 

Le  contour  abcdaefghifjha  constitue  un  contour  fermé 
ne  contenant  pas  les  infinis  de/  (z)  -,  donc  (abcdaefghijjka) 
est  nul.  Or 

(abcdaefghifjha)  =  (ab)  -f-  (bcd)  -h  (da)  -h  (aef)  +  (fg) 

le  premier  membre  est  nul  5  (ab)  = —  (rfa),  car  ce  sont 
les  mêmes  intégrales  dont  les  limites  sont  inversées-,  de 
même  (fg)  =  —  (if)  et  (Jjka)  -h  (aef)  est  l'intégrale 
proposée^  on  a  donc 

o=[bcd)  +  (ghi)  +  ff[*)dz. 


1 
1 
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Or  (bcd)  est  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  cir- 
culaire très-petit  décrit  autour  d'un  infini,  z  marchant 

Fig.  3. 


dans  le  sens  rétrograde;  cette  intégrale  est,  au  facteur 

près - — :>  le  résidu  def(z)  ;  donc 

2*V — i 


o  = 


—  27T  y  —  lRi  —  2W  ^  —  l&i  -h  ff{z)dz, 


ou 


//(*)A  =  air^-i(Rl  +  ll1). 


C.  Q.  F.  D, 


CALCUL    DES    RÉSIDUS. 

Avant  de  montrer  comment  on  calcule  le  résidu 
d'une  fonction,  nous  allons  revenir  un  instant  sur  la 
règle  de  la  différentiation  sous  le  signe  f.  Cette  règle 
est  encore  applicable  quand  on  s'adresse  à  une  intégrale 
prise  entre  des  limites  imaginaires,  puisqu'une  telle  in- 
tégrale revient  à  une  autre  prise  entre  des  limites  réelles. 
Enfin  cette  règle  est  encore  applicable  quand  la  variable 
par  rapport  à  laquelle  on  ditférentie  est  imaginaire. 
En  effet,   différentier    une  quantité  u  par   rapport   à 

x  -\rj^ — i,  c'est  calculer  le  rapport 

d«   ,        du  , 

—  dx  4-  -r-  dr 

àr  t\y    J 

■■  -• 

dx  -+-  dy  ^  —  i 
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Ce  rapport  est  indéterminé  (excepté  si  u  est  une  fonc- 
tion monogène),  et,  pour  en  préciser  le  sens,  on  doit 

dy 
donner  le  rapport  —->  ou,  si  Ton  veut,  on  doit  supposer 

CLJC 

x  et  y  fonctions  données  <p(t),  ty  (?)  d'une  même  va- 

dx        dy 
riable  *.  et  se  donner  —r  et  -7-  •  On  diflcrentie  alors  le 

'  dt        dî 

long  de  l'élément  (dx9  dy)  appartenant  à  une  courbe 
dont  les  équations  sont  x  =  (f(f),j  =  ^(l);  on  a  alors 
l'expression  suivante  de  la  dérivée  de  u 

dit   , ,  .       d«      , 

E^'J  +  a^C) 

—        ■  ■  » 

Si  l'on  veut  alors  di  fie  rentier  l'intégrale 

du     da 


par  rapport  k  x-hjry/ — 1,  on  formera  —,  —  par  la 
règle  ordinaire,  et  l'on  aura 


dV 


/ 


ou 

dv  r      à/ 


■/; 


rzr-dp, 


d(x-hjnj  —  1)      J  (1^4-/^-7) 

et  l'on  voit  que  Ton  diflerentie  par  rapport  à  un  para- 
mètre imaginaire  comme  par  rapport  à  un  paramètre 
réel. 

Lorsque  la  quantité  qui  se  trouve  placée  sous  le  signe/ 
est  monogène  par  rapport  au  paramètre,  on  peut  rai- 
sonner encore  plus  simplement  en  faisant  observer  que 

-=-  est  égal  à  -j-î  et  que  diÛerentier  par  rap- 

d(j*-*-r^— 1)  dx         i  ri 


r 

! 
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port  à  x  -hyyf—~î)  c'est  en  définitive  différenlier  par 
rapport  à  la  variable  réelle  or. 

Cela  posé,  calculons  d'abord  le  résidu  de  la  fonction 

y>  '  9  y(z)  étant  supposée  finie  et  différente  de  zéro 

pour  z  =  c  ;  ce  résidu  est 


c 


et  l'intégrale  est  prise  le  long  d'un  contour  circulaire 
infiniment  petit  décrit  autour  du  point  c  comme  centre. 
Soit  e  le  rayon  de  ce  contour,  on  pourra  poser 

et  faire  varier  0  de  o  à  arc.  En  effet,  la  longueur  de  cz 


étant  désignée  par  e,  et  c  restant  constant,  le  point  z 
décrit  le  cercle  de  rayon  e  et  de  centre  c.  L'angle  0  est 
r  angle  X  cz  que  zc  fait  avec  Taxe  Oj,  et,  quand  le  point  z 
décrit  le  cercle,  0  varie  évidemment  de  o  à  arc.  De  (2), 
on  tire 

dz  =  f eV~»  dO.^  —  1; 

(1)  devient  alors 

R== —   /       <p(i<?*v^-hcW/Ô. 
2*Jo 

Or  R  est  indépendant  de  la  longueur  du  rayon  e,  qu'il 
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faut  du  reste  supposer  infiniment  petit;  donc,  en  faisant 


f  =  o,  on  a 


*=£?(«)/"*•=»(«)• 


On  voit  donc  que,  s\f(z)  est  une  fonction  telle  que 

pour  z  =  c,  soit  une  quantité  finie  différente  de  zéro, 
celte  quantité  sera  précisément  le  résidu  def(z)  relatif 
à  son  infini  c. 

Reprenons  la  formule  (i),  et  remplaçons  R  par  <?(c), 
nous  aurons 

T(c)=_i_  flÈl* 

27T^—  I    J     z"-c 

et,  en  diflerentiant  m  —  i  fois  par  rapport  à  c, 

f-l\c)  = 1-=    f7îiîî^i.3.3...(m-i)5 

on  a  donc 

i  /•  <p  (a)  rfs   __  <pw- !  [c) 

*vsj~i  J   (*.— c)-""  i.2.3...(m-i)' 

et  Ton  a  ainsi  le  résidu  d'une  fonction  de  la  forme 

7-ï-i — r->  où  ylz)  est  finie  et  différente  de  zéro  pour 

(a  —  c)m  T  x  '  r 

z  =c,  etm  entier  et  positif.  Dans  la  suite,  nous  ne  ren- 
contrerons que  des  résidus  de  fonctions  de  cette  forme. 

APPLICATION    DES   PRINCIPES   PRÉCÉDENTS    A    LA    RECHERCHE 

DES   INTÉGRALES    DÉFINIES. 

Proposons-nous  d'abord  de  trouver  la  valeur  de  l'in- 
tégrale définie  suivante,  dans  laquelle  a  est  un  nombre 
positif, 


x 


00       . 

smff.r 
dx. 


o 
Stcrm.  —  Ann  II.  3l 
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A.  cet  effet,  nous  prendrons  l'intégrale 


/W^ 


dz 


le  long  du  contour  suivant  formé  :  i°  d'une  droite  ga 
allant  de  —  oo  au  point  a  voisin  de  zéro  ;  2°  d'un  demi- 
cercle  très-petit  abc,  décrit  autour  de  l'origine  avec  le 

Ffg.  S. 


e 
I 


rayon  r;  3°  d'une  droite  allant  de  c  vers  -+-  oo  $  4°  d'une 
perpendiculaire  de  à  l'axe  des  y,  située  à  l'infini  -, 
5°  d'une  parallèle  ef  h  Taxe  des  #,  située  à  l'infini; 
6°  d'une  perpendiculaire /g  située  également  à  l'infini  5 
nous  aurons,  en  supposant  a  positif, 


(g* 


(abc 


(cd 


[de 
[*f 


=r 


—  r  çaMyf-i  dx 


00 

1 


=  —  -  27T  J —  1 .  résidu  de =  —  ir  J —  1  * 


VCrï  =  o, 


=  (/s)=0. 

Le  contour  total  d'intégration  ne  contenant  pas  d'ir> 
fini  de >  l'intégrale  prise  le  long  de  ce  contour  est 
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nulle;  doue 

Or  la  première  intégrale  devient 


dx  —  o. 


f 


r 


quand  on  y  change  x  en  —  #$  et  par  suite» 

100  c^V^  —  «r-W-ï 


X 


r  * 


dx  =  7r  y' —  '» 


ou,  pour  r  =  o, 


2  v—  i 


X 


00       y *\x\ax  ,  / 

~*'      *     dx  =  w\/ — i, 


Jf*00  sinax  _         ir                /»-+-*>  s;nax 
f       dx  =  -     et       J  <£r 


7T, 


La  fonction 

■00 


X 


sinax 
—  —  «j? 


ne  contient  donc  pas  a,  mais  elle  en  dépend;  en  effet, 
en  changeant  le  signe  de  a,  elle  change  de  signe  ;  cela 
s'explique,  car,  en  posant  ax  =  z,  on  a 

Si  nous  intégrons  fe~*'dz  le  long  de  Taxe  des  x  et  d'une 
parallèle  à  cet  axe  située  à  la  distance  a,  et  si  nous  fer- 
mons ce  contour  par  deux  parallèles  â  Taxe  des  y  situées 
à  l'infini,  nous  trouverons  zéro,  or  les  intégrales  rela- 
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tives  à  ces  parallèles  à  l'axe  des  y  sont  nulles,  ce  qui  se 
voit  en  écrivant  notre  intégrale  ainsi  : 

€-*  dx  -f-  /     tf— ,+r --rv^r//  y7—  i 

-00  Jo 

Xo  


Dn  a  donc 

-1-00 


/-l-oo  /»-hoo  

er*  dx  —  l         «-*'+•'- W-«rfr; 
-00  »/ — 00 


on  en  tire 
o 


/-+-00  

ér-*'  (cosaax  —  y —  l  s\ti2ax)dxi 
-00 

d'où,  séparant  les  parties  réelles  et  imaginaires, 

^ncr**  =  I  <?-** cosiaxdx, 

J  —  oo 

/H- oo 
e~**  sxnzaxdx. 
-00 

Si  Ton  veut  obtenir  la  valeur  de  l'intégrale  suivante, 
où  a  >  o, 

00  cosrrxdx 


L 


I   -h  X2 
00  i   -r-  .* 


on  peut  observer  qu'elle  est  la  partie  réelle  de  celle-ci 


X-+-00  ^_, 
dx% 
-,o      1  +  *1        ' 


laquelle  est  égaie  à 


i-h  z* 


(  485  ) 
prise  le  long  de  Taxe  des  x.  Mais  on  peut  remplacer 
Taxe  des  x  par  un  demi-contour  circulaire  de  rayon  in- 
fini décrit  de  l'origine  comme  centre  et  situé  au-dessus 
de  Taxe  des  x.  En  effet,  à  l'intérieur  de  l'aire  limitée  par 
Taxe  des  x  et  ce  dernier  contour,  la  fonction  intégrée 
reste  finie  et  continue,  pourvu  que  a  soit  positif,  excepté 

pourtant  au  point  z  =  \J —  i  ;  donc  la  différence  des  deux 
intégrales  ne  sera  pas  nulle,  mais  bien  égale  au  résidu 

»  de relatif  à  z  =  J —  i.  c'est-à-dire  à  — t-^=  mul- 

i  -+-  a*  v         '  2  \j—  i 

tiplié  par  un  yj —  i,  ce  qui  donne  7ce~*.  Mais  F  intégrale 
prise  le  long  du  contour  demi-circulaire  est  nulle;  pour 

l'évaluer,  il  faut  prendre  z  =  Re1^"1  et  faire  varier  0  de 
7T  à  o,  ce  qui  donne 


-RcosSl/— i  —  RaiuO  . 


n    i  -+-  R.2(cos2Ô  -h  y7— - 1  sin20) 
Pour  R  =  z> ,  cette  intégrale  est  bien  nulle,  et  l'on  a 


x 


dx  =  TCC*. 


QUELQUES    PROPRIÉTÉS    DES    FONCTIONS» 

Nous  avons  trouvé  que  l'intégrale 

2*r  ^ —  I  J  z  —  x 

était  égale  à/(x),  la  fonction  f(z)  étant  monodrome. 
monogène,  finie  et  continue  autour  du  point  x;  soit  donc 

2/r  y —  i  J  z  "" 
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On  voit  que  f(x)  a  toujours  une  dérivée,  car  on  peut 
ici  différentier  sous  le  signe /par  rapport  à  x\  cette  dé- 
rivée en  a  une  à  son  tour  et  ainsi  de  suite,  ce  qui  est  une 
propriété  précieuse  des  fonctions  monodromes  et  mono- 
gènes. 

Si,  dans  la  formule  (i),  on  pose  z  =  x  +  re1^"1,  elle 
devient 

27r  Jo 

cette  formule  contient,  comme  Ton  voit,  un  grand  nom- 
bre d'intégrales  définies.  La  formule  (i)  donne,  en  la  dif- 
férentiant, 

'_     /*/(«)*     =  '  ,-(j) 

ou,  en  posant  z  =  re6^""1  -+-  x9 


-    /       /fx-+-n?V-') T7^:  = ô /•(*)■ 


En  appelant  alors  M  le  maximum  du  module  de/(x)  sur 
le  cercle  de  rayon  r  décrit  du  point  x  comme  centre, 
on  a 


j_  M    Ç 


I  .2.  .  /I 


OU 


OU 


«od,/i(Jr)<,-a-^-'<,Mf 


__.      /*mod./*(.r) 
M>  = 

I  .2.O.  .  .  /2 


Cette  formule  montre  que,  si  toutes  les  dérivées  de/(ar) 
ne  sont  pas  constamment  nulles,  c'est-à-dire  ûf(x)  n'est 
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pas  une  constante,  on  pourra  toujours  prendre  r  assez 
grand  pour  que  M  croisse  au  delà  de  toute  limite;  donc  : 

Théorème.  —  Une  fonction  monodromeet  monogène 
devient  jorcément  infinie  pour  une  valeur  finie  ou  infi- 
nie de  sa  variable ,-  donc  aussi  la  considération  de  son 
inverse  prouve  quelle  s'annule  pour  une  valeur  finie  ou 
infinie  de  sa  variable  $  donc  enfin  V équation  f(x)  =  o  a 
nécessairement  une  racine. 

Reprenons  les  formules 

W  ï*V-J  ls~  *r-        i.a...ity   v    " 

m  —7—  AS '*='(*); 

arc  y —  a  J  z  —  x 
la  dernière  peut  s'écrire 

1     r  r/(»)  ^    r/(»w«  / 


ou,  en  vertu  de  (1), 

(a:_-a)/i-i//»-i(a)  ^ 
1 .9.. 3. . .  (/i  —  i)         2 


^e  dernier  terme  tend  vers  zéro  pour  n  =  00  ,  pourvu  que 
x — a  soit  assez  petit,  et  Ton  voit  que,  pour  x  =  a,  toutes 
les  dérivées  de  f{x)  ne  sauraient  être  nulles,  si  f(x) 
n'est  pas  une  constante.  Supposons  que  les  (n —  1)  pre- 
mières dérivées  seulement  soient  nulles  et  que  la  nê 


ièm* 
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ne  le  soit  pas,  la  formule  précédente  se  réluit  5 

le  facteur  de  (x  —  a)*  ne  sera  pas  nul  pour  x  =  a,  et  l'on 
voit  que,  si  y  (a)  est  nul,/(x)  sera  de  la  forme 

[x  —  a)n$(x), 

<b(x)  restant  fini  pour  x  =  a\  donc  : 

Théorème.  —  Une  fonction  monodrome  et  monogène 
h*  a  que  des  racines  d'un  ordre  de  multiplicité  entier;  il 
en  est  de  même  par  suite  de  ses  infinis. 

Voici  uue  dernière  proposition  très-importante  :  Soit 
f'[z)  la  dérivée  de  f(z)  ;  les  infinis  de  j  *  seront  sim- 
ples et  se  réduiront  aux  zéros  et  aux  infinis  de/  (z) .  Soient 
au  as,  .  • .  les  zéros  def(z)  contenus  dans  le  contour  C, 
a,,  a3,...  les  infinis  contenus  dans  le  même  contour 
supposés  en  nombre  fini;  alors 

ty(z)  n'étant  plus  ni  nul  ni  infini  dans  le  contour  C-,  pre- 
nons les  logarithmes  et  différen lions,  on  aura 

f(z)       2*z  —  a      Âéz  —  a.       ty[z)  " 

Multiplions  par  F(z),  qui  ne  devient  ni  nul  ni  infini 
dans  le  contour  C-,  nous  aurons,  en  intégrant  le  long  de 
ce  contour, 

]=    Ct^fpÙ  As:Zmr{»)-lHt{*). 

2ir  y —  i   J        J  [zi 

Si  l'on  fait  F  (s)  =  i,  on  trouve  2//i  —  Zn,  c'est-à-dire  la 
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différence  entre  le  nombre  des  zéros  et  des  infinis;  maïs 
alors 

z= Iog/(z)  =  2m —  In, 

2  7T\/ I 

lo&/(*)  =  logmod./(z)  —  v— i  arg./(«); 

ainsi  arr(Sm  — 2«)  est  la  quantité  dont  varie  l'argu- 
ment  de  f(z)  le  long  du  contour  C,  quand  le  point  z 
effectue  une  révolution  complète  le  long  de  ce  contour. 

Quand  on  prend  F(z)  =  2,  on  a 

'        Cf\z)z  , 

=    /   —)r  ^eiz=  Ima  —  ïnx. 

27ry^— I  J      J[Z) 

THÉORÈMES  DE  CÂUCHY  ET  DE  LÂCHENT. 

Nous  terminerons  ces  considérations  préliminaires  en 
donnant,  d'après  Cauchy  et  le  commandant  Laurent,  une 
nouvelle  forme  au  théorème  de  Maclaurin. 

Soitf(x)  une  fonction  finie  continue  monodrome  et 
monogène  à  l'intérieur  d'un  cercle  de.  rayon  R  décrit 
de  l'origine  comme  centre.  Elle  sera  dêveloppable  par 
la  formule  de  Maclaurin  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise à  l'intérieur  du  cercle  en  question. 

En  effet,  si  Ton  décrit  un  cercle  de  rayon  R'  un  peu 
plus  petit  que  R  de  l'origine  comme  centre,  on  aura, 
en  intégrant  le  long  de  ce  cercle, 


2ir\/ —  I  J  *  —  x 


pourvu  que  le  point  x  soit  situé  dans  son  intérieur  \  alors 


dz  -h  .  .  • 
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le  module  de  z  sera  plus  grand  que  celui  de  a:  et, 

étant  développé  suivant  les  puissances  de  x9  on  aura 

J(x)z=z L_   f/(z)dz  (L  +  1+  —  +...) 

Or  on  sait  que 

2ff^— ij    s"""  1.2.3.../*' 

on  aura  donc 

/(»)=/(o)  +  f/'(o;+...+  -^—  /•(«,)  +  ...; 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

«Si  la  fonction  f(x)  est  finie,  continue,  monodrome  et 
monogène  à  l'intérieur  d'une  couronne  circulaire  de 
rayons  R  et  R',  ayant  son  centre  à  l'origine,  elle  sera 
développable  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
dans  cette  couronne  en  une  double  série  procédant  sui- 
vant les  puissances  entières  ascendantes  et  descen- 
dantes de  x. 

En  effet,  soit  y  un  signe  d'intégration  indiquant  que 

la  variable  reste  sur  un  cercle  de  rayon  A  décrit  de  l'ori- 
gine comme  centre,  soit  r  un  peu  plus  petit  que  R,  et  r' 
un  peu  plus  grand  que  R',  la  somme 
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sera  égale  à  Tin  légrale  l      *  '  éprise  le  long  d'un  cercle 

de  rayon  très-petit  décrit  autour  du  point  x  intérieur  à 
la  couronne;  en  sorte  que,  si  Ton  observe  que  celle-ci 

est  égale  à  271  \j — if(x),  on  aura 

ou  bien,    en   observant  que  mod. z  ^>  mod.  x  et   que 
niod.r'<mod.:c, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Exemples.  — log  (1  H-  x)  est  développable  à  l'intérieur 
d'un  cercle  de  rayon  1  décrit  de  l'origine  comme  centre, 
mais  il  cesse  d'être  développable  au  delà  comme  Ton  sait, 
et,  en  effet,  pour  x  =  —  1 ,  le  logarithme  de  1  -+-  x  est 
ibâni. 

Le  point  critique  de  (1  —  x)m  est  x  =  1,  c'est  ce  qui 
explique  pourquoi  la  formule  du  binôme  cesse  d'avoir 
lieu  quand  le  -module  de  x  est  supérieur  à  l'unité,  etc. 


REMARQUE    CONCERNANT    LES   FONCTIONS    PÉRIODIQUES. 

Une  fonction  f(x)  possède  la  période  »  quand  on  a 

/{*  +  »)=/(*) 
et,  par  suite,  n  étant  entier, 


(    4&2    ) 

e"         possède  évidemment  la  période  w  ;  quand  on  donne 

une  valeur  particulière  à  e  *  ,  il  en  résulte  pour  je 
une  série  de  valeurs  de  la  forme  ar0  +  nco,  n  désignant  un 
entier  et  x0  un  nombre  bien  déterminé.  Si  donc  on  con- 
sidère une  fonclioiiy(:r)  monodrome  quelconque  possé- 
dant la  période  &>,  elle  pourra  être  considérée  comme  fonç- 
ai— ix 

tion  de  y  =  e  «  et,  si  l'on  se  donne  y,  x  ayant  les  va- 
leurs x0  -+-  n  <ùyf(x)  prendra  les  valeurs 

Ainsi,  y  étant  donné,  f[x)  aura  une  valeur  unique  et 
bien  déterminée;  il  en  résulte  que  f(x)  est  fonction 
monodrome  de  y. 

Il  résulte  de  là  que  toute  fonction  périodique  mono- 
drome  possédant  la  période  o>  pourra  se  développer 
suivant  les   puissances    ascendantes   et   descendantes 


are      y— 

de  ew  à  V intérieur  de  certaines  couronnes  circu- 

laires. 

Mais  quand  é    *      décrit  un  cercle,  son  module  reste 
constant;  or,  si  Ton  pose 


x  =  a  -t-  p  v7—  l  »     »  =  g  +  h  si—  i , 
il  se  réduit  à 

fM-A» 

(x  désignant  une  fonction  linéaire  de  a  et  |3,  et  pour 
que  cette  expression  reste  constante,  p  doit  rester  con- 
stant; x  décrit  donc  une  droite,  de  direction  fixe  d'ail- 

leurs,  quand  on  fait  varier  le  module  de  e  «  .  Ainsi 
c'est  entre  deux  droites  parallèles  que  le  développement 
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de  f  [x)  sera  possible,  Tune  de  ces  droites  ou  même 
toutes  les  deux  pouvant  s'éloigner  à  l'infini. 

Ce  théorème  nous  servira  à  jeter  les  fondements  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

NOTIONS    SUR   LES  FONCTIONS    ALGÉBRIQUES. 

Une  fonction  ;',  définie  par  une  équation  de  la  forme 

/(.r>*)  =  o, 

où  f(X)  y)  désigne  un  polynôme  entier  en  x  et  y,  qui 
n'admet  pas  de  diviseur  entier,  est  ce  que  Ton  appelle 
une  /onction  algébrique.  L'équation  qui  la  définit  est 
dite  irréductible. 

Une  fonction  ainsi  définie  est  susceptible  d'autant  de 
valeurs  pour  une  même  valeur  de  x  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  degré  de  y  pris  relativement  à  y\  mais  ces  va- 
leurs ne  peuvent  pas  être  séparées  les  unes  des  autres 
et  ne  constituent  qu'une  seule  et  même  fonction,  ainsi 
que  l'a  démontré  M.  Puiseux. 

i°  Une  fonction  algébrique  ne  peut  s'annuler  que  si  le 
dernier  terme  de  l'équation  qui  la  définit  s'annule,  et, 

par  suite,  elle  n'a  qu'un  nombre  limité  de  zéros.  -  est 

défini  par  une  équation  algébrique  que  l'on  sait  former 
et  n'admet,  par  suite,  qu'un  nombre  limité  de  zéros; 
donc  y  n'admet  qu'un  nombre  limité  d'infinis  qui  sont 
les  racines  de  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  j-  dans  l'équation 
qui  sert  à  le  définir. 

2°  Nous  admettrons  que  y  est  une  fonction  continue 
de  je,  excepté  pour  les  points  où  y  devient  infini  ou  ac- 
quiert des  valeurs  telles  que  l'on  ail  à  la  fois 

/(•*!/)  =  o,    ^  =  <M 
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encore  en  ces  points  n'y  a-t-il  pas,  à  proprement  parler, 
discontinuité,  mais  simplement  indétermination  d'une 
certaine  espèce  dont  nous  parlerons  plus  loin  ;  nous  don- 
nerons à  ces  points  le  nom  de  points  critiques. 

Nous  supposons  ce  théorème  connu  du  lecteur,  et,  en 
réalité,  il  est  supposé  connu  de  toutes  les  personnes  qui 
s'occupent  de  Calcul  différentiel  ;  il  est  impossible  de 
prendre  la  dérivée  d'une  fonction  implicite  sans  l'ad- 
mettre. 

3°  La  fonction  algébrique  j-  admet  une  dérivée  bien 
déterminée  en  tout  point  qui  n'est  pas  critique  :  cela  ré- 
sulte de  la  règle  de  la  différentialion  des  fonctions  im- 
plicites, et  Ton  a 

4r__d/\d/ 

dx  d  x  '  djr 

expression  finie  et  déterminée  si  -r-  n'est  pas  nul. 

4°  La  fonction  algébrique  j*  est  monodrome  à  Tinté- 
rieur  de  tout  contour  ne  contenant  pas  de  point  critique. 
Considérons,  en  effet,  un  contour  fermé  C  ne  contenant 
aucun  point  critique  ;  supposons  que  la  variable  x  dé- 
crive un  certain  chemin  continu  à  l'intérieur  de  C,  en 
partant  du  point  x0  pour  y  revenir.  Soient  S  ce  chemin, 
y0  la  valeur  de  y  en  x0  au  départ,  ely1  la  valeur  que 
prend  y  quand  x  revient  en  jr0.  Si  Ton  n'apasjpt  =^0» 
Vi  ne  pourra  être  qu'une  des  valeurs  dey.  Cela  posé,  dé- 
formons le  chemin  S  en  le  réduisant  à  des  dimensions  de 
plus  en  plus  petites.  Quand  ce  chemin  se  sera,  dans  toutes 
ses  parties,  suffisamment  rapproché  de  x0,  les  valeurs 
de  y  le  long  du  contour  S  seront,  en  vertu  de  la  conti- 
nuité de  yy  aussi  peu  différentes  que  l'on  voudra  de^y©, 
et,  par  suite,  différeront  de  yx  d'une  quantité  finie, 
puisque,  à  l'intérieur  du  contour  C  dans  lequel  nous  che- 
minons, les  valeurs  de  j"  sont  nettement  distinctes*,  donc, 
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quand  le  contour  S  sera  devenu  suffisamment  petit,  y  re- 
viendra en  x0  avec  sa  valeur  initiale y0.  Mais,  s'il  n'en  est 
pas  toujours  ainsi,  il  est  clair  que,  pendant  que  le  con- 
tour S  se  déforme,  il  arrive  un  moment  où  y  revient 
encore  en  x0  avec  la  valeur  yi  différente  de  y0i  tandis 
qu'un  moment  après  il  reviendra  avec  la  valeur  primi- 
tive TV  Soient  donc  deux  contours  S0  et  Sn  infiniment 
voisins,  ramenant  y  l'un  avec  la  valeur  y^  l'autre  avec 
la  valeur  yt  *,  considérons  deux  mobiles  parcourant 
ces  contours  en  restant  toujours  infiniment  voisins  l'un 
de  l'autre  :  en  deux  points  infiniment  voisins,  y  ne 
pourra  avoir  que  des  valeurs  infiniment  peu  diffé- 
rentes. En  effet,  si  l'on  considère,  à  chaque  instant, 
la  différence  des  valeurs  de  y  en  deux  points  cor- 
respondants, cette  différence,  d'abord  infiniment  petite, 
restera  telle,  car  elle  varie  d'une  manière  continue 
comme  y%  et  elle  ne  saurait  devenir  finie  que  si  l'on  con- 
sidère deux  racines  distinctes  de  l'équation  j  (x,y)  =  05 
mais,  pour  passer  d'une  valeur  à  une  autre,  y  serait 
obligé  de  rompre  la  continuité,  à  moins  que  l'on  ne  soit 
précisément  dans  le  voisinage  d'un  point  critique  où 
deux  valeurs  distinctes  dey  sont  susceptibles  de  différer 
A  infiniment  peu  l'une  de  l'autre  pour  une  même  valeur 
de  x.  Ainsi  donc,  y  revient  toujours  en  x0,  avec  la  même 
valeur  y0,  si  l'on  ne  sort  pas  du  contour  C.      c.  q.  f.  c. 

Discussion  ub  la  fonction  \]x —  a. 

Il  est  intéressant  d'étudier  la  manière  dont  les  fonc- 
tions algébriques  permutent  leurs  valeurs  les  unes  dans 
les  autres  autour  des  points  critiques:  nous  renverrons, 
pour  cet  objet,  le  lecteur  à  un  Mémoire  de  M.  Puiseux, 
inséré  au  t.  XV  du  Journal  de  M.  Liouville.  Il  suffira, 
en  effet,  pour  le  but  que  nous  avons  en  vue,  de  discuter 
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les  fonctions  de  la  forme  yX,  où  X  représente  un  poly* 
nôme  entier  en  x. 

Commençons  par  la  fonction  y  =  \Jx —  <7,  dans  la- 
quelle a  est  une  constante.  Cette  fonction  a  deux  valeurs 


-h  ^x  -—  a     et     —  y7*  —  a9 

en  chaque  point  égales  et  de  signes  contraires.  Nous 
n'avons  à  considérer  qu'un  seul  point  critique,  le  point  a 
pour  lequel  les  deux  valeurs  de  y  deviennent  égales  à 
zéro.  La  fonction  y  ne  cesse  donc  d'être  monodrome 
qu'à  l'intérieur  d'un  contour  contenant  le  point  a. 
Posons 

re  sera  représenté  par  la  droite  qui  va  du  point  a  au 
point  x  (la  résultante  de  deux  droites  représentant,  il 
ne  faut  pas  l'oublier,  la  somme  des  imaginaires  repré- 
sentées par  ces  droites);  on  aura 

j —   s-:** 

\x  —  a  =  r    e 

Si  le  point  a:  décrit  un  contour  fermé  contenant  le  points, 

la  droite  re  joignant  le  point  a  au  point  x  tournera 
en  décrivant  un  angle  total  égal  à  a  7r$  la  fonction 

\   \V=i 

y*  —  a  =  r    e 

reviendra  alors,  quand  a:  reviendra  au  point  de  départ 
correspondant  à  0  =  0O,  avec  la  valeur 


—  yx  — -a  =  r    tf 

Ainsi  l'effet  d'une  rotation  autour  du  point  a  est  de 
changer  le  signe  de  la  fonction  y. 
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DISCUSSION  DE  LA   FONCTION 


^A(x-a)  (a-—  b)  (x  —  c)  ...  i-c  — /). 


Quand  le  point  x  tournera  autour  du  point  a,  yjx  —  a 
changera  de  signe-,  ainsi  : 

Quand  la  variable  décrira  un  contour  fermé  conte- 
nant une  des  quantités  a,  b,  . . . ,  /_,  la  fonction  re- 
viendra au  point  de  départ  avec  un  changement  de 
signe 

Quand  la  variable  décrira  un  contour  fermé  conte- 
nant un  nombre  pair  de  points  critiques,  un  nombre 

pair  de  facteurs  ^x  —  a,  \/x  —  6,  ...  changeront  de 
signes,  et  la  fonction  reviendra  au  point  de  départ  avec 
sa  valeur  initiale;  ce  sera  V inverse  quand  le  contour 
contiendra  un  nombre  impqir  de  points  critiques. 

Au  Heu  de  décrire  un  contour  fermé  simple,  la 
variable  peut  tourner  plusieurs  fois  autour  d'un  ou 
de  plusieurs  points  critiques  ;  mais  ce  cas  complexe 
ne  présentera  aucune  difficulté  et  se  ramènera  aux 
précédents. 

Je  suppose,  par  exemple,  un  contour  ayant  son  ori- 
gine en  o  et  présentant  la  forme  ci-dessous  :  quand  la 

ig-  6. 


variable   a  suivi   le   chemin   opts,    la   fonction    arrive 

Stiru.  —  An.%  II.  32 
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en  s  avec  une  valeur  que  j'appellerai  yn  et  quand  x  par- 
court le  chemin  sqrs^y  revient  en  s  avec  la  valeur  — yMJ 
en  sorte  que  Ton  pourrait  supprimer  la  boucle  sqrs  eL 
partir  de  o  avec  la  valeur — j^\  on  pourrait  de  même 
supprimer  la  boucle  uptu  en  partant  avec  la  valeur 
initiale  -\-JoS  il  reste  alors  le  chemin  optsqruo  qui  con- 
tient le  point  a  et  Ton  revient  en  o  avec  la  valeur  — y0. 

ÉTUDES  DES  PREMIÈRES  TRANSCENDANTES 
QUE  L'ON  RENCONTRE  DANS  LE  CALCUL  INTÉGRAL. 

Les  fonctions  entières  s'intègrent  immédiatement,  les 
fonctions  rationnelles  s'intègrent  en  les  décomposant  en 
fractions  simples  :  quand  ces  fractions  simples  sont  de  la 

A 
forme  , r  >  elles  s'intègrent  immédiatement:  quand 

(  x  —  a  )m  °  '  ^ 

elles  sont  de  la  forme ->  elles  ne  s'intègrent  plus  au 

moyen  de  signes  algébriques,  ou  du  moins  on  ne  sait 
plus  les  intégrer  de  cette  façon. 

On  rencontre  aussi  des  fractions  de  la  forme 

Mx  +  N 


(J:,^-p^-9)',, 

mais,  en  adoptant  les  imaginaires  dans  le  calcul,  ces 

A 
fractions  se  réduisent  à  la  forme  7 r- • 

(jc  —  af 

À 

L'intégrale  de  est  la   fonction   logarithmique 

bien  étudiée  dans  les  éléments  et  bien  connue;  on  con- 
çoit cependant  que  la  découverte  des  logarithmes  ait  pu 
suivre  celle  du  Calcul  intégral,  et  il  est  intéressant  de 
voir  comment  on  aurait  pu  étudier  les  propriétés  de  la 
nouvelle  fonction. 
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Et  d'abord  il  y  a  lieu  do  se  demander  si  l'intégrale  de 

A 

engendre  réellement  une  fonclion  transcendante, 


x  —  a 

ou  seulement  une  fonction  réductible  aux  fonctions  al- 
gébriques; nous  allons  voir,  en  étudiant  ses  propriétés, 
qu'elle  constitue  une  fonction  nouvelle.  D'abord,  en 
mettant  à  part  le  facteur  A  constant  et  remplaçant  .r  —  a 
par  xy  on  ramène  cette  intégrale  à  la  forme 


/ 


x 


Posons 

^dx        , 
—  =  log.r, 

I 


i 


le  signe  log  étant  employé  pour  représenter  la  nouvelle 
fonction  (nous  précisons  notre  intégrale  avec  la  limite  i 
et  non  zéro,  afin  qu'elle  soit  finie.) 

Nous  pouvons  prouver  :  i°  que  logx  n  est  pas  mono- 
drome  et  par  suite  ne  peut  pas  être  rationnel;  2°  que 
logrr  a  une  infinité  de  valeurs  pour  une  même  valeur 
de  x,  et  qu'il  ne  saurait  alors  coïncider  avec  une  fonc- 
tion algébrique  qui  n'en  a  qu'un  nombre  limité. 

Pour  le  prouver,  observons  que  Ton  peut  aller  du 
point  i  au  point  x7  soit  directement  par  le  chemin  ix 

Fig.  7. 


vL/" 


rccttligne,  ce  qui  fournit  la  valeur  que  nous  appellerons 
log:r,  soit  par  tout  autre  chemin.  La  valeur  de  Tinté- 
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grale  prise  le  long  d'un  chemin  qui,   avec  n,  forme 
un  contour  fermé  ne  contenant  pas  l'origine  où  -  est 

înfinî,  donnerait  la  même  valeur  logx;  mais  si,  pour 
aller  de  i  à  x,  on  suit  un  chemin  qui  enveloppe  le 
point  o,  tel  que  celui  qui  est  figuré  en  pointillé,  l'inté- 
grale prise  le  long  de  ce  contour,  augmentée  de  l'inté- 
grale prise  le  long  den,  sera  égale  à  l'intégrale  prise 
le  long  d'un  cercle  de  rayon  très-petit  décrit  autour  du 
point  o;  on  aura  donc,  en  se  rappelant  que  celle  der- 
nière est  égale  à  ±  3  n  ^ —  i , 


/t- 


logr  =  —  2?r  v'  —  1 


Je  me i s  —  21  y  —  1,  parce  que  l'intégrale  doit  être  prise 
dans  le  sens  rétrograde;  ou  a  donc  dans  ce  cas 


/: 


—  =  log  X 


Si,  au  contraire,  la  figure  avait  la  disposition  ci-dessous 
on  aurait 

FiB.  S. 


I 

11  y  a  plus,  si,  au  lieu  de  suivre  un  contour  simple 
comme  les  deux  précédents,  on  suit  un  contour  en- 
tourant a,  3,  4»    ■  -  •    lois   l'origine,    tel    que  celui  ci- 


(Soi  ) 
dessous  qui  l'entoure  trois  fois,  il  est  clair  que  l'on  aura 


/ 


dx 

x 


—  =logj?  -+-  2,4,6.  •  .ir  y/ —  1  ; 
Fig.  9. 


dans  le  cas  de  la  figure,  on  a 


I  —  =  \ogjc  -+-  6tt  \l  — 7. 


Ainsi  la  valeur  générale  de  l'intégrale  considérée  est 


logjrztaX-ir  ^ —  1 , 

h  désignant  un  entier,  et  ces  valeurs  de  logx  sont  insé- 
parables les  unes  des  autres;  ainsi,  quand  le  point  x 
passe  en  a  pour  la  seconde  fois,  l'intégrale  y  acquiert 
une  valeur  égale  à  la  précédente  augmentée  de  arc,  et 
cela  en  vertu  île  la  continuité  ;  en  d'autres  ternies,  on 
ne  pourrait  assigner  à  \ogx  une  valeur  déterminée  en  a 
qu'en  rompant  la  continuité  de  cette  fouclion. 
Si  Ton  considère  l'équation 


d.T.       dy 
h—  =0, 

*      y 


on  en  lire  d'abord 


(    502   ) 

ce  que  l'on  peut  écrire 

(i)  logx-Ho&r^oga, 

a  désignant  une  constante.  Mais  on  en  tire  aussi 

ydx  -h  xdy  =  o, 
ou 

(2)  xy  =  b* 

b  désignant  une  constante.  Les  formules  (2)  devant  être 
identiques,  faisons  x  =  1  \  (1)  donnera  \ogy  =  loga  et 
(2)  donnera  y  •=.  i,  ce  qui  exige  que  a  =  b.  Des  for- 
mules (1)  et  (2)  on  tire  alors,  en  remplaçant  b  par  a, 

logx-f-log^  =  log^, 

ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction  lo- 
garithmique. 

La  fonction  inverse  de  log x  sera  représentée  par  e  (x), 
en  sorte  que,  si 

y  =  log*-, 
on  aura 

x=e[y)\ 

la  propriété  fondamentale  des  logarithmes  donne  la 
propriété  fondamentale  des  exponentielles 

e[x-hy)=e[.r)e[y), 

ce  qui  conduit  à  écrire 

U  comme  Ton  a 


y  désignant  Tune  des  valeurs  de  logx.  on  a 

la  fonction  e*  est  alors  périodique  et  a  pour  période 
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aÀ-7Ty/ —  i.  De  la  formule 

_         dx 

dy=i: 

X 

on  tire 

dx 

pétant  le  logarithme  de  x,  on  voit  que  la  dérivée  de  la 
fonction  exponentielle  e*  prise  par  rapport  à  y  est  cette 
fonction  elle-même  5  on  est  alors  conduit  à  représenter  e* 
au  moyen  d'une  série,  et  sa  théorie  s'achève  comme  dans 
les  éléments. 

On  voit  ainsi  que  la  découverte  de  Neper  eût  été  faife 
par  les  inventeurs  du  Calcul  infinitésimal  dès  les  débuts 
du  calcul  inverse. 

DES  DIVERS  CHEMINS  QUE  PEUT  SUIVRE  LA  VARIABLE 
DANS  LA  RECHERCHE  DES  INTÉGRALES  DES  FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES. 

Toute  fonction  algébrique  y  étant  monodrome  à  l'in- 
térieur d'un  contour  ne  contenant  pas  de  point  cri- 
tique; son  intégrale  sera  nulle  le  long  d'un  pareil  con- 
tour ;  donc  : 

i°  L'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  quelconque 
x9x  pourra  être  remplacée  par  l'intégrale  prise  le  long 
du  contour  rectiligne  x0x,  si  entre  ce  contour  et  le 
contour  donné  il  n'existe  pas  de  point  critique. 

20  Si,  à  l'intérieur  du  contour  C  formé  par  le  chemin 
rectiligne  et  le  chemin  donné,  il  existe  un  point  cri- 
tique a,  on  pourra  remplacer  le  chemin  donné  par  un 
autre  allant  de  xQ  vers  un  point  a  très-voisin  du  point 
critique  sans  sortir  du  contour  C,  tournant  ensuite  le 
long  du  cercle  décrit  de  a  comme  centre  avec  aa  pour 
rayon,  revenant  en  a,  puis  en  x0  par  le  chemin  ctx0  in- 
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verse  du  chemin  x0ol  suivi  tout  à  l'heure,  enfin  allant 

par  le  chemin  rectiligne  de  x0  à  x.  En  effet,  le  nouveau 

chemin  et   l'ancien  ne  comprennent  entre  eux  aucun 

point  critique. 

Fig.  io. 


Le  chemin  formé  d'une  ligne  allant  de  x*  au  point 
a  voisin  du  point  critique  a,  tournant  autour  de  ce 
point  et  revenant  en  x0  par  la  route  déjà  suivie  pour 
aller  de  .r0,  est  ce  que  Ton  appelle  un  lacet. 

Nous  avons  figuré  ci-dessus  un  lacet  en  séparant 
l'aller  du  retour  pour  bien  montrer  comment  le  lacet 
peut  se  substituer  au  contour  C. 

3°  Si,  mire  le  contour  C  formé  par  le  chemin  recti- 
ligne et  le  contour  donné,  il  existait  plusieurs  points 
critiques,  on  pourrait  remplacer  ce  contour  par  une 
série  de  lacets  suivis  de  la  droite  x0x. 

4°  Supposons  que  le  contour  d'intégration  donné 
rencontre  la  droite  x0xt  enp^q. 


On  pourra  remplacer  le  chemin  x^lp  par  une  série  de 
lacets  et  par  la  droite   x*p\  on   est  alors  ramené  au 
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chemin  x0pmq,  que  l'on  peui  remplacer  par  «ne  série   . 
de  lacets  suivis  de  xq,  et  ainsi  de  suite;  donc  : 

Théorème.  —  Tons  les  chemins  que  Von  peut  suivre 
pour  aller  de  x0  en  x  peuvent  être  remplacés  par  une 
série  de  lacets  ayant  leurs  origines  et  leurs  extrémités 
en  j0,  suivis  du  contour  rect.il igné  x0x  (*). 

Nous  dirons  qu'un  lacet  unit  deux  valeurs  yt  et  jtj 
quand  ces  deux  valeurs  de  y  se  permutent  Tune  dans 
l'autre  lorsque  l'on  suit  ce  lacet. 

Mais  nous  préciserons  encore  davantage  :  en  général, 
en  suivant  un  lacet,  on  ne  permute  que  deux  valeurs  de 
la  fonction  jr 5  toutefois  il  pourra  se  faire  qu'en  suivant 
un  même  lacet  plusieurs  fois  de  suite,  on  obtienne  une 
permutation  circulaire  des  valeurs  y^y^  )'s,  ...  de  y] 
nous  considérerons  comme  distincts  tous  les  lacets  par- 
courus avec  des  valeurs  initiales  différentes  dey.  Ainsi, 
par  exemple,  si  le  point  a  est  un  point  critique  ordi- 
naire, deux  racines  yé  et  yk  se  permuteront  l'une  dans 
l'autre  en  parcourant  ce  lacet;  nous  le  supposerons 
double,  mais  seulement  pour  la  commodité  du  langage, 
en  sorte  que,  s'il  est  parcouru  avec  la  valeur  initiale  yh 
nous  le  considérerons  comme  formant  un  premier  lacet 
unissant  yL  à  y*,  et  s'il  est  parcouru  avec  la  valeur  ini- 
tiale^*, nous  le  considérerons  comme  un  second  lacet 
distinct  du  premier  et  unissant  yk  à  r4-. 

De  même,  si  au  point  a  trois  valeurs yiy  y-nyk  se  per- 
mutaient entre  elles,  on  aurait  à  considérer  le  lacet  cor- 
respondant comme  triple  :  l'un  des  lacets  simples  unirait 
ïi^Jj  et  serait  parcouru  avec  la  valeur  initiale  yi9  et 


(*)  Il  Ta  sans  dire  que  nous  supposons  que  le  chemin  rectiligne  x%x 
ne  rencontre  pas  de  point  critique.  S'il  en  rencontrait  un,  ce  qui  n'arri- 
?era  que  dans  des  cas  tout  particuliers,  il  faudrait,  pour  l'exactitude  du 
théorème,  éviter  ce  point  en  déformant  le  contour  rectilign^. 
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ainsi  de  suite.  Ainsi,  au  mot  lacet  est  attachée  l'idée 
d'un  chemin  et  l'idée  d'une  valeur  initiale  de  y  bien 
déterminée. 

DES    INTÉGRALES    ELLIPTIQUES. 

Dès  les  débuts  du  Calcul  intégral,  on  est  arrêté  par 
des  difficultés  insurmontables  quand  on  veut  calculer  la 
fonction  dont  la  dérivée  dépend  d'un  radical  carré  re- 
couvrant un  polynôme  d'un  degré  supérieur  au  second. 
Cette  difficulté  provient  de  ce  que  la  fonction  cherchée 
dépend  de  nouvelles  transcendantes  irréductibles,  comme 
Ta  prouvé  M,  Liouville,  aux  transcendantes  étudiées 
dans  les  Eléments  ou  aux  fonctions  algébriques.  Le- 
gendre,  qui  soupçonnait  cette  irréductibilité,  s'est  sur- 
tout attaché  à  étudier  les  propriétés  analytiques  des 
transcendantes  les  plus  simples  auxquelles  conduit  le 
Calcul  intégral,  et  a  créé  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

On  donne  le  nom  tf  intégrales  elliptiques  à  des  inté- 
grales de  forme  simple,  auxquelles  on  peut  ramener  les 
intégrales  de  la  forme 

(i)  Y=fF(x,jr)d*f 

où  F(Xyj')  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et 
de  jr9  et  où  y  représente  un  radical  de  la  forme 


y  =  v/A.^  -f-  Bx3  H-  Car*  +  Dx  -t-  E, 

A,  B,  C,  D,  E  désignant  des  coefficients  constants. 
Nous  supposerons  le  polynôme  placé  sous  le  radical  dé- 
composé en  facteurs,  et  nous  aurons 


jr  =  i/Q(x-a)(x-p][x-7)(x-i)f 
G  désignant  un  nombre  quelconque  réel  ou  imaginaire. 
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On 

simplifie  la 

formule 

(1)  en  posant 

on  trouve  alors 

Xz=z 

i  -M  ' 

(2)  ▼=/♦(?,»)*• 

<J>  (£,  *î)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  \  et  de  y, 
et  y]  désignant  le  radical 

ï  =  ^G[fl  — «-H*-:a)5J[a  — p  +  (A--p;ï].... 

Les  puissances  impaires  de  £  sous  le  radical  disparaî- 
tront si  Ton  pose 

(*  —  a)  ( *  _  0)  +  (fl  ._  P)  (  *  _  a)  ^  o , 
(«  —  7)  (6  —  *)  -4-  («  —<?)(£  — 7)  —  o; 

d'où  Ton  tire 

lab  —  (a  -f-  ô)(a-t-p)-f-2ap  =  o, 
a«£  —  (a+6)(7  +  ^)  4-  27$  =  o, 


ou 


_  aft(7  -4-3)  —  7^(«  -4-  p)' 
a  -h  p  —  7  —  8 


a+p— 7— d 


Ces  équations  montrent  que  a  et  b  sont  racines  d'une 
équation  du  second  degré  facile  à  former.  On  pourra 
donc  toujours  supposer  que  la  quantité  placée  sous  le 
radical  m  ne  contient  que  le  carré  et  la  quatrième  puis- 
sance de  la  variable  £. 

Cette  transformation  semble  tomber  en  défaut  quand 
on  a  a-+-/3  —  y  —  #=0;  mais  alors  on  a 

y  =z  ijG[x>  —  (a  +  p)x  H-  ap][*'  -  (a  H-  p)x  -+-  7*J. 
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et  il  suffit  <lc  poser 

pour   faire   disparaître   les  puissances  impaires   de  la 
variable. 

Remarque  7.  —  Il  est  bon  d'observer  que,  si  le  produit 
(x — ol)(x —  P)(-t  —  y)[x  —  $)  est  réel,  les  quan- 
tités a  et  b  pourront  toujours  être  supposées  réelles;  en 
effet,  la  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation 
du  second  degré  qui  fournit  a  et  &  est 

(ap  _  ysy  _ [ap(7  +  *)  —  v*(a  -*-  P)](a  -+-  P  -  7  -  *)*>o. 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  s'annule  pour 
a  =  y,  a  =  5,  |3  =  y,  /3  =  <î,  et  Ton  constate  facilement 
qu'il  est  égal  à  (a  —  y)  (a  —  J)((3  —  y)  ((3  —  S).  Il  est 
donc  réel  si  a,  |3,  y,  d  sont  réels.  Il  est  encore  réel  si, 
ce  que  Ton  peut  supposer,  a  et  (3  sont  conjugués,  et  si  y 
et  d  sont  réels  ou  conjugués.  Ainsi  donc  on  peut  tou- 
jours supposer  a  et  b  réels  si 

(*_«)(«_P)(x-7)(*-*) 

est  un  polynôme  à  coefficients  réels. 

Remarque  II.  —  Si  le  polynôme  placé  sous  le  radical 
y  n'était  pas  décomposé  en  facteurs,  en  remplaçant  x  par 

et  en  annulant  les  coefficients  de  £  et  £*  sous  le 

radical,  on  obtiendrait  la  même  simplification» 

Remarque  III.  —  Si  l'on  avait 


jr  =  V  0  (.r  —  a)  (ur  —  p J  [x  —  7), 

en  posant 
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on  trouverait 


4>  désignant  une  fonction  rationnelle  de  £  et  de  y). 

Ainsi  toute  intégrale  telle  que  V,  dans  laquelle  y  dé- 
signe un  radical  carré  recouvrant  un  polynôme  du 
troisième  ou  du  quatrième  degré,  peut  être  ramenée  à  la 
forme 

y  désignant  un  radical  de  la  forme 


^Gfi  -*-mx*)(i  -h/îj»), 


m  et  n  désignant  des  constantes,  et  il  est  clair  qu'en 
posant 


m 


on  pourra  ramener  le  radical  à  la  forme 


N/(i—  x')(i  —  **'). 
Posant  alors 

les  intégrales  que  nous  nous  proposons  d'étudier  pren- 
dront la  forme 

Vr=/F(*,r)r*r, 

F  désignant  toujours  une  fonction  rationnelle.  Nous 
verrons  par  la  suite  que  la  quantité  A1,  à  laquelle  on  a 
donné  le  nom  de  module,  peut  toujours  être  censée 
réelle  et  moindre  que  l'unité» 
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RÉDUCTION    DES    INTÉGRALES    ELLIPTIQUES 
A    DES    TYPES    SIMPLES. 

Reprenons  l'intégrale 
(i)  V=f?[x,y)dx% 

dans  laquelle  nous  avons  vu  que  Ton  pouvait  supposer 


jr  =  t/(l  _*')(!  -/■»*'}; 


F(x,j)  peut  toujours  être  mis  sous   la  forme  y~ — |» 

<f  et  4*  désignant  deux  fonctions  entières  de  x  et  y^ 
mais  une  fonction  entière  de  x  et  de  y  peut  toujours 
être  censée  du  premier  degré  en  y,  car  y*  est  une  fonc- 
tion entière  de  x,y*  est  le  produit  de  y  par  une  fonc- 
tion entière  de  x,  etc.  On  peut  donc  poser 

À,  B,  C,  D  désignant  des  polynômes  entiers  en  x. 

Si  Ton   multiplie  les  deux  termes  de  cette  fraction 
par  C  —  Dy,  elle  prend  la  forme 

F(*,/)=M  +  Nir, 

M  et  N  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de  x,  et 

N  r*  ' 
comme  N/  =  — — >  on  peut  encore  écrire 

F(*f.r)  =  M-h£, 

P  désignant  une  nouvelle  fonction  rationnelle  de  x\  la 
formule  (i)  donne  alors 

La  première  intégrale  s'obtient  par  des  procédés  Lieu 
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connus  et  peut  s'exprimer  au  moyen  des  logarithmes  et 

des  fonctions  rationnelles.  Il  reste,  alors  à  étudier  les  in- 
tégrales de  la  forme 

I»)  v=f*T 

Je  dis  que  Ton  peut  toujours  supposer  qu'il  n'entre 
dans  l'expression  de  P  que  des  puissances  paires  de  x; 
en  effet,  on  peut  poser 

H  +  K.r 

I  +  Lx' 

H,  K,  I,  L  désignant  des  polynômes  entiers  en  #2,  et, 
par  suite,  on  a 

(m-K*)(I-L«). 
P  —  L3  &  ' 

P  peut  donc  être  censé  de  la  forme 

M  ■+-  Nx 

M,  N,   S  désignant  des  polynômes  entiers  en  x2.  La 
formule  (2)  donne  alors 


'-/S 


TN      dx 


dx 

y    '  J  s  "  y 

La  seconde  intégrale,  en  posant  x*  =  z,  prend  la  forme 

dz 


//(*) 


^l1 -*)(■-*'*) 


oxif(z)  est  rationnel  en  z\  elle  pourra  donc  s'obtenir 
par  les  procédés  enseignés  dans  les  Éléments  du  Calcul 
intégral.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  s'occuper  des  iuté- 
grales  de  la  forme  (a),  dans  lesquelles  P  ne  contient  que 
des  puissances  paires  de  x. 

La  fonction  P,  étant  décomposée  en  éléments  simples, 
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se  composera  de  termes  de  la  forme  Ax2m  et  -  —     -  -  > 

m,  A  et  a  désignant  des  constantes,  et  l'intégrale  U  se 
composera  elle-même  de  termes  réductibles  aux  formes 


/xim  ,               r        dx 
dx,     v  =  /  — 
7                     J  (x*  —  a 


r\in 


)my 


L'intégrale  u  peut  encore  se  simplifier,  et  Ton  peut  tou- 
jours supposer  m  =  ooum-i  :  il  suffit  pour  cela  d'ob- 
server que  l'on  a 

r  n r-, ; i        oxm  H-  bx*"-*  -+-  c.r*"-« 

4x'—x/(i-x»)(,  -  x»x')j  =—  ^^-i-—    (lXt 

a9  A,  c  désignant  des  constantes  que  Ton  déterminera  eu 
faisant  les  calculs  indiqués-,  on  en  conclut  la  formule  de 
réduction 

—  dr  H-  b  I   dx  -hc  I  rfr, 

y  J    y  J    y 

/xvn 
—  dx  de  proche  en  proche, 

quand  on  connaîtra 


/dr  r**dxt 

y     e     J    y  ' 


ilsulïïia  pour  cela  d'y  faire  successivement  m  =  2,  3, . 

Quanta  l'intégrale  v  elle  est,  à  un  facteur  constant  près, 
la  dérivée  prise  par  rapport  à  a1  de  celle  que  l'on  ob- 
tient en  supposant  m  =  i. 

DES    TRANSCENDANTES    DE    LEGENDRE    ET    DE    JACOBI. 

En  définitive,  les  intégrales  de  la  forme 

f¥(x,y)dx, 

où  F  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  d'un  ra- 
dical carré  recouvrant  un  polynôme  du  quatrième  de- 


(5.3) 
gré,  peuvent  se  calculer  au  moyen  des  fondions  algé- 
briques, logarithmiques,  circulaires,  et  au  moyen  de 
trois  transcendantes  nouvelles  : 

çx dx  rx        **dx 

X  71* -^H*17^'    X  v/(i~^)(i-"^)' 

Ç  dx 


ou 


/dr 


) 


La  première  est,  comme  on  le  verra,  la  plus  impor- 
tante :  ce  sont  les  trois  intégrales  elliptiques  de  pre- 
mière, de  deuxième  et  de  troisième  espèce. 

Legendre  pose  x  =  sincf;  les  trois  intégrales  précé- 
dentes deviennent  alors,  en  prenant  pour  limites  infé- 
rieures zéro, 

'?  do 


£ 


et 


1 


/0    (i  —  a  sin*ç  )  ^  i  —  4'sin  y 

la  première  était  pour  Legendre  l'intégrale  de  première 

espèce,  l'intégrale  /    ^t  — À1  sin*  y  dy  était  l'intégrale 

de  deuxième  espèce,  la  troisième  était  l'intégrale  de  troi- 
sième espèce.  L'intégrale  de  deuxième  espèce  représente 
l'arc  d'ellipse  exprimé  en  fonction  de  l'anomalie  excen- 
trique de  son  extrémité. 

(j  est  ce  que  Legendre  appelait  Y  amplitude  des  trois 

Stcrm.  —  An.,  II.  33 
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intégrales,  k  porte  le  nom  de  module,  a  est  le  para- 
mètre de  l'intégrale  de  troisième  espèce. 

Legendre,  dans  son  Traite  des  fonctions  elliptiques, 
étudie  surtout  les  propriétés  des  trois  intégrales  que 
nous  venons  de  signaler,  et  indique  le  moyen  d'en  con- 
struire des  Tables.  Mais  Abel  et  Jacobi,  se  plaçant  à  un 
point  de  vue  beaucoup  plus  élevé,  ont  considéré  les  in- 
tégrales elliptiques  comme  des  fonctions  inverses;  pour 
bien  faire  saisir  la  pensée  qui  a  guidé  ces  géomètres 
dans  leurs  recherches,  nous  ferons  observer  que  les  loga- 
rithmes et  les  fonctions  circulaires  inverses  pourraient 
être  définies  par  les  formules 


logjr 


C*dx                           rx     dx 
=  I      — j      arcsm.r=  I :-^ 

J\        X  t/O     V7!   —  X% 


et  auraient  certainement  été  étudiées  avant  l'exponen- 
tielle, le  sinus,  etc.,  si  ces  fonctions  directes  n'avaient 
pas  été  fournies  par  des  considérations  élémentaires.  Le 
iilde  l'induction  devait  laisser  penser  que  l'intégrale 


x 


dx 


V^i  —  x*)[\  —  A*x2j 


ne  définissait  pas  une  fonction  aussi  intéressante  que 
son  inverse. 


ÉTUDE  DE  L  INTÉGRALE   I ..  *     . 


7)(J-*) 


Avant  d'étudier  la  fonction  elliptique,  il  convient, 
pour  la  commodité  de  l'exposition,  d'étudier  l'intégrale 
un  peu  plus  générale 


__  Ç* dr 


7)1/-*/ 
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x  est  uue  fonction  évidemment  continue  de  y9  tant 
que  jr  n'est  égal  à  aucune  des  quantités  a,  (3,  7,  i9  00  ,  et 
réciproquement  j  sera  une  fonction  continue  de  x\  et, 
lors  même  que  y  passe  par  la  valeur  a  par  exemple, 
x  reste  continu.   En  effet,  posant  x=f(y),  on  a 


"■>-r;£ 


1 


vV  -  «  vV -  P)  (>  -  7)  [x  -  *) 

celte  expression  e3t  finie  comme  Ton  sait}  011  a  aussi 

Jf*  «  -h  h         «> 
r       -i, _       J- 
o       Vr— Wlr-p)Cr-7)(r  — *) 

et,  par  suite, 

tfr  1 


-X 


«t+A 


soient  M  une  quantité  dont  le  module  reste  supérieur  à 
celui  de  — == — — -        >  e  une  quantité  dont  le 

vV-PMr-ïHr-*) 

module  est  au  plus  égal  à  1 ,  on  aura 

Ja      v\r-« 

cette  quantité  est  bien  infiniment  petite.  Ainsi  : 

Théorème  I.  —  La  fonction  x  et,  par  suite,  son  in- 
versey  sont  continues,  excepté  quand  y  ou  xsont  infinis. 

Pour  préciser  le  sens  de  la  fonction  x,  il  faut  sup* 
poser  que,  pourj^  =  o,  le  radical  ait  une  valeur  déter- 
minée, que  nous  représenterons  par  -+-  y/ap/c?,  et  quand 
je  dis  que,  pour  y  =■  o,  le  radical  a  cette  valeur,  j'entends 

parla  que  l'intégrale  est  engendrée  avec  la  valeur  H-  yjafiyd 
qui  pourra  prendre  au  point  o  la  valeur  —  yjxfiyd  quand 
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la  variable  y  reviendra  en  ce  point.  Cela  posé, 

Théorème  II.  —  La  fonction  y  admet  deux  périodes . 

En  effet,  les  contours  que  Ton  peut  suivre  pour  en- 
gendrer l'intégrale  x  peuvent  se  ramener  :  i°  au  con- 
tour rectiligne  oy  $  a°  à  ce  contour  précédé  de  contours 
fermés  aboutissant  en  o  et  formés  de  lacets. 

Soient  A,B,C,  D  les  valeurs  que  prend  l'intégrale 
autour  des  lacets  relatifs  aux  points  a,  |3,  y,  î. 

Appelons  i  la  valeur  que  prend  l'intégrale  x  quand  le 
chemin  que  suit  la  variable  y  est  le  contour  recti- 
ligne oy;  x  pourra  prendre  les  valeurs  suivantes  :  i°  la 
valeur  i\  a*  les  valeurs  A  —  i,  B  —  i,  C  —  /,  D  —  i '  (  *). 

En  effet,  par  exemple,  la  variable  y  parcourant  d'a- 
bord le  lacet  A  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  ré- 
trograde, x  prend  la  valeur  A,  le  radical  revient  en  o 
avec  sa  valeur  primitive  changée  de  signe,  la  variable 
décrivant  ensuite  le  chemin  oy,  l'intégrale  prend  le 
long  de  ce  chemin  la  valeur  — z,  et  l'intégrale  totale  se 
réduit  à  A  — i, 

3°  En  général,  quel  que  soit  le  sens  dans  lequel  on 
parcourt  un  lacet,  la  valeur  de  l'intégrale  ne  dépend 
que  du  signe  du  radical  à  l'entrée  du  lacet,  et  ce  signe 
change  à  la  sortie  du  lacet;  il  en  résulte  que,  si  la  valeur 
initiale  du  radical  est  précédée  du  signe  -h,  la  valeur 
générale  de  x  sera 

A  —  B  -4-  C  —  D-f-.  ..±i9 


(*)  L'intégrale  le  long  d'un  lacet  est  facile  à  calculer;  supposons  qu'il 
s'agisse  du  lacet  relatif  au  point  a,  elle  se  composera  de  l'intégrale  recti- 
ligne (Ooc),  de  l'intégrale  prise  le  long  du  chemin  circulaire  décrit  au- 
tour de  a,  intégrale  nulle,  et  de  l'intégrale  rectiligne  (aO),  laquelle  est 
égale  à  (  O  a)  parce  qu'elle  est  parcourue  en  sens  inverse  de  (  Oa)  et  avec 
le  signe  —  placé  devant  le  radical.  Ainsi  A  =  a  (Oa  )  ;  le  radical,  en  effet, 
change  de  signe  quand  le  point  y  tourne  autour  de  a. 
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le  signe  de  i  étant  -4-  s'il  est  précédé  d'un  nombre  pair 
de  termes,  —  s'il  est  précédé  d'un  nombre  impair  de 
termes  ;  de  sorte  que,  si  Ton  pose 

P  =  m,(A  —  B)  +  w,(A-  C)  -h  iw,(A  —  D) 

mâ(h  —  C)  +  mê[B  —  D)4-ot,(C—  D), 


mii  ni2'>  .  •  - .  i7i6  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs, 
les  valeurs  de  x  seront  de  la  forme 

(3) 

v    ;  |  P  -h  C  —  i ,     P  -*-  D  —  /, 

que  Ton  peut  simplifier.  En  effet,  si  Ton  intègre 


s. 


le  long  d'un  cercle  de  rayon  infini  décrit  de  l'origine 
comme  centre,  on  obtient  un  résultat  nul,  mais  cette  in- 
tégrale est  aussi  égale  à  la  somme  des  intégrales  prises 
successivement  le  long  des  quatre  lacets;  donc 

A  —  B-t-C—  D  =  o, 

si  Ton  pose 

A  —  B  =  u,     B  —  C— ex, 

on  aura 

B  =  A  — »,     C  =  A  — »  — ex,     D=:A  —  B-hC  —  A  —  o? 

A  —  B  =  gj,     A  —  C=m4-gi,     A  —  D  —  <j, 

B— -C  =  cr,     B  —  D  =  ct  —  »,     C— D  =  — ». 

La  quantité  P  est  donc  de  la  forme  mtù  -+-  «cr,  et  les  di- 
verses valeurs  de  x  de  la  forme 

m»  ■+-  nxs  H-/     ou     iw»  -f-  /ïgj  -h  A  —  /. 
Les  quantités  m  et  n  désignant  des  entiers  quelconques, 
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il  résulte  de  là  que,  si  l'on  faitj'  -_=/'(t),  on  aura 

(4)     /(/WW4-/ICJ4-  '*)  =  /(///w  -4-Wnr  ■+-  A  —  /)=/(/'  ^; 

la  fonction  y  admet  donc  les  deux  périodes  o>  et  ty. 

Si  nous  partageons  le  plan  en  une  infinité  de  parallé- 
logrammes, dont  les  côtés  soient  a)  et  tr,  ces  parallélo  - 
grammes  porteront  le  nom  de  parallélogrammes  despé  - 
riodes,  et  nous  pourrons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Dans  chaque  parallélogramme  des 
périodes,  la  fonction  y  prend  deux  fois  la  même  valeur 
pour  deux  valeurs  distinctes  de  x* 

On  peut  démontrer  directement  que  la  fonction  y  est 
monodrome  dans  toute  l'étendue  du  plan.  En  effet,  si  le 
point  j'  se  meut  dans  une  portion  du  plan  qui  ne  con- 
tient pas  des  points  critiques,  x  reste  fonction  mono- 
dron;e  de  7,  et  l'équation 


(A)       ï'  y--- 


*Jl/-M.?'-7)(/-*) 


fournit  une  série  de  valeurs  de  x  comprises  dans  un  cer- 
tain contour  C.  Réciproquement,  la  racine  y  de  celte 
équation  ne  pourra  cesser  d'être  monodrome  qu'autour 
des  points  où  y  acquerrait  des  valeurs  multiples  ou  au- 
tour desquels  le  premier  membic  de  l'équation  cesse- 
rait d'être  monodrome  ou  fini  par  rapport  ky\  or,  la 
dérivée  du  premier  membre  de  notre  équation  relative 
à  y  né  s'annule  que  pour  y  =  oo  \  les  seuls  points  oiij' 
pourrait  cesser  d'être  monodrome  correspondent  donc  à 
;  =  a,  (5,7,5  et  00, 
Posons  donc 

r  =  a  4-  s2, 

dv  dz 

-—  =  25  —  5 
d  x  dx 


<.  a,9  ) 
la  formule  (A)  deviendra 


f- 


2  fft 
--  —  X  —  O. 


La  fonction  s  ne  cesse  évidemment  pas  d'être  mono- 
drome  autour  du  point  z  =  o,  et,  par  suite, y  ne  cesse 
pas  d'être  monodrome  autour  du  point  a  (a,  (3,  y  sont, 
bien  entendu,  supposés  différents  les  uns  des  autres). 

Si  Ton  veut  étudier  ce  qui  se  passe  autour  du  point 
x  =  £,  pour  lequel  j*  =  oo  ,  on  posera 


i 


on  aura  alors,  au  lieu  de  la  formule  (A), 


f 

«/oo 


— -  — -  — — . .—=rr=  X  ~  O  j 


et,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  que  cette 
équation,  pour  y  =  oo  ou  pour  z  =  o,  ne  cesse  pas 
d'être  monodrome  par  rapport  à  x. 

Nous  verrons  plus  loin  une  démonstration  lumineuse 
de  ces  résultats,  mais  il  était  nécessaire  de  présenter  ces 
considérations  pour  faire  comprendre  l'esprit  qui  nous 
guide  dans  nos  recherches. 

Notre  but  dans  ce  paragraphe  était  de  montrer  com- 
ment on  pouvait  être  conduit  à  concevoir  des  fonctions 
possédant  deux  périodes. 

ÉTUDE    ET    DISCUSSION    DE    LA    FONCTION    SÎll  am X* 

Considérons  l'intégrale 


Ç* dy 


qui  est  la  plus  simple  de  celles  auxquelles  se  ramènent 
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les   intégrales  que  nous  avons  considérées  plus  haut 

Legendre  posait 

y  =  sin  ?;. 

il  obtenait  alors  la  relation 


Jo     V- 


dy 


A*  sin2  y 

ç  était  ce  qu'il  appelait  l'amplitude  de  l'intégrale  x. 
Alors,  en  posant  y  =  amx,  on  a 

y  =  sinamx; 

le  nom  de  sinanur  est  resté  à  y  considéré  comme  fonc- 
tion de  x.  Nous  adopterons  la  notation  de  Gudermann, 
plus  simple  que  la  précédente*  due  à  Jacobi,  et  nous 

aurons 

y  =  sin  ara  .t  =  sn-r , 


\/ i  — ;*'r:cosamj^:  eno: , 


y  i  —  h2  y*  ~  dnx, 
r 


rzr  tangam  x  =  tnjr. 


v*—  y1 

Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ces  formules  pour  en 
préciser  le  sens  et  déterminer  le  signe  qui  convient  a 
chaque  radical.  Dans  ce  qui  va  suivre,  h  sera  quel- 
conque, mais,  dans  la  pratique,  k  sera  généralement 
léel  et  moindre  que  l'unité. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  paragraphe  précédent  : 
i°  La    fonction  sxix  sera  continue,  monodrome  et 
monogène  dans  toute  l'étendue  du  plan. 
a°  Elle  possédera  deux  périodes,  Tune 

r  rfy  f-'  àr 

*;o  \[i-y')[i-*2y2)        Jo      y/[i-y2)[i  —  k2y2) 

correspondant  aux  deux  lacets  successifs  et  relatifs  aux 
points   critiques  — i  et  4-  i .  Nous  l'appellerons  4&; 
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nous  observerons  qu'elle  est  réelle  quand  A  est  réel,  et 
d'ailleurs  moindre  que  l'unité  en  valeur  absolue, 


J0  VU-j'H»-^)' 


l'autre  période  est 


■  ■■     I   I 


A  désignant,  pour  abréger,  le  radical  ;  on  pcnt  la  repré- 
senter par  2K'  y/ — i ,  en  posant 


rv=r=/ 


a' 

Si  l'on  fait 


on  trouve 

/»  est  ce  que  Ton  appelle  le  module, 

hf  est  le  module  complémentaire, 

K  est  Y  intégrale  complète, 

K'  est  Y  intégrale  complète  complémentaire. 

Ainsi  les  côtés  du  parallélogramme  des  périodes  sont 

4Ket  aK'vC^T. 

3° La  fonction  snx  passe  deux  fois  parla  même  va- 
leur dans  le  parallélogramme,  et,  d'après  la  discussion 
faite  au  paragraphe  précédent, 

sn  [iJL.  —  x)  =  su  x. 

4°  La  fonction  sna:  s'annule  en  particulier  deux  fois 
dans  chaque  parallélogramme,  et  comme  on  a  évidem- 


(    522    ) 

ment  sno  =  o,  les  zéros  de  snx  sont   donnés  par  les 
formules  o  et  2K,  ou,  plus  généralement, 


\  .        v     ,,      . \     ou     îKm  +  2K/11V  —  '• 

2(2/71  -hi)K  -h2K'/îy  —  i  ) 

5°  Cherchons  les  infinis  de  snx.   L'un    d'eux  sera 
donné  par  la  formule 

f  °°  dr  /*+"  dy 

a  =  I       -'-     ou     2«-  -—  9 

et  Ton  peut  supposer  que  le  contour  d'intégration  soit 
rectiligne  en  laissant  d'un  môme  côté  de  lui-même  les 

points  critiques  H-  1  et  4-75  et,  de  l'autre  côté,  —  1  et 

A" 

—  -7',  mais  un  tel  contour  peut  être  remplacé  par  un 

A" 

demi-cercle  de  rayon  infini  décrit  sur  lui-même  comme 
diamètre,  à  la  condition  d'y  adjoindre  les  deux  lacets 
relatifs  aux  points  critiques.  Or  le  contour  circulaire 
donne  une  intégrale  nulle-,  on  a  donc 


2a 


et,  par  suite, 

a^KV=l,     et     sn(K-hK'v/^T)=-l. 

Ainsi  l'un  des  infinis  de  snx  est  K/  \/ — 1,  et,    comme» 

sn(2K  —  x)  =  sna:,  un  autre  infini  sera  2K —  K  \/ — 1. 
En  général,  les  infinis  de  snx  seront 

4/mK-+  (2/i-t-i)K'v/—  7         J 

2(2/W-hl)K.-h(2«-r  I)K  y;— I  J  v  ; 
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6°  On  a,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

snx  =' —  sn(  —  x). 


7°  snK'y — i  étant  infini,  posons,  dans  l'équation 

y  =  7-  »  x  =  K/  sj —  i  -f-  *  :  nous  aurons 


d'où  nous  concluons,  z  s'annulant  avec  f, 

«  =  ±:snf  =  zhsn(  — K'v^T-t-j:)  =  dzsn  (k'v7— "i  H-  *)» 
et,  par  suite, 

or  pour  i=Kon  trouve  -r  :  donc 

sn  (  K'  y7—  i  -+•  x  )  —  ^ . 

x  '       A"  sn  a? 

8°  Enfin  Ton  a 

sn(K)  =  i,     sn  (K  -+•  K'/—  0  =  j.m 

SUR    LES    FONCTIONS    DOUBLEMENT    PÉRIODIQUES. 

La  discussion  faite  au  paragraphe  précédent  nous  a 
révélé  l'existence  de  fonctions  monodromes  et  mono- 
gènes possédant  deux  périodes.  Ces  fonctions  (et  les 
fonctions  elliptiques  sont  les  plus  simples  d'entre  elles) 
jouissent  de  propriétés  communes  qui  peuvent  en  sim- 
plifier l'étude;  nous  commencerons  par  faire  connaître 
ces  propriétés. 

Sans  doute  une  bonne  partie  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  pourrait  être  faite,  et  même  a  été  édi- 
fiée  avant  la   découverte,    toute  récente,    de  ces   pro- 
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piiétés;    maïs  leur    connaissance    explique    bien     des 
méthodes    d'investigation  qui    pourraient,    sans    cela, 
être  regardées  comme  des  artifices  de  calcul  heureux, 
mais  peu  propres  à  éclairer  sur  la  méthode  d'invention. 

Théorème  I.  —  //  n'existe  pas  de  fonction  mono- 
drome  et  monogène  possédant  deux  périodes  réelles  et 
distinctes. 

En  effet,  si  la  fonction  f[ x)  possédait  les  deux  pé- 
riodes fe>  et  cj,  on  aurait 

/(x-f-  /m»  -f-  nts)  ~f(x)f 

m  et  n  désignant  deux  entiers  quelconques.  Or,  si  od  et  ct 
sont  commensurables,  soit  a  leur  plus  grande  commune 
mesure  et 

Si  Ton  po.se 

mk  -4-  ni  —  i , 

cette  équation  aura  toujours  une  solution,  car  h  et  / 
peuvent  être  censés  premiers  entre  eux.  On  aura  donc 

mko. -\- nla=.  a.     ou     m  w  -f-  n  o  =  a, 
par  suite 

a  serait  donc  une  période  et  &)  et  uy  seraient  ses  mul- 
tiples. Si  w  et  xj  sont  incommensurables,  on  pourra  tou- 
jours satisfaire  à  la  formule 

/ww  -f-  nu  =  «, 
où  £  est  très-petit.  Il  suffit,  en  effet,  pour  cela,  de  ré- 
duire -  en  fraction  continue  :  soit-  une   réduite  quel- 

conque,  —f la  réduite  suivante;  —  sera  compris  entre  ces 
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deux  réduites  dont  la  différence  —,  tend  vers  zéro.  On 

QO 

pourra  donc  poser,  en  supposant  o  <  6  <  i , 

o      p        B 


»        q        qq 

et 


m 


r      p      ô  ~i     Tm7-+-  np    ^^n 

»-t-/iu==:w|  m-\-n h«  — -,  1  =w  I 1 7  ! 

L  9  <il  J         L       9  ?'/J 


Or  on  peut,  en  supposant-  irréductible  (ce  qui  a  lieu 

pour  les  réduites   d'une   fraction    continue),    prendre 
mq  h-  /i/>  =  i  ',  mais  m  et  n  sont  le  numérateur  et  le  dé- 

nominateur  de  la  réduite  qui  précède  -  \  donc  -j-  <  i 

et  mw  +  nose  réduit  à  une  quantité  moindre  que  —  » 
c'est-à-dire  aussi  petite  que  Ton  veut  e.  On  aurait  donc 

/(•*-*- 1)=/(*)      OU     /(j?-f-t)-~/(*)=rO, 

c  étant  aussi  petit  que  l'on  veut.  La  fonction 

admettrait  donc  une  infinité  de  racines  s,  2e,  3e,... 
dans  un  espace  fini  du  plan;  l'intégrale 


l 


./' 1*4- *)—/(*) 


rfc 


serait  donc  infinie,  ce  qui  est  absurde.  Il  est  évident  que 
deux  périodes  dont  le  rapport  est  réel  ne  peuvent  pas 
coexister  non  plus.  En  effet,  soit  r  le  rapport  des  pé- 
riodes -,  on  pourra  poser 


et  l'on  aura 


/(*  +  »)=/(*),    /(x+r«)=/(*) 
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ou 


'(H"'®-  F(H=F(= 


en  désignant  par  F  (  -  j  la  fonction  f[ x)  ;  x  étant  quel- 
conque, on  aurait 

F(r+  i)  +  F(jp),      F(*+r)  =  F(«). 
et  la  fonction  F  aurait  les  périodes  réelles  i  et  r. 

Théorème  II.  —  Une  fonction  monodrome,  mono- 
gène  et  continue  ne  saurait  avoir  plus  de  deux  pé- 
riodes. 

Eu  effet,  soient  a-+-b\j — i,a'+i'\p-i,  a"+  b"  y] — i 
trois  périodes  de  la  fonction  y  (x),  s'il  est  possible.  Je 
dis  que  Ton  pourra  toujours  trouver  trois  entiers  m, 
m!,  m",  tels  que  Ton  ait 

a"  —  ma  +  m'a1  +  mnan  <  i , 
6"  =  016  +  01'*'  +//t"0"  <«, 

£  étant  un  nombre  si  petit  que  Ton  voudra.  En  effet, 
considérons  la  quantité 

a*bm  —  bma"  =  m{ab"  —  ba")  +  m'  [a'bn  —  //«"); 

on  pourra  toujours,  comme  on  Ta  vu  dans  la  démon- 
stration du  théorème  précédent,  choisir  m  et  ml  de  telle 
sorte  que  amVf  —  V"  an  soit  moindre  qu'une  quantité 
donnée,  et  même  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

a»                   ab»-ba"          ,a'b'-Vam^3 
*-bp     ou      m -p +m   b" <J 

c'est-à-dire,  en  valeur  absolue, 

(I)  a*  <*+-*•£} 
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maïs  m  et  m'  ayant  été  ainsi  déterminés,  on  pourra  tou- 
jours choisir  m"  de  telle  sorte  que  Ton  ait  en  valeur 

absolue 

b*  mb  ,V  _       i 

•p  ou  ■&  +  '"  v  +  m  <V 

et,  par  conséquent, 

bma"       i 

On  pourra  donc,  en  vertu  de  (i),  prendre 

2 

(a7)  désignant  la  valeur  absolue  de  a",  ou,  en  définitive, 

prendre  al"  <i — -•  Or,  de  (a),  on  tire  &'"< — -:  ainsi 

on  pourra  prendre  am  et  4/jr/  moindres  en  valeur  absolue 
que  les  demi-valeurs  absolues  de  a"  et  6".  Cela  étant, 
considérons  les  quantités 

atr  —  n'a'  -h  n'"a"  -h  nmjF9 

b"  =  n'b,  +  n"b"-hnwbm'J 

on  pourra  choisir  les  entiers  w',  ti",  nm  de  telle  sorte 
que  l'on  ait  en  valeur  absolue  à1"  < —  »  &1*  <[— .  On 

pourra  déterminer  d'une  façon   analogue  des  nombres 

air  bir 

aT<T — j  b"  <1  —  >et  ainsi  de  suite;  mais  a"',  a1*,  ar,  . . . 

2  2 

sont  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  entiers  de  a, 
a*,  a*;  de  même  V9  i,T,  iT,  . . .  sont  des  fonctions 
linéaires  à  coefficients  entiers  de  &,  A',  ft";  ces  fonctions 
linéaires  vont  en  décroissant,  au  moins  aussi  rapide- 
ment que  les  termes  de  la  progression  géométrique  de 

raison  --,  donc  elles  peuvent  être  prises  moindres  que 

toute  quantité  donnée.  c.  Q.  F.  n. 
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Si  donc  la  fonction /Y  x)  admettait  Ips  trois  périodes 
a-\-byJ — i,  a!  -h  i'  \J — i,  af-v-V1^ — i,  elle  admet- 
trait une  période  a(l)  -+-4W  >J — i  de  module  aussi  petit 
que  l'on  voudrait;  ./*(«* -H e) — /(x)==z°  aurait  donc 
une  infinité  de  racines  dans  un  espace  limité,  ce  qui  est 
absurde.  11  n'y  aurait  d'exception  à  cette  conclusion 
que  si  l'un  des  nombres  a,  et  son  correspondant  bt  s'an- 
nulaient rigoureusement.  Mais  alors,  en  appelant  a),  eu', 
o/,  pour  abréger,  les  trois  périodes  et  en  désignant  pur 
ira,  m',  m"  trois  entiers,  on  aurait 

(î)  mtù  -t-wi'w'  -h  m*(ù"  =  o. 

Soient  n\  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  m',  et  /*, 
y!  les  quotients  de  m  et  ni  par  m\  -,  si  Ton  pose 

ffft)  -I-  /l'a/  —  w,, 

on  pourra  toujours  choisir  n  et  n!  de  telle  sorte  que  le 
déterminant  fin' — nyl  soit  égala  i  pour  des  valeurs 
entières  de  n  et  n'\  alors  &>  et  &/  s'exprimeront  en  fonc- 
tions linéaires  de  co,  et  a>ft9  à  coefficients  entiers.  On  aura 
ensuite,  au  lieu  de  (i), 

m\  w',  -i-  /w"«"  =  o. 

Divisant  les  deux  membres  de  cette  formule  par  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  m\  et  de  m",  elle  prend  la 
forme 

r      t      .        un 

f* ,  » ,  H-  f*  »    =  o. 

et  si  l'on  prend  n\  y!r  —  nttpt  --  1  »  °e  qui  est  possible,  et 
si  Ton  pose 

&/[  et  co"  seront  des  multiples  de  o>\ .  En  résumé,  a>  et  o* 
sont  fonctions  linéaires  et  à  coefficients  entiers  dew',  et 
de  o)t,  c'est-à-dire  dew,  et  de  wt.  Il  en  est  de  même 
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de  «"*,  nos  trois  périodes  se  réduisent  donc  à  deux  de  la 

formepui"  4-  qtùu  p  et  q  désignant  des  entiers. 

THÉORÈME    DE   M.    H  ERMITE. 

Théorème.  —  L'intégrale  d'une  fonction  double- 
ment périodique  prise  le  long  d'un  parallélogramme 
de  périodes  est  nulle. 

Ce  théorème,  ou  plutôt  cette  remarque  fondamen- 
tale, est  due  à  M.  Hermîte  relie  est  presque  évidente.  En 
effet,  le  long  de  deux  côtés  opposés,  la  fonction  prend 
les  mêmes  valeurs,  mais  la  différentielle  de  la  variable 
y  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires;  la 
somme  des  intégrales  prises  le  long  des  côtés  opposés  est 
donc  nulle,  et  il  en  est  de  même  de  l'intégrale  totale. 

Première  conséquence.  — Une  fonction  doublement 
périodique  s'annule  au  moins  une  fois  et  devient  infinie 
au  moins  une  fois  dans  chaque  parallélogramme  des  pé- 
riodes, car  sans  quoi  elle  ne  deviendrait  jamais  ni  nulle 
ni  infinie;  mais  le  théorème  de  M.  Hermite  nous  ap- 
prend que  dans  chaque  parallélogramme  il  y  a  au  moins 
deux  infinis  et  deux  zéros. 

En  effet,  si  dans  un  parallélogramme  il  n'y  avait 
qu'un  infini,  l'intégrale  prise  le  long  du  parallé- 
logramme serait  égale  au  résidu  relatif  à  cet  infini  multi- 
plié par  2 7r \j —  1 .  Or  ce  résidu  ne  saurait  être  nul; 
donc  il  ne  saurait  y  avoir  un  seul  infini  dans  le  parallé- 
logramme :  il  ne  saurait  non  plus  y  avoir  un  seul  zéro, 
caria  fonction  inverse  n'aurait  qu'un  seul  infini. 

Deuxième  conséquence.  —  Dans  chaque  parallé- 
logramme, il  y  a  autant  de  zéros  que  d'infinis. 

En  effet,  soit  f{z)  une  fonction  à  deux  périodes, 

: y-j— -  aura  les  mêmes  périodes 5  en  l'intégrant 

air  y1  — 1  /(*J 

Stcrm.  —  An.,  II.  34 
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le  long  d'un  parallélogramme,  on  doit  trouver  zéro,  ou 
la  différence  entre  le  nombre  des  zéros  et  des  infinis  de 
f(z)  :  cette  différence  est  donc  nulle. 

Troisième  conséquence.   —  En  intégrant 

le  long  du  parallélogramme  des  périodes,  et  en  appe- 
lant ci>  et  a  les  périodes,  on  trouve  la  différence  entre 
la  somme  des  zéros  et  celle  des  infinis  contenus  dans  ce 
parallélogramme;  elle  est 

La  première  intégrale  est  prise  le  long  de  la  période  u, 
et  la  seconde  le  long  de  la  période  m;  en  effectuant,  on  a 

ou^en  appelant  m  et  n  des  entiers, 

_:=[ologi  —  wlogi]=  ma  -+-  /îw; 

2ffy'  —  i 

cette  quantité  est  une  période. 

Quàtuième  conséquence.  —   Une  fonction  double 
ment  périodique,  qui  admet  n  infinis,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,   n  zéros  dans  un  parallélogramme  de  pé- 
riodes, passe  aussi  n  fois  par  la  même  valeur  a  à  l'in- 
térieur de  ce  parallélogramme. 

En  effet,  soit/(:r)  une  telle  fonction, /(x)  —  a  aura 
aussi  n  infinis  et,  par  suite,  n  zéros;  donc/(x)  passe 
n  fois  par  la  valeur  a. 

Une   fonction   doublement   périodique   qui    possède 
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n  infinis  dans  un  parallélogramme  élémentaire  est  dite 
d'ordre  n. 

La  somme  des  valeurs  de  la  variable  X,  pour  les- 
quelles f(x)  prend  la  même  valeur,  est  constante  à  des 
multiples  des  périodes  près;  en  effet,  d'après  ce  que  l'on 
a  vu  (troisième  conséquence),  f{z)  —  a  est  nul  pour 
n  valeurs  de  z  qui,  à  un  multiple  des  périodes  près,  ont 
une  somme  égale  à  celle  des  infinis  de  y*  (x). 

Il  n'y  a  pas  de  fonctions  du  premier  ordre,  puisque 
toute  fonction  à  deux  périodes  a  au  moins  deux  infinis 
dans  chaque  parallélogramme  élémentaire,  et  les  fonc- 
tions doublement  périodiques  les  plus  simples  sont  an 
moins  du  second  ordre. 

Nous  allons  maintenant  essayer  d'établir  directement 
l'existence  des  fonctions  monodrdmes,  monogènes,  con- 
tinues et  doublement  périodiques. 


REMARQUES   RELATIVES    AUX    PRODUITS    INFINIS. 

Nous  allons  bientôt  avoir  à  considérer  des  produits 
de  la  forme 

»w=  n   n  (,+^^jw)' 

#»=— •         n:=— * 

et  il  est  bon  de  montrer  dès  à  présent  que  la  valeur  du 
produit  en  question  dépend  de  la  manière  dont  on  l'ef- 
fectue, c'est-à-dire,  en  définitive,  de  Tordre  des  facteurs. 
Considérons,  en  effet,  m  et  n  comme  les  coordonnées 
d'un  point,  et  faisons  le  produit  de  tous  les  facteurs  cor- 
respondant à  des  valeurs  de  m  et  n  intérieures  à  une 
courbe  Ct  et  de  tous  les  facteurs  correspondant  à  des  va- 
leurs de  m  et  n  intérieures  à  une  courbe  Ca.  Soient  P, 
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et  P,  les  produits,  on  aura 


P,        11  \        tf-h/w«-h  nta'J 


m  et  n  désignant  les  valeurs  entières  comprises  entre  les 
deux  contours  Ct  et  Ct.  On  en  tire 


logP,—  logP, 

~2log(H - ;) 

\         a-t-mw-H/ïw/ 

=xy ï 7-ïy( 


a  H-  ni»  -H  /iw 


On  voit  que  logP4  —  logP,  peut  être  infini  5  maïs 
il  peut  aussi  être  fini  :   c'est  ce  qui   arrivera  quand 

;  sera  fini.  C'est  ce  qui  arrivera  encore 

lorsque,  ^ '  étant  nul,  parce  que  les  deux 

contours  ont  pour  centre  l'origine    y * rr- 

r  &        ,  Jmé(a  +  m*  -h*w')» 

ne  sera  pas  nul  :  ce  cas  remarquable  a  été  examiné  par 
M.  Cayley.  En  désignant  par  A  la  valeur  de  cette 
somme,  on  aura,  en  négligeant  des  termes  infiniment 

petits, 

A  r' 
logP,  — log  P,  =  -— , 

el,  par  suite, 

P, 


rr-=€        f 


Pa 


L'ordre  dans  lequel  on  effectue  le  produit,  même  en  pre- 
nant autant  de  termes  positifs  que  de  termes  négatifs 
dans  chaque  produit  partiel,  peut  influer  sur  le  résultat 


Aar* 


en  introduisant  une  exponentielle  de  la  forme  e        ; 
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c'est  ce  qui  nous  permettra  d'expliquer  un  paradoxe  que 
nous  rencontrerons  plus  loin. 


SUR    LES   FONCTIONS    AUXILIAIRES  DE    JACOBI» 

Essayons  maintenant  de  former  directement  une  fonc- 
tion monodrome  et  monogène  admettant  les  périodes 

4K  et  aK'^ —  i  de  snx.  Si  Ton  observe  que  l'on  a 


OU 


înx=rlim  I  I  (  i )     pour/ï=oo, 


en  supposant  i remplacé  par  x,  on  sera  tenté  de 

poser 

nf' - — =) 


snx 


**l  2K/»  +  (2/l+l)KV-  iJ 


en  remplaçant  î '- -7=  par  x9  ou  tout  au 

1K0  -h  2K'o  y7 —  1 

moins  y  aura-t-il  lieu  de  se  demander  si  le  second  mem- 
bre de  cette  formule  ne  serait  pas  doublement  périodique. 
On  voit  d'ailleurs  que  ce  second  membre  a  été  formé  de 
manière  à  s'annuler  et  à  devenir  infini  en  même  temps 
que  snx.  Malheureusement,  d  après  ce  que  l'on  a  vu  au 
paragraphe  précédent,  les  deux  termes  du  quotient  que 
nous  considérons  sont  divergents,  et  ce  quotient  n'est  pas 
bien  déterminé-  auoi  qu'il  en  soit,  en  groupant  convc- 


(  53/,  ) 

nablement  les  termes,  on  peut  obtenir  une  fonction  bien 
définie  qu'il  convient  d'étudier. 

Considérons,  en  particulier,  le  produit 

"V         2Km-+-2&//iy/^7j 
ou     • 

^ 


( 


I  — 


2Ko4-2K/ov/~i>/ 


doit  être  remplacé  par  x. 

En  faisant  d'abord  varier  m  seul,  il  devient 


naKm  -h  aK'/i  \/—  i  —  x 
2Kiw-f-2K'/iv/::=1ï 


2K';?  s/—  f  —  x  -py  f         aR^  y7 —  i  —  jt\ 

ou,  eu  observant  que  #TT  (  i )  est  égal  à  -  sinftjr, 


.    2K//1 J —  i  —  x 

8,n TK * 


.     2K//Î  i/ —  I 

«n — * 


nx 


Quand  n  =  o,  il  faut  remplacer  ce  produit  par  sin  — >  et 
le  produit  cherché  peut  s'écrire 

—  TT         g — Te / 

k  11  (<r"— r)        ' 


.      TTJT 

sin 


K' 


en  posant,  pour  abréger,  q  =  e       .  On  peut  encore  écrire 
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ce  produit  ainsi  : 


«il 

"K    11  (  I  —  q*) 


sin  -— -   Il ; -t » 


ou,  en  groupant  les  termes  correspondant  à  des  valeurs 
de  n  égales,  mais  de  signes  contraires, 


(i)  sin¥  JI 


4gm  M 

i  —  a^cos— — V-  gtH 


[l-q")> 


En  traitant  le  second  produit  ou  le  dénominateur  de  sn  a: 
comme  on  a  traité  le  premier,  on  le  trouve  successive- 
ment égal  à 

.    ('in  -+-  i)KV— »— * 
sin  i - n 

n 


on 


n 


.    (î»  +  i)KV-i 
«ni — * 


!  _  *f  »»"cos  — -  4-  7,(,"+*) 

lv 


Les  deux  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir  sont 
d'ailleurs  convergents  si,  ce  que  l'on  peut  toujours  sup- 
poser, le  module  de  q  est  moindre  que  l'unité,  c'est-à- 

K/ 
dire  si  la  partie  réelle  de—  est  positive. 

La  méthode  même  que  nous  avons  suivie  pour  former 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  snx  montre  que 
ces  termes  ont  des  valeurs  qui  dépendent  de  l'ordre  de 
leurs  facteurs-,  et,  en  effet,  si  nous  considérons,  par 
exemple,  le  dénominateur  qui,  à  un  facteur  constant  près, 
est 

ï(*)=  fi     '  —  ag^'cos^  +  ^+'M, 
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il  a  manifestement  la  période  4^'  que  possédait  sn.r, 
mais  il  n'a  pas  la  période  2  iK!  qu'il  aurait  eue  en  lais- 
sant d'abord  m  constant  pour  faire  varier  n  ;  et  il  n'a  cer- 
tainement pas  la  période  21K/,  sans  quoi  il  serait  double- 
ment périodique  sans  devenir  infini.  Quoi  qu'il  en  soit, 
il  est  intéressant  de  rechercher  ce  que  devient  la  fonc- 
tion <f(x)  quand  on  change  x  en  x  -\-  aK'y/ —  1  ;  on  a 


•„_^           a? -4- a  K' 1/— 1         .,.»^,i  I 
I  —  2qin+l  COS7C =^ h  qMn+D 


jr-*-*KV-l   , — A    /  r  +  lK'^î 


-*—TT-^)(  ....  «=iîFr-,'Cn) 


-n[ 

-n(- 

ou,  si  l'on  veut, 

1 — q-\e  )  y(x):\i  —  qe        *      / 

c'est-à-dire 

(A)  <p(a? -h  2K'/-i)  =  -?(*)« 

Le  numérateur  de  la  valeur  de  sn  x,  que  nous  représente- 
rons par  Q(.z),  satisfait,  comme  on  peut  le  vérifier,  à  la 
même  équation  ;  dès  lors  il  est  facile  de  voir  que  la  fonc- 

tion  définie  par  le  rapport  —■ — -  admet  non-seulement  la 

période  4K-  commune  à  8  et  à  <f ,  mais  aussi  la  période 
2Ky —  1.  En  effet,  de  la  formule  (A)  et  de 

eOr-t-aKV-i)^  —  0(#>       *  ' 


(  537) 

ou  déduit 

G(j?-h2KV~)_0(x) 

Il  resterait  a  prouver  en  toute  rigueur  que  sni=  -4—;  ; 
c'est  ce  qui  serait  évident,  si  Ton  pouvait  admettre  que 
représente  une  fonction  continue,  monodrome  et 

monogène.  En  effet,  snx  et  -1 — \  ayant  les  mêmes  zéros 

et  les  mêmes  infinis  seraient  égaux  à  un  facteur  constant 
près,  qu'il  serait  facile  après  cela  de  calculer.  Nous  ne 
tarderons  pas  à  prouver  que  Ton  a  bien  à  un  facteur  con- 
stant près  snx  =  -y— U  jusqu'alors  nous  considérerons 

ce  fait  comme  très-probable. 

Les  fonctions  telles  que  9  et  y  sont  ce  que  nous  appel- 
lerons des  fonctions  elliptiques  auxiliaires. 


CONSIDÉRATIONS  NOUVELLES    SUR  LES  FONCTIONS 
AUXILIAIRES   DE   JACOBI. 

Nous  voilà  conduits  à  étudier  les  fonctions  auxiliaires 
évidemment  plus  simples  que  les  fonctions  doublement 
périodiques  qu'elles  engendrent;  mais,  sous  forme  de 
produit,  elles  paraissent  peu  maniables,  et  nous  allons 
essayer  de  les  développer  en  série. 

En  définitive,  il  est  à  peu  près  établi  que  sn#  (et  Ton 
verrait  de  même  que  cnx,  dnx)  peut  être  considéré 
comme  quotient  de  deux  fonctions  admettant  Tune  ses 
zéros,  l'autre  ses  infinis.  Ces  fonctions  n'ont  qu'une  pé- 
riode, mais  elles  se  reproduisent,  à  un  facteur  commun 
près,  quand  on  augmente  leur  variable  d'une  quantité 
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convenablement  choisie  et  qui  sera  une  seconde  période 
de  leur  quotient. 

Désignons  alors  par  0(x)  une  fonction  possédant  la 
période  w,  et  développable  par  la  formule  de  Fourier 

suivant  les  puissances  de  ew  ,  partageons  le  plan  en 
parallélogrammes  de  côtés  co  et  &,  et  proposons-nous  de 
faire  en  sorte  que  dans  chaque  parallélogramme  la  fonc- 
tion 0  possède  p  zéros. 

Le  nombre  fi  de  ces  zéros  devra  être  égal  k  l'inté- 

grale  de ==  »  prise  le  long  du  périmètre  d'un 

airy^—  i  M*) 

parallélogramme,  et  cela  quel  que  soit  le  point  que  Ton 

prendra  pour  sommet,  si  Ton  veut  que  les  zéros  soiem 

régulièrement  distribués  dans  le  plan.  Or  la  valeur  que 

prend  notre  intégrale  le  long  des  côtés  parallèles  à  zj  est 

nulle,  puisque  la  fonction, admettant  la  période  co,  prend 

des  valeurs  égales  sur  ces  côtés,  tandis  que  dx  y  prend 

des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  On  devra  donc 

avoir,  en  intégrant  seulement  le  long  des  deux  autres 

côtés, 

et  cela  quel  que  soit  x  $  cette  équation  détermine  0.  On 
peut  poser 

et  déterminer  les  coefficients  indéterminés  a,  (3,  y, . . . 
par  l'équation  (1)5  cette  équation  n'en  détermine  qu'un 
seul,  et  nous  supposerons  alors,  pour  simplifier,  {3  =  o* 
y  =  o, ....  La  formule  (1)  donne  alors 


I 
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d'où 


W 


et,  en  remplaçant  a,  (3,  y,...  par  leurs  valeurs  dans 
l'équation  (a),  on  a 

ô'(jc)        O'(x-f-cr) airf*^/  —  i 

ô(x)  ~~  9(ar-f-  tar)~~  w 

ou,  en  intégrant, 

f 

l0*e(*  +  *]-  »         l*  +  «Ji 

c  désignant  une  constante.  On  en  déduit 

•  >  +  •)  =  •(*)*"         -  • 

Ainsi  il  suffira  d'assujettir  la  fonction  0  (x)  aux  condi- 
tions 

{  0(*-h«)  =  0(*), 

\  G(tf-i-sj)  =zB(x)e       u  , 

pour  obtenir  une  fonction  telle  que  nous  la  désirons.  La 
première  formule  est  satisfaite  en  posant 

OU 

(4)  •(*)  =  !*     - 

Nous  allons  déterminer  <p(/i)  de  manière  à  satistaire  à 
la  seconde  condition  (3);  on  a 

— _  [nx  +  nw  +  t(n)l 


■  nx 


(54o) 

Si  Ton  pose  alors 

(5)  f  (n)  —  f  [n  -hp)  4-w©  =  —  Cfi, 

on  aura 

ou 

6(*  -4-  ct)  =  0(.t)<?        •  , 

et  les  formules  (3)  auront  lieu.  L'équation  aux  diffé- 
rences (5')  ne  détermine  pas  complètement  f(x)  :  elle- 
laisse  arbitraires  <p(i),  9(2),  . . . ,  f(fx).  En  appelant  <j(/?/) 
une  de  ces  quantités,  on  a 

ç(m  -h  \l)  =  f  (m)  -h  cp  -h  tfto, 

?(/W  4-2p)=?(»I  -h  p)  4-  c/x  4-  (#»  4-fi)cT, 


y  (m  -4-  /p)  =  f(m  4-1  —  1  p)  4-  cp  -+-  (/»  4-  /  —  1  p)o, 
d'où  l'on  tire 

v  f  (j»4-/p)  =  y(m)  4-/f*e4-o-(2/ii  H-  *>  —  f»), 

et0(.r)  prend  la  forme  suivante,  en  remplaçant  <f(n) 
dans  (4)  par  sa  valeur 

i(x)=€fnti(x)  4-«»C|>el(a:)  4-.  .  -  4-  *(*-•>  «,*_,(*), 

où  Ton  a  posé 

(6)    •.(*)  =  y  r^1 [«-+i«*«+i*+ï  ••-■•■•*-*]. 

Donc  : 

i°  Les  fonctions  monodromes  et  monogènes  satis- 
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faisant  aux  formules 

e(*  +  «)  =  e(*)r— **** 

sont  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  p  d'entre 
elles  ; 

a°  Ces  fonctions  existent  réellement,  car  la  série  (6) 

est  convergente  si  la  partie  imaginaire  de  —  est  posi- 

tive,  ce  que  Von  peut  toujours  supposer.  En  effet,  alors 
la  racine  iièmt  du  iièm*  terme  de  la  série  (6)  tend  vers 
zéro; 

3°  Ces  fonctions  ont  p  zéros  dans  le  parallélogramme 
des  péiiodes  &>,  gt. 

Enfin  le  quotient  de  deux  quelconques  de  ces  fonc- 
tions a  évidemment  les  périodes  o>  et  a,  ce  qui  prouve, 
a  priori,  l'existence  des  fonctions  à  deux  périodes  arbi- 
traires et  à  p  zéros  ou  du  /aième  ordre. 

DES    FOJNCTIOHS    DU    PREMIER    ORDRE. 

Nous  dirons  qu'une  fonction  elliptique  auxiliaire  est 
d'ordre  (i  quand  elle  aura  p  zéros  dans  son  parallélo- 
gramme des  périodes.  Les  fonctions  du  premier  ordre 
satisfont  aux  équations 


0(ar  -4-  v>)=e(x)9 


— - — (■*+*) 


Q[x-h  a)  =  Q(x)e       • 

et,  0  désignant  Tune  d'elles,  les  autres  seront  égales  à  0, 
à  un  facteur  constant  près.  On  pourra  alors  poser 


"MD     ♦n/^ï'/  m»     \ 

— ^,  -  wj+mc-f—p 


■a.» 
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Nous  retrouverons  cette  fonction  plus  loin.  Observons 
toutefois  qu'elle  n'engendrera  pas  de  fonctions  aux  pé- 
riodes simultanées  a>  et  u\  mais  il  faut  remarquer  que, 
si  la  fonction  en  question  est  du  premier  ordre  par  rap- 
port aux  périodes  a>  et  u,  elle  sera  du  second  ordre  si 
l'on  prend  pour  périodes  &>  et  acy  ou  aw  et  tr  :  c'est  pour 
cela  que,  devant  la  rencontrer  de  nouveau  dans  tous  les 
ordres,  nous  ne  nous  en  occuperons  pas  ici. 


DES    FONCTIONS   DU    SECOND    ORDRE. 

Les  fonctions  du  second  ordre  satisfont  aux  équations 

Îe(*r -*-»)  =  ©(*),  ___ 

B[x  -f-cjj  =  B[x)e       w 

Elles  sont  au  nombre  de  deux  distinctes  0O  et  0t,  la  solu- 
tion la  plus  générale  étant  Ao0o-f-  Ai0t,  A0  et  At  dési- 
gnant deux  constantes  arbitraires.  On  a  d'ailleurs 

(a)  •.(*)  =  2,  e    " 


!  =  +• 


(3)  e,(*)=2^l,,,"-M,'+,ic+''''1 


l=— • 


Les  fonctions  qui  servent  de  numérateur  et  de  dénomi- 
nateur à  snx  sont  du  second  ordre  par  rapport  aux  pé- 
riodes aK/y/ —  i  et  4&.  En  effet,  ces  fonctions  satisfont 
aux  relations 

Î  ? (x -t- 4R) —  ?(*)« 
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Or  la  seconde  de  ces  relations  peut  s'écrire 

Ces  formules  coïncideront  donc  avec  (i),en  posant 

w  =  4K,     o  =  2K/v^T,     c  =  K -4- K' y7— «"» 

le  numérateur  et  le  dénominateur  de  snar  seront  donc 
de  la  forme  Ao0o(#)  -h  Ai0t(x),  et  Ton  aura 

l5L_;[(îi4-l)x  +  «iK4-tiK,V^Î(i-»-l)l 

0l(x)=2etK 

Groupons  les  termes  correspondant  à  des  valeurs  de 
i  égales    et  de   signes  contraires,  et  posons    toujours 


K' 


g  =  e     K  ,  nous  aurons 

.  itx  t         21TJT 

ô0(jr)  =  i-a$r»  COS  —  -+-*?*  C08~kT  + 


•  •  • 


lIZX 


-h  (  —  Ij'a^COS  — 

«,(*)  =  v7-  i  ^«n  ^  -  2?'</+,>sin--  +  . . . 

iag'f+O  sin^ — ' h . . . 

Jacobi  désigne  la  fonction  0O  par  0(x)j  quant  à   la 


i 


fonction  0t,  nous  la  remplacerons  par  -=  6i9  ce  qui  lui 

donne  plus  de  symétrie,  et  nous  la  représenterons  en- 
core, avec  Jacobi,  par  H(x);  nous  aurons  alors 

C  (*)  =  1-2?  cos^+a^cos^  +  ...+  (  -i^cos^... 
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Du  reste,  les  fonctions  les  plus  générâtes  satisfaisant 
aux  formules  (4)  sont  de  la  forme  A0(x)  4-BH(a:). 
Aux  fonctions  0  et  H  on  adjoint  aujourd'hui  les 
fouclions  0(x  +  K),  que  Ton  désigne  par  &i(x)J  et 
H(x-hK),  que  l'on  désigne  par  Ht(jr).  Si,  dans  les 
formules  (5),  on  remplace  x  par  x-f-K,  on  trouve 
alors 

QJx     =  I  -f-  20COS— -  -4-20«COS  —  -*-..., 

H,!*  )=  2O*C0S— —  H-  2<74COS  — -    -f- .  .  .  . 
x     '  *  2K  Â  2K 

Il  existe  entre  les  fonctions  H  et  0  une  relation  re- 


marquable :  quand  on  change  x  en  x  -\-¥J^  —  i ,  0  de- 
vient égal  à  ^ —  iH(x)e  *k  ,cequeFonvé- 
rifie  sans  peine  en  remplaçant  x  par  x  -+-K\ —  i  dans 
S(x)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  son  égal  d0(x) 
exprimé  par  la  formule  (5). 
Voici  le  détail  du  calcul  : 


e(x)=ile  * 


ry/     Vlix  +  tiK  +  lPlcV-O 


k 


©(•r-HK/y — i)=z2,e   ** 


__    -^-ÎCtx  +  KV-l)    -7î 


* 


^i(ix+Ky^î) 


=  </-ic     **  H(«). 

On  vérifiera  facilement,  d'une  manière  analogue,  les 
formules  non  démontrées,  que  nous  résumons  dans  le 
tableau  suivant  : 


Il] 
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TABLEAU    K°    1. 
i*x  M        7.VX  iSirx 


K 


•  •  t 


•  •  • 


W  [xj  =  r—  27COS  —  -f-  274COS-~ 2q*C0S 

e,(x)=1  +  2ycos^  +  27<cos^f  +  2l7.cos3^f  + 

**■                         K.                         K 
(*)  =  2r/«sin  —  —  20  4  sm —-+- 2?  *  sin  i— ...t 

»(*)=  2r/4cOS— :  -f-  2<74coS  — -- -f-  la  4  COS * 

2K  2K  '  2K 

«K' 

[2]      |e  (*+K)  =  e»(*).     H(*  +  K)  =  Bl(*)f 
(  ©,(*-*- K)  =  0  (*);      H,(x+R)=-  H(x). 

[3]  (  e  (*+aK)=®(*)'      H  (*H-aK)=— H  (*), 
(  01(j:+2K)  =  01(x)j      H,(x-h2K)=:-nl(x), 

(41  4K-  est  UQe  période  de  0,  0,,  H,  H,. 

e  (*  +  aK'v/~)  =  -e(.*)r:L^U'+E'v':rï}, 

]  e,(o:+2K'v/=rT)=e1(^)c-1^:i,(x+K'v'=ï), 
PJ  '1  . — 


)e       K 


H  (*+aIt'^7)  =  -H  (* 

0  (.r  +  K.'V':ri")  =  V/:rTu(.r)c~^i(lx  +  KV=T)1 


0,(x  +  R'^)=H,(.r)r^(,'+SV-')) 

H  (*  +  K'v'~j=^/=^e(*)^1"ïï:i;,'+KVrT,, 


=^~ 


i  Hl(* -t- K'y^Tj  =  e.(*)«-"^r(,'+"v-,). 
[1        !»(-*)  =  »(*),    H(-.r)  =  —  h(*), 
le,t-*J  =  e,(*),    U,  (-•*•)  =  h  (x). 

Stcim.  —  y/n.,  II.  35 
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RÉSOLUTION    DES    ÉQUATIONS  0,  0t,  H,  Hj  =  O. 

On  a  évidemment 

H(*)  =  o, 

cl,  en  vertu  des  formules  [3]  du  tableau  n°  1,  comme 

D(jr  +  2K)  =  -H(4 
on  a  aussi 

H(2K)  =  o. 

H  (x)  n'ayant  que  deux  zéros  dans  le  parallélogramme 

des  périodes  4  K  et  a  K/  ^ —  i,  les  zéros  seront  de  la  forme 
suivante  : 


4/R-4-2/K,vT=i     et     (4y4-2)K-h2/K/v/—  i, 
ou,  si  Ton  veut, 


(H)  2yK  +  2/KW-i, 

/  et/  désignant  deux  entiers.  Maïs,  d'après  [a],  H,  (x) 
est  égal  à  H  (x-f-K);  donc  H,  (x-|-K)  est  nul  quand 
x  est  de  la  forme  précédente  ;  donc  enfin  les  zéros  de  H, 
sont  de  la  forme 


(H,)  (V-M)K-h2/K7—  i; 

enfin,  en  vertu  de  [6],  les  zéros  de  ©  sont  ceux  de  H 
augmentés  de  K/  ^ —  1 ;  ils  sont  compris  dans  la  formule 


(0)  2yKH-(2/,+  i)K#v/—i; 

ceux  de  Qt  sont   compris,   en   vertu  des  mêmes  for- 
mules [6],  dans  celle-ci  : 


(©O  (V  -H  i)K  +  (2/  -h  i)KV-  i- 


(«) 


(») 


(3) 


(4) 


t  »4;  ) 

TABLEAU    N°    2. 

Zéros  de  ©(*)...  VK+(,/  +.  .jRy—, 

[8]  J  «le  H (*)...  2yK  +  2/KV~, 

de  e,  (*)...  (2/+,)R+(a/+I)K,|CT7i 

de  H,  (*) . .  (2y  +  ,jK  +  a/K'v^. 

HOUVELLES    DÉFINITIONS    DES    FONCTIONS    0.    H      0        H 

Les  fonctions  0„  H„  0,  H  satisfont  aux  formules 

e  (*4-2K)  =  e(jc), 

HJ(x-h2K)  =  -H1(x), 

n,(*  +  2K'  v/rr)  =  H^jr^**1'^ 

(  H  (*-t-2K)  =  -H(*}, 

(  H  (x+2RV^)==-H(x)r!T1(j+K'vCï't 

Si  Ion  ajoute  que  ces  quatre  fonctions  sont  synec- 
tiques  et  par  suite,  développâmes  en  séries  d'exponen- 
tielles, elles  seront  déterminées  à  un  facteur  constant 
près  par  ces  quatre  formules.  Ce  fait  est  déjà  établi  à 
égard  de  la  fonction  0l5  nous  allons  le  prouver  pour 
les  autres  fonctions.  l 

Lorsque  Ton  a 

et  que  la  fonction  «(*)  est  svneclique,   ces  équations 
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imposent  à  la  fonction  0  la  forme 

A.8ê(jr)  4-  A,0,(x)-h  .  ..  ■+■  A^G^f*), 

où  A01  Ai,  ...,  A^j  sont  des  constantes  et  où  0O,  0j,  .., 
désignent  des  solutions  de  (5).  Si  donc  on  fait  fx  =  2. 

w  =  4K,  ci  =  2K'y/ —  i,  c  =  K'y/ —  i,  on  aura 

|  o(*-t-4K)  =  e(*)f 

(    G(x-hîlKV—  i)  =  G  (jr)ff        k  , 

ei  0(#)  sera  de  la  forme  A090  -H  At0|.  Or  les  deux  fonc- 
tions ©i  (x)  et  Ht(x)  satisfont  à  ces  deux  équations; 
leur  solution  générale  sera  donc 

Ao0i(*)  -h  A,H,(jr). 

Si  Ton  ajoute  que  0(x)  s'annule  pour  une  valeur 

donnée  K  4-  K'^/ — i,  il  faudra  que  A,  =  o,  et  la  fonc- 
tion 0  sera  définie  à  un  facteur  près. 

Ainsi  les  fonctions  Gl9  H^  G,  H  sont  définies  par 
leurs  zéros  et  par  les  formules  telles  que  (6),  que  Ton 
peut  déduire  de  (i),  (a),  (3),  (4)?  niais  elles  ne  sont 
définies  qu'à  un  facteur  constant  près  (on  reconnaît 
dans  H  et  0  les  valeurs  qui  figuraient  en  numérateur 
et  en  dénominateur  dans  snor). 

SUR  UNE  FORMULE  DE  CAUCDY.  NOUVELLES   EXPRESSIONS 

DE  0,  H,  0j,  Hi  EN  PRODUITS. 

Posons 
Nous  aurons  évidemment 


Vi      '  V    ;        1  -t-  qz       I  -hf*»+»Z-i 
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c'est-à-dire 

(2)  F(q*z)(qz  H-  q*"+*)  =  F(*)(I  -f-  f  *"-+»*). 

Cette  équation  constitue  une  propriété  de  la  fonction 
F(s)  qui  va  nous  servir  à  la  développer.  F  (s)  est  de  la 
forme 

(3)  t  F(^)  =  A0H- AtC-s-i-^-i) 

Remplaçons  dans  (2)  F (5)  par  cette  valeur,  nous  aurons 

[Ao  +  &i(qiZ  +  q-ïz)  +  ...  +  Aa+1(q*n+*zn+i-hq-*n-lZ-n-l)](qz-+-q*n+*) 
=  [Ao-hA1(^-h^-i)-h...-+-Art4.1(z»+1-h^-'l-1)](i-t-yï,,-»'sz), 

et,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  s, 

A0?  -4-  Aif*»+*  =  A0?2n+3-+-  Ai, 

A 1  çr3  H-  As  ^rï«+«  =  A  !  q*n+*  -h  Aj, 


ou  bien 


A0(?  —  y2"+3)  =  A^i  — ?**+*), 
Ai(gr>  — y»«-»-»)  =  As(i  —  qin+*), 


Or  on  connaît  A*+l  ;  il  est  égal  à 

qqzq* ...  y*»+*  =  £i-*-»-K..+(in+t>, 

et  l'on  tire  des  formules  précédentes 

An  =  «t-*-n-.«-M*»+i>        v       v        MI     y        ;•  •  «i*     y    ; 
Supposons  q<.\,  alors  pour  /i  =  00  on  aura 
A0  = 


0-ï2)(i-^('-^)(i-^)... 

Ai  =  ?A0,     A,  =  q*Au     ..., 
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et,  par  suite,  en  égalant  les  valeurs  (i)  et  (3)  deF(s), 

(i-h72)(ï+72"')(i+752)(I+^"')  ••• 

-  (i-*')(i-?4)(l- *•)(!-»  ... 

Telle   est   la    formule   de   Cauchy,    quand    on  y    fait 
s  =  e    K    ,  et  quand  on  observe  qu'alors 


K 


ÎT|XJf 
Z«*  -4-  S""'1  =  2  COS  ~-  » 

elle  donne 


(x  -H27COS  — 4-<7a)(i  4-  27*cos— •  -4-ç*;. . . 

K.  IV 

ir.r  lux 

1-4-2  7  COS  —  -h  2  <7*  COS  — h  .  .  . 

K.  Iv 


Si  donc  on  désigne  par  c  le  produit 

(i-7')(i-*«)(i-f-)..., 
on  aura 

6i(x)=:c(i  -h  27COS  — -  4-7')(i  -haf'cos  — -h  7*). . . . 

IV  IV 

En  changeant  dans   cette   formule  x  en   ar-l-K,    en 

x-\-YJ  \J —  i  et  en  x-r  K  -f-  ¥J\j — 1,  on  forme  le  ta- 
bleau suivant  ; 


(55,  ) 

TABLEAU    N°   3. 
«  =  (I  ~  9»)  (1  —  ^)(  I  —  9») 

f  0,  (x)  =  c  (  i  -h  a^cos  ^  -h  f*  )  (  1  -+-  2</aC0S  -^-  ■+■  7* J  •  •  •  •. 

«  .  x  ■/     ff*  /         «     ***       A 

H,  (x)  =  cary  *cos  —  (  1  -J-2  0*cos  —  -h  <y4  ) 


X  (  1  -+■  2iy4cos  —  4-  78 1  • e  •  * 


K 


\ 


H  (x)  =  C2  q*cos  —  -  (  1  —  2<7JCOS  —  -h  7*  1 

X  (  1  —  2f4cos-j-  -*-y8J 


RELATIONS   ALGÉBRIQUES   ENTRE  0,  H,  6ly  Ht. 


Considérons  les  fonctions  0f,  Hf,  0{,  H?  5  elles  satis- 
font toutes  les  quatre  aux  relations  (p.  5i3) 

•  '*  +  a*'  y"  )  =«(x)ra^,t*rfV=i)i 

donc  deux  des  quatre  fonctions  en  question  sont  des 
fonctions  linéaires  et  homogènes  des  deux  autres.  Po- 
sons alors 

0»(x)=AH,(j:)-f.AlHî(x}; 
on  en  conclura,  pour  x  =  o  et  x  =  K, 

0>(o)  =  A,  H;(o),     0a(K)  =  AH'(K). 
D'ailleurs 

h;{o)=h»(K)i 


(  552  ) 
on  en  déduit  A  et  A,,  et  la  formule  précédente  donne 

ce  que  Ton  peut  aussi  écrire 
On  trouve  de  même 

mais  (formules  [6]) 

e(K  +  K/v^7)_  H(K)  __H,(o)a 

h(k  +  kV=I)~  e(K)""e,(o)5 

donc 

(»)  e.w  =  H.w5Jjîj+oï(«)^J2|. 

K  '  v  ;  v  y  ej  (o)  ©î  (o) 

RELATIONS    DIFFÉRENTIELLES    ENTRE    LES    FONCTIONS 

AUXILIAIRES. 

Posons 

r_5!f!. 

on  aura  ~~ 

<fr_H'(*)e(x)-e'(*)n(«) 
l,J  rfx  —  e'(x) 

Or,  eu  différentiant  les  formules  [5],  on  a 

H'(x  H-  aK'/=T)  =-  H'I.jrTT''*'^ 


H(x)e"     * 


",-|(i+s.vcî)rv/_i 

HT-' 


l2'  \  ï^Eïr      'i/— i 

e'  (x  +  a  K'  v/-7)  =  -  ©'(x)  «      *~Kx+1L  V~l) 

+  e(*]<     k  — ^ — 


(  553  ) 

Or  les  deux  fonctions  H(x)  et  0(x)  possèdent  la  période 
4K  ;  il  en  est  donc  de  même  de  H'(x)  0  (x)  —  0'(x)  H(x), 

et,  quand  on  y  change  x  en  x-f-  aK\/ —  i,  en  vertu  de 
(a),  cette  fonction  devient 

[0  (x)  H'(x)  -  H  (x)  e'[x)]  e        *      ^+K       '  ' . 

en  d'autres  termes,  elle  s'est  trouvée  multipliée  par 

Or  les  fonctions  0(x)H(x)  et  0,(x)Ht(x)  sont  dans 
ce  cas;  on  doit  donc  poser 

(3)  B'(x)e(x)  —  H(*)e'(*)  =  Ae(«)  H(x)  +  Be,(x)H,(.r), 

ou,  en  divisant  par  0*  et  en  tenant  compte  de  (i), 

rfx         e(x)         e(.r)  e(x) 
Mais,  si,  dans  (3),  on  change  x  en  — x,  on  a 
H'(x)  9  (x).—  H  (x)  e'(x)  =  —  À0  (x)  H  (x)  -f-  Be,  (*)  Hi  (x), 
et,  en  comparant  cette  formule  avec  (3),  on  a 

À  =  o; 


donc 


dx         e  e 


Si,  dans  (3),  on  fait  x==  o,  on  a 

H'(o)e(o)=Be,(o)H,(o). 
Tirant  8  de  là,  la  formule  précédente  donne 

dy      H'(o)e(o)  e,(x)H,(x)B 

^  <*r       B,(o)H,(o)        02(x) 

Entre  cette  formule  et  les  formules  (i)  et  (a)  du  para- 
graphe précédent,  éliminons  0i(x)   et  Hj(x);    nous 


i 


• 
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aurons 


_H*(o)r      eî(o)    -ir      h;(o)   i 

~0'(o)L       HUojrJL       e;(o)' J 


4ry__H"(o) 

dx 


Cette  équation  serait  identique  à  celle  qui  nous  a  servi 
primitivement  à  définir  le  sinus  de  l'amplitude  x%  si 
Ton  supposait 

e,(o)  0,(o)  H(x)         i   Hf*) 

H.(o)-7       H,(o)  0(x)       y^e(x) 

,e,(o)H'(o)_ 
taj      «  H.Cojëw"-1' 

h;(o)_ 
eï(o)-*' 

et  Ton  aurait 

(dsnx\7      ,  , ,         .  , 

——1  r=(i  —  sn'.r)(i  —  ^sn'jr). 


On  a  donc  bien 


H  (or)  0,(o) 
sn-r  = 


e(x)  H,(o) 

et  il  est  nettement  établi  que  la  fonction  snx  est  mono- 
drome,  puisqu'on  peut  la  former  de  toutes  pièces  en  la 
considérant  comme  le  quotient  de  deux  fonctions  mono- 
dromes. 

Maintenant  reprenons  les  formules  (i)  et  (a)  du  pa- 
ragraphe précédent  ;  on  peut  les  écrire,  en  divisant  par 

&*(x), 

__  ÏV(x)  ©(o)         H?(jp)  02(o) 


e'(*)H;(o)      e»(*)H?(o) 
\v{x)  h;(o)      e;(j?)  ©7(o) 


La  première,  en  vertu  de  (5),  sera  satisfaite  en  posant 

H,(*)  0(o) 

— *— r  — ^t-4  =  cosamx  =  cm:, 

eKx)  H,(xj 


(    ODO    ) 


et  la  dernière  donnera 


ou  bien 


i  =  A'  sn'-r-h 


e.(-g)  e(o)  _ 


eîW  e»(o) 

©'(x)   ©î(oj' 


e(x)  e,(o) 
Elle  donnera  aussi,  pour  x  =  K, 


=  ^i  —  X7sn2j?  =  dn2c. 


ou  bien 


|P(RJ  H^o)      e[(KJ  ©>) 
e'(K)  ej(o)       ©'(K)©î(o)' 

ej(o)      ©;(o) 


Le  premier  terme  du  second  membre  est  A1,  le  second 
est  donc  la  quantité  désignée  plus  haut  par  A";  kf  est  ce 
que  nous  avons  appelé  le  module  complémentaire.  On 
a  donc  le  tableau  suivant  : 

TABLEAU    R°  &« 


i     H(.r) 
snx=:  —=  — ï—r) 


[10] 


cnx 


dn 


—  V  x-  e(x)  ' 

_  H>)  _  e»(o) 
-e;(o)-H»' 

A'-t-A"=i, 


_  e'(o)       *  _  H?(o) 


ej(o) 


'    F 


e'(o) 


["] 


8 

II 


8 


II 


o     *d 
a     c 


C       C 


14 


8 


J    o     .'. 


C     ^      ci     ^ 

c     c     c     c 
u     w     C     5 


o    - 

Il  II 

o    t4 


s     s 


e 

«A 


w     T3     T3     "S       -^ 


C 

i 

+ 

c 


I 


9 


II 

S* 

+ 
fcd 

c 


I 

jl^ 

+ 


8      . 

Il    -« 
A     II 


I 


8 

o  i!  '* 
ii i  + 


« 


c 


M 


d 
«o 
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c 


c     c    - 

I     " 

I     + 
«XL  ^L 

C       C 


c 


l 

I 

c 


C 


H 

c 


fi 


H 

C 

(A 


a 


h  h 


h 


II 

«S 
I  * 


M 


+ 


fi 


H 

I 

c 


H 

c 

<A 


g 


C 
(A 


c 


s 
-a 


I      + 

kd    Ut 


a 

«A 


(A 


P 
«A 


I 
*4 


c 

«A 


c 


I! 
+ 


H 

C 

«A 


c 


I 


H       ^        <7?  _ 


H 

+ 

c 


C 


s 

■3 


+ 

c 

«A 


C 


H 

c 

(A 


I 

I 


c 


H 

+ 

T 

c 


! 

+ 

I 

us 

c 


H 

c 


c 

(A 


I 

H 

+ 


e 


c 

VA 


H 

e 

I 
II 

+ 

c 


H 

C 

(A 


C 

c 


+ 


«e 

O 

u 

•a? 


4  - 

Z. 
*« 

a. 


u  Ji 
T  li  J 


es 


c       c 


s 
o 


H 

c 


it  ;t 

+     + 


1 
+ 

«k 


H 

c 


I  I 
ui    ^    t> 


|    i 


c 


C« 


Ci 
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RELATIONS    ENTRE    81107,  CI1X    ET    dllJ?. 

A  la  fonction  snx,  définie  par  l'équation 

(I)  g  =  ^(l -.»)(! -*»«»). 

nous  avons  adjoint  les  fonctions 


(») 


(    Ç.UX  =zv   =—   ^  1  —  //% 

La  formule  (  i  )  pourra  alors  s'écrire 

du  . 

— -  =  cnxdnj  =  w. 

Des  formules  (2)  on  déduirx 

dv  u         du 

—  = -y      =  —  «iv, 

Ainsi  on  a 


£/r 


=  cnxdnx, 


rfcn.r 
(3)  \  — = — dnxsnx, 

ddnx 

—  ,    -  = — A'snjrcnjr. 
dx 

Maintenant,  si  Ton  observe  que 

________  -       .  /f..i  i.i\  _____»____. 

«  =  ^1  —  v2z=z-^l  —  M'2,      p= >     w=\/a'24-  XV, 

A'  A' 


(  558  ) 

le3  formules  (3)  pourront  s'écrire 

du        n — - 

—  =  V(i  -«'Mi  -*'«'), 


Rien  n'est  plus  simple,  en  partant  des  formules  (3),  que 
de  former  les  équations  auxquelles  satisferaient  tangamx, 
cotamx, ....  On  formera  ainsi  le  tableau  suivant  : 


TABLEAU   w°   5. 


[.5] 


/  dsnx 
dx 

deux 
dx 

ddnx 


dx 


Fonctions. 
u  =  snx, 


=:  cnjrdnx, 

= —  dnxsnx, 

=  —  X'snxcnx. 

Leur  équation  différentielle. 


«  =  cnx,  —  =  —  X'l/(i  —  «')( 

«  =  dnx, 


du 


[■6] 


tt  =  tangam .r,       —  =  y"  1 1  -r  «*  )  1 1  -f-  A'2 ir  ,9 

dx 

du 


«rrcotamj:,         -—  =  —  ^i  -h  wa ; ^ A --h  #'), 


k  =  secamx, 


£=V("t~,)(",-h£) 


rf« 


«  =  cosécam x,     —  =  —  v\  "*  —  »  M  u*  —  *2  >' 

rt.r 


I 


du 


[  du*'  </x 


=  \/"«a— î^i  — À'a«a;, 


•      (  55g  ) 
Ce  dernier  tableau  est  utile  pour  la  réduction  de  l'in- 
tégrale 


/; 


fin 


aux  fonctions  elliptiques. 


FORMULES    D'ADDITION. 


Considérons  maintenant  le  produit 

H(cr-+-«)H(x  —  a)  =«)(*); 
on  a  (tableau  n°  1) 

8(*  +  aK)=0(*),  _ 

0(.r  +  2K'y'-i)=8(x)f         K  ; 

Les  fonctions  H1  et  0*  satisfont  à  la  même  équation; 
donc  (p.  5 1 3) 

Pour  déterminer  A  et  B,  on  fera  x  =  o  •,  on  aura  alors 

—  ej(û)  =  Bea(o). 

On  fera  ensuite  x  =  K!^ —  i  •,  on  aura  alors 

h(kV^T  4-  a)  e  (K'/^î  —  a)  =  ah^kV11^) 
ou 

—  e(a)e(— a)  =  —  Ae2(o). 

On  a  donc 

B-_5!ifi    A-e,(«) 

e'(o)'  e»(o)* 

et,  par  suite,. 

On  obtient  de  la  même  façon  une  foule  d'nutres  for- 
mules, que  nous  résumons  dans  le  tableau  ci-  après. 


(  56o  ) 


TABLEAU    N°   G* 


'  u(x  —  fl)n(i  +  û)  = 

il[x  —  a)  8(x  +  fl) 


0'(o) 


H, (o)0(o)      ^  ;     v  ;       H,(oje,(o)     ll   '      l  '* 

[17]  {    H(.r  — û)H,(x-+-û) 

0.  M  0  (a)  „  ,   .  „  ,   x        H  (a)  6  (a)      .   .       .   , 

0(0)0,(0)        K    J        K    '  0(o)0,(o)       V    '        V    ' 

11  (x  —  n)e,(jt-*-fl) 

H,  (*)*(*) 


H,  (0)0(0) 


«(-)•■(-) -s^iëî-ewH'W' 


'     ,         x    ,         .      e*{«)e>(,v)  —  W[a)tv-[x) 

0(x-a)e(x  +  a)=  •  e>(o) , 

0  (x  —  a)  H  (.r  -f-  a) 

__  H , ;fl)e,(g)H(-r)e(x)  +  H(fl)0(fl)H,(x)0,(j) 

—  —    '  0,(o)  H,(o) 

[18]  (  e(«  — fl)H,(j?-*-«) 

0V/1  0///)  H  '.r)  H.f.r)  —  Il  W  e(rf)  ©H  ©,(*) 

=:    — ; — : ; — ; 5 

Q[Oj  0,(o) 

Ofx  —  <i)0,(.r  +  «) 

___  H,f^e^Hf.r)e,(jc)—  H(flle,(fl)eMH,(j) 

1       ""  0,o)H,(oJ 

En  combinant  ces  formules  par  voie  de  division,  et  en 
ayant  égard  aux  formules  du  tableau  n°  4,  on  trouve, 
car  exemple,  en  divisant  la  première  [17]  par  la  se- 
conde [17] , 


sn  (jc  -+-  a  )  = 


sn'-r  —  sn3/i 


bn-L  ciia  diia  —  siiAcuxdnx 


(56i  ) 
et,  en  multipliant  haut  el  bas  par 

snxcno  dna  -+-  snacnx dnx, 

,  .        snxcnadna  -t-  snaena:  dnx 

sn  (x  -+•  a  )  = - — ; 

c'est  par  ce  moyen  que  l'on  formera  le  tableau  suivant  : 

TABLEAU    N°   7. 

/        /      ,    ,v        snacnbdnb  dzsnbcnadna 

sn(a±b)  =  — — - , 

en  a  en  b  zjr  snasnbdnadnb 


[jq]      {  cn(a±b)  =  ,  ,  7 

.,      ,    ,,       du  a  du  b  :z:  A7snasnbcnacnb 

dn  [a  ±  b)z= =^— 

Pour  a  =  b  : 

2snacntzdn/7 
sn2a  = 

[20]  \   Cn2flr: 

dn2û  = 

1  —  A'sn'« 

sn[a  -h  b)  +-  sn(a  —  b)  =  Gsnacnô  dn£, 

sn(o  -h  b)  —  sn(/i  —  b)  =  Gsnâcna  dna, 

en  (a  -h  £)  -+-  en  (a  —  6)  =  Gêna  en  6, 

en  (a  -f-  6)  —  cn(fl  —  b)  = — Gsna  snbdnadnb, 

dn[a  •+-  £)  -f-  dn(<*  —  6)  =  Gdn«  dn£, 

dn(a  4-  b)  —  dn[a  —  b)  = — GÀ^snflsnàcno  cn£« 

On  a  posé 

2 


I 

— 

k 

'Sll'fl 

en* 

a 

sn'/idn'/r 

1  - 

Xasn'a 

dn 

'a 

-  X'sn,/?en1 

a 

[21] 


1  —  À*sn*tfsn3£ 

Stcbm.  —  An.,  11.  36 


(    DÔ2    ) 

Les  formules  d'addition  [19]  sont  les  premières  que 
Ton  ait  trouvées  sur  les  fonctions  directes*  Elles  sont 
analogues  aux  formules  fondamentales  de  la  Trigono- 
métrie j  mais  ce  n'est  pas  comme  nous  venons  de  le 
montrer  qu'elles  ont  été  trouvées. 

C'est  en  intégrant  l'équation 

tlx  ,  dr 


V(i-*')(i -*».*»)      v/(i-72j(i-*'.r3) 

que  Ton  est  arrivé  à  la  découverte  des  formules  d'addi- 
tion. La  méthode  la  plus  simple  qui  ait  été  donnée  pour 
l'intégra  lion  de  cette  formule  est  due  à  Lagrange.  D'au- 
tres méthodes,  plus  simples  en  apparence,  ont  l'incon- 
vénient de  s'appuyer  sur  des  artifices  qui  supposent 
évidemment  que  l'on  connaît  d'avance  l'intégrale. 

AUTRE  MANIÈRE  POUR    ARRIVER  AUX    FORMULES  d' ADDITION 

DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES. 

L'équation 

dx  dy 

=  0, 


vV  -  *»7(i->*»)    vV  -x>)  (»  -  **/') 

qui  devient,  par  les  substitutions  x  =  sin<p ,  Jr=  sin^S 

,  ,                              dv  dû 

1) Y  =0 

v  '  y7!  —  Aa  shV?        y7!  —  A'sin'^ 

admet  pour  intégrale 
C*  dx  f  dx 

mais  on  peut  lui  trouver,  comme  l'ont  prouvé  Euler  et 
Lagrange,  une  intégrale  algébrique.  Posons,  à  cet  'effet, 
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avec  Lagrange, 

W  *        ~        *  n 

VI—  *2sin'<p        y^i  —  xasin^ 
ou 


(3)        £=^7=1^,    5  =  ^7^ 

puis 

(4)  *    +   +=/,,  ]-}==<;. 


asin»i}i, 


on  aura 


î(l  +  â)  =  \/,-Xîsini 


(5)  y-v-       -y        y 


Hï-ï)=)/-*"L 


[  a  \tit       dt)~~  y  '-«=»••-- 
d'où 


*  =  y/i  -  *  sin>  £±i  +  y/,  _  *  sin'^I, 
5=^i-*»sin'^L2_y/I_*,rin»tzi, 


d'où  Ton  tire 


ou  enGn 

Mais,  en  differentiant  (3),  on  a 

*tf*y —  X-'sinycos?  r/y 

*  "  |/.-i'sin>  57  =  -  *' sin*  «t. 

—  =  — A'sin^cos^ 


ou 


ou 
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d'où  Ton  tire,  par  addition  et  soustraction, 

d}p 

-£  =  —  k\smpcosq, 

— ~  =  —  **siD£COS/?. 

De  (6)  et  (7),  on  tire 

d}p         cosq        d*q   cos/7 

dpdq        sin?       dpdq       siu/» 

d*p       cosq  dq        d*q cospdp 

dp  suif  dq  sinp 

_  =  asin<7,     —  =  *smp, 

a  et  a'  désignant  deux  constantes  qui  doivent  rentrer 
Tune  dans  l'autre.  En  remplaçant  p  et  q  par  leurs  va- 
leurs dans  ces  formules,  on  a 

(V^i  —  Aasin'<p  -f-  y/i  —  ^asina>}»  =  asin(ç  —  i|>), 
\/\  —  A*sin'f  —  v^i  —  A-'sin2>|»=:a'sin(f  H-^). 

Ce  sont  là  deux  intégrales  de  la  formule  (1)*,  mais,  en 
éliminant  dt  entre  les  deux  formules  précédentes,  on 
obtient  une  nouvelle  intégrale.  En  effet,  on  a 

— r—  =  -r-r- —     ou     a  sinp  dp  =ias\n  a  dq y 
aswq       a'&inp  r  *    * 

et,  en  intégrant, 

acos/7  =  a'cosfl  -+-  a", 

%n  étant  une  nouvelle  constante,  et  Ton  a 

(9)  acos(y  -+-  ^)  =  a'cos(ç  —  i|>)  4- a". 
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Or,  on  peut  mettre  l'intégrale  de  la  formule  (i)  sous  la 
forme 

fio)  r  dy     ç* ^ -  r  ^ 

fx  désignant  une  constante  à  laquelle  se  réduit  y  pour 
<j/  =  o.  Si,  dans  les  formules  (8)  et  (9),  on  fait  ^  =  0, 
on  a 


^1  —  A'sin'f*  -+- 1  =  1 

xsinjx, 

^1  —  X2sin2f*  —  1  =: 

x'  sin  ft, 

acosp  =  a'cosp  -4- 

a". 

On  en  tire 

.:=>- 

-  X'sin'p  -+-  1          f       \/ï 

9      oc  ^^ 
sin/x 

—  A-'stn'p  —  1 

: ■  » 

sin  a               | 

0     */'- 

a  =  - 

-  ^sin'pt -f- 1                1/1 

: COSa 

sinjA 

—  X2sinau  —  ? 

: ! COÎ 

SIDfA 

ou 

w         2  COS  ut 

a   = —  • 

sin/x 

- 

En  portant  dans  la  formule  (9)  ces  valeurs  de  a,  a',  a^ 
on  a 


i/i  —  X-asin*u-+-'        ,  ,. 

- : - coa  (©-*-$) 

sinp  w 

v/,_^sin>~i  2co9fA 

smp.  w        T/         sinp 


et,  en  effectuant, 


(1 1)         cos<pcos^  —  y^i  —  *3sin2fAsin?  sio^J»  =  cosp. 

Cette  formule  est  une  des  intégrales  les  plus  célèbres 
de  F  équation  (1)  -,  les  formules  (8)  en  fournissent  deux 


autres 


(19) 
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[   \/i  —  X'siu'y  -4-  \/i  —  X-'sin*^ 

s/i  —  X'sin'u-hi    .    ,  IA 

sm  /x  v  T       T  ' 


y/i  —  Xasin'y —  \/i  —  /•' sin2^ 

= ; *- sm  (y  +  +), 

sin  /x  v  T       T  ' 


identiques  au  fond  à  la  formule  (î  i). 
Maintenant,  si  Ton  fait 


•/o     v^' — /•*  siii'o  Jo     \/i  —  A-2sina«Ji 


la  formule  (io)  donnera 
1  "t*  H  p. 


i 


=  a  —  b\ 


o     \^i  —  X*sui2p 
donc 

y  =  aina,     j  =  amè,     p  =  am(fl —  £). 

Les  formules  (i  i)  et  (la)  donneront  alors 

(i3)         cn<?cnèdn(a  —  b)  —  snasn£  =  cn(a  —  b)f 

dn(a  —  b)  H- i  , 
dna  —  dnb  =  — — - ^ —  isnacnb  —  snbcna). 

sn  (a  —  b)      x  > 

j  j    l        dn(a —  b)  —  i  , 

dna  +  dno  =  — *—. '-r- —  (snacna  -+-  snacnal. 

sn  [a  —  *)  ' 

Si  nous  posons,  un  instant,  dn  (a  —  b)  =y9  sn  (a — b)=xx 
nous  aurons,  au  lieu  de  ces  dernières  formules, 

x(dn«  —  dnb)  =  [y  -f-  i)(snacn£  —  sn6cna), 

jc(dna  H-dn£)==(.r —  i)(snacn£  +  sn6cna), 
ou 

xdnn  — jrsnacnb  = —  snbcna, 

xdnb  — ysnbcna  =  —  snacn6« 
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On  en  tire 

,.  sn'flcn^A  —  sn'&cn'tf 

sn  [a  —  b)  =  — - » 

'       dn&cn&sn/z —  dnacnasnp 

.    ,  ,x        sn6dn£cna —  snadnacnb 

dn[a  -+-  0)  =  . 

dn6cnl>sna —  dnacnasnb 

Si  Ton  multiplie  haut  et  bas  ces  deux  formules  par 
l'expression  conjuguée  de  leur  dénominateur,  on  a, 
en  observant  que  sn'acn'i  —  sn'fecn'a  est  égal  à 
sn*a  —  sn*i, 

(i4)      sn  («_*)  =  .        i,^,^,;. ' 


(i5)     dn[a-b)  = 


i  —  X2sn2«sna£ 

k2snasnbcnacnb  +  dnadnb 
i  —  X,2sn'asn20 

C.    Q.    F.    D. 


SUR    LES    PÉRIODES    ÉLÉMENTAIRES. 

Soit/(z)  une  fonction  doublement  périodique.  Consi- 
dérons les  points  M00  et  M]0  qui  représentent  les  imagi- 
naires z0  et  «o  +  w,  &)  désignant  une  période  de  f[z).  On 
peut  toujours  supposer  que  o>  soit  la  plus  petite  période 
d'argument  égal  à  l'argument  de  w;  car  il  n'existe  pas 
deux  périodes  distinctes  de  même  argument;  toutes  sont 
multiples  de  l'une  d'elles,  que  Ton  peut  appeler  eu.  Soit 
oune  période  distincte  de  w,  et  supposons-la  aussi  la 
plus  petite  de  celles  qui  possèdent  son  argument.  Soit 
Moi  le  point  qui  représente  l'imaginaire  z0-f-  tj;  sur  les 
droites  M00  M10  et  M00  M0J,  on  peut  construire  un  paral- 
lélogramme que  Ton  pourra  considérer  comme  un  paral- 
lélogramme des  périodes;  on  lui  donne  le  nom  de  paral- 
lélogramme élémentaire,  si  aucun  des  points  de  son  aire 
joints  à  M00  ne  fournit  une  nouvelle  période. 

11  est  clair  que  le  parallélogramme  élémentaire  peut 
se  former  en  prenant  la  période  co  pour  base  et  en  faisant 
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mouvoir  le  côté  M0oMioi  pris  pour  base,  parallèlement  à 

lui-même,  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  un  point  M01,  tel 

que  M00M0i  soit  une  période. 

Soient  o>  et  gj  deux  périodes  élémentaires;  a/ et  tj'deux 

nouvelles  périodes  ;   il  faudra  nécessairement  que  Ton 

ait 

/  »'  =  m  a  -+-  nu, 

|  Gj'=/?/«-f-  «'©, 

m  et  n9  m'  et  n!  désignant  des  entiers  \  car  une  période 
quelconque  s'obtiendra  en  joignant  le  point  M00  à  l'un 
des  points  de  croisement  Mwn  des  droites  formant  le  ré- 
seau des  parallélogrammes  des  périodes  &>,  zj.  Pour  que 
les  périodes  &>',  gj'  puissent  former  un  nouveau  parallé- 
logramme élémentaire,  il  faut  que  met  n  soient  premiers 
entre  eux,  ainsi  que  ni  et  n' .  En  effet,  si  m  et  n  avaient 
le  diviseur  commun  £,  en  posant  m  =  dm!f,  n  =  $nff,  on 
aurait 

et  y  serait  une  période  •,  g/  ne  saurait  donc  être  une  pé- 
riode élémentaire-,  mais  a>  et  gt  doivent  s'exprimer  en  co' 
et  a'  sous  les  formes 

zj  =  jx'm'H-  v'  gj', 

ce  qui  exige  que  le  déterminant  du  système  (i)  divise 
wgj7 — n'uf  et  md — m'w',  c'est-à-dire  /i,  n',  /n  et  /wf. 
Or,  m  et  n  étant  premiers  entre  eux,  le  déterminant  est 
égal  à  l'unité,  et  l'on  a 

mn'  —  nui  =±I. 
Soit 

»  =  <*  -+-  b\J—  I, 

u  =  a'-h  b'yj—  i, 

*/  =  ma  -+-  na!  -f-  \/ —  i(/»£  -h  /2&'), 

cx'=  m'a+ria'  -h  ^^î[m'b  H-  /»'  £'), 
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Taire  du  second  parallélogramme  des  périodes  est 

[ma  +  na')(m'b'  -h  n'b')  —  [m'a  -+-*V)  [ma-\-nb') 


m      n 


m'     n' 


=  aV  -  ba\ 


ou 

a      b 

a1     b1 
Donc  : 

Les   aires  des  parallélogrammes  élémentaires  sont 
égales. 


SUR  LA  FORME  GÉNÉRALE  DES   FONCTIONS   DOUBLEMENT   PÉ- 
RIODIQUES, ET  LEUR  EXPRESSION  EN   FONCTION    DE  l'lNE 

d'elles. 

Théorème  I.  —  H  existe  toujours  une  fonction  dou- 
blement périodique  admettant  deux  périodes  données, 
deux  zéros  donnés  et  deux  infinis  donnés,  pourvu  que 
la  somme  des  zéros  soit  égale  à  la  somme  des  infinis  à 
des  multiples  des  périodes  près. 

En  effet,  nous  avons  vu  qu'il  existait  deux  fonctions 
distinctes  (f%  et<p,  satisfaisant  aux  formules 


ï(*+ ")  =  ?(*)» 


tv^T 


a(x+c) 


l[x-\-tj)  =zy(x)e    w 

et  que  la  solution  la  plus  générale  de  ces  équations 
était 

Ces  fonctions  cpt  et  cpt  ont  chacune  deux  zéros  dans  le 
parallélogramme  des  périodes  <*>  et  a,  ainsi  que  la  fonc- 
tion <p.  Si  nous  divisons  <pt  par  cf,  ou  si  nous  divisons 
Ai9i  +  At(pi  par  B,^  H- BjO>f>  Bt  et  B,  désignant  des 
constantes  différentes  de  A,  et  A, ,  nous  obtiendrons  une 
fonction  doublement  périodique  j  (x).   Soient  a,  b  ses 
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zéros,  cl  et  (3  ses  inflnis;  considérons  l'expression 

M  A /(*  +  *) -/(«'+*). 

elle  n'est  plus  infinie  pour  x  =  a  ou  x  =  j3,  mais  elle 
l'est  quand  on  pose  #  =  a'  •,  elle  admet  en  outre  le  zéro  a'. 
Mais  la  fonction  f(x-\- s) — f(a'~hs)i  outre  le  zéro 
x  =  cd,  en  possède  un  autre  /3',  tout  en  conservant  les 
infinis  x  =  «  —  5,  x=(3  —  s.  On  doit  donc  avoir,  en 
observant  que  la  somme  des  zéros  est  égale  à  celle  des 
infinis, 

équation  dans  laquelle  on  peut  choisir  5,  de  telle  sorte 
que (3' ait  une  valeur  donnée.  L'expression  (i)  admettra 
alors  deux  infinis  donnés  a',  (3',  le  zéro  donné  a'  et  par 
suite  un  autre  zéro  b\  tel  que  a'-+-  |3'=a'-+-  V  \  enfin  le 
coefficient  À  permettra  de  prendre  la  fonction  (î)  égale 
à  une  quantité  donnée  différente  de  zéro  pour  une  valeur 
donnée  de  x. 

Théorème  II.  —  //  existe  une  fonction  possédant  les 
périodes  tù  et  u,  les  zéros  au  a,,  . . . ,  an  et  les  infinis  at, 
*u  •  •  •  i  <*n  satisfaisant  à  la  relation 

En  effet,  soit  Ft  [x)  une  fonction  aux  périodes  &>,  nr, 
admettant  les  zéros  at  et  &t  et  les  infinis  av  et  ai9  bt  étant 
déterminé  par  la  formule 

at  -h  £i  ^  at  -f-  a,. 

Soît  F,(x)  une  fonction  aux  mêmes  périodes  ayant  pour 
zéros  a,  et  b%  et  pour  infinis  a8  et  bi9  ....  Soit  Fn__,  (x) 
une  fonction  aux  mêmes  périodes  admettant  les  zéros 

(*)  Le  signe  s  est  employé  a  la  place  de  =  pour  indiquer  que  Ton 
néglige  des  multiples  des  périodes. 
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an-\  et  ^»-t  et  les  infinis  fe„_,  et  a„,  tels  que 

«»-i  -+-  £«-i  =  *»+  £«-i- 
La  fonction 

F,(*)F,(jt)  ...F_,(*) 

aura  les  périodes  co,  tj*  les  zéros  al9  a„  . . . ,  ûb-i*  i„_i 
et  les  infinis  a,,  at,  . . . ,  aM;  mais  on  aura 

*i  +  «i  4- .  . .  4-  tf»-.  4-  ^n-i  s  «i  4-  «a  4-  .  .  .  -+-  a«— i  4-  a„. 

Théorème  III.  —  Deux  jonctions  doublement  pério- 
diques d'ordre  fini  dont  les  périodes  w  et  cr,  &>'  et  cr*  sa- 
tisfont  aux  relations 


tj 


m  et  m'  désignant  des  nombres  entiers;  en  d'autres 
termes  y  deux  Jonctions  u,  •>,  dont  les  parallélogrammes 
élémentaires  ont  leurs  côtés  commensurables  et  dirigés 
dans  le  même  sens,  sont  fonctions  algébriques  l'une  de 
l'autre. 

En  effet,  soient  u  Tordre  de  u,  et  v  Tordre  de  v.  Le 
parallélogramme  de  u,  comme  celui  de  y,  tiendra  un 
nombre  exact  de  fois  dans  le  parallélogramme  ayant 
pour  côtés  II  et  II,  le  premier  mn  =  M  fois,  le  second 
in'n'zzz  N  fois.  Il  en  résulte  que,  à  chaque  valeur  de  u, 
correspondront,  dans  le  parallélogramme  12,  II,  un 
nombre  M[x  de  valeurs  de  la  variable  z,  et  par  suite 
Mfi  valeurs  de  v\  donc  v  est  lié  à  u  par  une  équation 
algébrique  de  degré  Mp  en  v.  On  verrait  de  même  qu'elle 
est  de  degré  Nv  en  u\  car  u  et  v  n'ont  que  des  nombres 
limités  de  zéros  et  d'infinis  et  restent  d'ailleurs  mono- 
gènes et  continues  Tune  par  rapport  à  l'autre. 

Théorème  IV.  —  Une  jonction  d'ordre  n  est  liée  à 
sa  dérivée  par  une  équation  du  degré  n,  par  rapport  à 
sa  dérivée,  et  de  degré  a/ï  par  rapport  à  la  fonction* 
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En  effet,  soit  u  une  fonction  aux  périodes  w  etw;  sa 
dérivée  admet  les  mêmes  périodes,  mais  les  infinis  de  la 
dérivée  sont  en  général  en  nombre  double  de  celui  de  la 
fonction*,  car  chaque  infini  de  la  fonction,  lorsqu'il  est 
simple,  devient  double  dans  la  dérivée  ;  en  tout  cas, 
l'ordre  de  la  dérivée  sera  compris  entre  n  -h  i  et  a/i.  En 
vertu  du  théorème  précédent,  il  existera  entre  u  et  il 
une  relation  algébrique  d'ordre  n  en  vl  et  d'ordre  /*'  en 
m,  n-\-  i£rc/52/i,  «/n'étant  infini  que  si  u  est  infini;  le 
coefficient  de  ufn  pourra  être  pris  égal  à  l'unité.  À  une 
même  valeur  de  u  correspondent  n  valeurs  de  z  dont  la 

somme  est  constante,  et  par  suite  n  valeurs  de  —  =  -,  » 

1  du       u' 

dont  la  somme  est  nulle  ;  donc  le  coefficient  de  u!  est  nul. 

Par  exemple,  si  u  est  du  second  ordre  et  a  deux  infinis 

distincts,  on  aura 

a"  -+-  U  =  o, 

U  désignant  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Si  u  a  un 
infini  double,  U  sera  seulement  du  troisième  degré.  Ce 
dernier  théorème  est  de  M.  Méray. 

DÉCOMPOSITION    DES    FONCTIONS    A    DEUX    PÉRIODES 

EN    ÉLÉMENTS    SIMPLES. 

Soient  F  (x)  une  fonction  aux  périodes  o>  et  cy,  et  a f, 
&,,  «,, . . .  ses  infinis.  Soit  0  (x)  une  fonction  auxiliaire 
satisfaisant  aux  relations 

G(x-4-  w)=0(x), 


on  aura 


6^x4- u)         e(x)  »        J 
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Considérons  maintenant  l'intégrale 


aîT^—i  e(«  — x) 

prise  le  long  d'un  parallélogramme  des  périodes.  Le  long 
des  côtés  parallèles  à  t?,  les  valeurs  de  l'intégrale  se  dé- 
truiront, et  il  restera  a  intégrer  le  long  des  deux  autres 
côtés,  ce  qui  donnera,  en  appelant  p  une  arbitraire, 


■;=  I  F  s    — ï tLdz, 

résultat  indépendant  de  x  et  de  /?,  que  nous  désignerons 
par  C.  Or,  l'intégrale  considérée  est  aussi  égale   à  la 

somme  des  résidus  de  F(s)  ~ *•  Les  résidus  relatifs 

0(z XJ 

à  0(z — x)  sont,  en  appelant  al9as,  a89. . .  les  zéros  de 

F(*H-*,)f     F(*-t-«,),     ...,     F(x  +  ^); 
ceux  relatifs  à  F(z)  sont 

.    ô'(a,—  x)  ô'(a,—  x) 

e(a,—  x)  0(a,— x) 

si  les  infinis  a  sont  simples,  et  Ton  a 

A,-=  lim(x  —  a)F(x)     pour     x  =  a. 
En  général,  si  l'on  pose 

(*-«)-F(*)  =  f(«), 

on  aura,  pour  résidu  de  t  (z)  -r-) h 
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En  résumé,  on  aura 

Supposons  /x  =  i  et  a==  o,  on  aura,  au  lieu  de  celle 
formule, 

et  F(x)  se  trouve  décomposé  ainsi  : 

Cette  formule  donne  F (x)  décomposée  en  éléments  sim- 
ples, tous  intégrables  au  moyen  de  la  fonction  0,  ce  qui 
démontre  la  possibilité  d'intégrer  les  fonctions  à  deux 
périodes  (du  moins  à  l'aide  des  fonctions  auxiliaires); 
mais  le  mode  de  décomposition  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion présente  encore  une  foule  d'autres  applications  que 
M.  Hermite,  auquel  nous  devons  la  théorie  que  nous 
venons  d'exposer,  a  fait  connaître. 

Nous  allons  montrer  immédiatement  comment  les  in- 
tégrales de  deuxième  et  de  troisième  espèce  se  ramènent 
par  les  considérations  précédentes  aux  fonctions  0  et  H 
de  Jacobi. 

La  fonction  de  seconde  espèce 

quand  on  y  fait  z  =  snx,  devient,  à  un  facteur  con- 
stant k*  près, 

fk*sn7xdv. 

C'est  cette  intégrale  que  nous  allons  étudier.  L'intégrale 
de  troisième  espèce 

dz 


/; 


/; 


(i  —  «»*»)  y^( i  —  z?)  (i  —  A-'*'j 
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devient,  pour  s  =  sn  xt 

(*'  J  i  —  n'sn'x1 

nous  la  remplacerons  par 

Xagn  a  en  a  dn  a  sn'.? 


•■ 


I  —  A^sn'asn'a: 


en  posant  71'  =  A'sn1  a  et  en  observant  que  F  intégrale  (a) 
ne  diffère  de  celle-ci  que  par  une  fonction  linéaire  de 
snf#  et  par  un  facteur  constant. 

ÉTUDE    DE    LA   FONCTION    Z[x). 

La  fonction 

Z(*)  =  /     X^sn1^^ 

est  évidemment  monodrome,  car  les  résidus  de  sii'jr 
sont  nuls  5  nous  allons  le  vérifier. 

Décomposons,  par  la  méthode  de  M.  Hermite,  snfx 
en  éléments  simples,  cette  fonction  ayant  pour  périodes 

aK  [puisque  sn(x+  aK)  =  —  snx]  et  aK'^ —  x. 
Evaluons  l'intégrale 

(i)  =====    I  sn'«  — 7^ ±d% 

le  long  d'un  parallélogramme  de  côtés  aK  et  aK/y/ — i; 
le  long  des  côtés  verticaux,  le  résultat  de  l'intégration 
est  nul;  le  long  des  côtés  horizontaux,  le  résultat  est 


sn7z 


.1t\J I   J» 


<fz. 
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En  vertu  de  la  formule 

l'intégrale  considérée  se  réduit  à 

-    /  sn* z-rdz  =  — -    I       srfzr/zi 

2j«  K  *KJ0 

nous  désignerons  celte  quantité  par  C.  Maisrintégrale(i) 
est  aussi  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 
placée  sous  le  signe  J\  le  résidu  relatif  au  point  x  est 

sn2x  \  calculons  celui  qui  est  relatif  au  point  K'^ —  i. 

Posons  pour  cela  z  =  ¥Jy/ —  i  -+-  7/  5  nous  aurons 

sn'fK'i/—  1  -f-  h)      \      % [ 

1       JH'(K'y/^-.r)  rH'(RV~-x)T)< 

ci  par  suite  le  coefficient  de  -7  ou  le  résidu  cherché  est 

\_\x\'{yJsI~\—  x)~]' 
A 


rrr(KV£7-x)T 


Si  l'on  observe  que 

H(-  *  +  E'  tPT)  =  y^7©(-  xjr^^*"'^ 
on  a 

H^—l  — *)"""        el-*)  +     aK> 
Notre  résidu  devient 

ire,(-*n'_ire'(*)-|' 


(.  577  ) 
On  a  donc  enfin 


C  =  sn'x  -+- 


i  r?iifiT 

*'Le(*)J' 


ou,  en  intégrant,  en  multipliant  par  À1  et  en  posant 

telle  est  l'expression  de  Z(.r),  monodrome  comme  Ton 
voit.  On  en  déduit 

(a)  •       £Z(x)^=^-logjg, 

et  Ton  constate  que  la  fonction 

e(o; 

est  inonodrome  également.  M.  Weierslrass  la  désigne 
par  le  symbole  Al  x.  Il  désigne  par  AliX,  AljX,  Al8x 
les  produits  de  Alx  par  snx,  cnx,  dnx. 

La  constante  f  est  susceptible  de  prendre  une  forme 
remarquable.  En  effet,  en  tlifféientiant  (2),  on  a 

Z  (x)  —  Ç-r : — r 

v    }  Q[x) 

et,  en  diflférentiant  encore, 

&"'.k)&(x)  — .(V'frl 
sn*.r  =  l r 

Si  l'on  fait  alors  x  =  o,  on  a 

03=Ç  —  — —  , 

C-),o; 
ou  enfin 

0"fo) 


(578) 

On  a  ainsi  plusieurs  expressions  de  la  constante  Ç,  que 
Ton  peut  considérer  comme  parfaitement  connue. 

ÉTUDE  DE   L'INTÉGRALE    ELLIPTIQUE   DE   TROISIÈME  ESPECE 

On  peut  parfois  éviter  la  méthode  de  décomposition 
donnée  plus  haut.  En  voici  un  exemple  : 
La  formule  [i4]  donne 

on  peut  Técrire 

e [x-ha  0 [x  —  a)  =      x   '    /   '    i  —  J'sn'-rsn1*). 
v  '     x  '  0*(o)       v  ' 

On  en  déduit  immédiatement 

0*  (0)0  (.>:-+- a)  0(.r  —  a) 

i  —  Aasn*tf sn1*  =  — i-i — \.  .     ',   ; • 

e1  {x)  02  (a) 

En  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux 
membres  par  rapport  à  a,  on  trouve  (en  observant  que 
s  n'a  =  dnaena), 

—  2*2sntf  enrt  dnasn'-r       e'(i  +  fl)       ©'(•*  —  a)  ®'{a) 

— . z=z  — - — 2  — - —  * 

i  —  A2si\2asi\7x  e{x-ha)        0(x  —  a)  0(«) 

Si  Ton  change  les  signes  et  que  Ton  intègre  de  zéro  à  jr, 


on  trouve 

/%x ÀHnacnai\nasn7x  _  0'(a)        i,      0(x  —  a) 

f       dx  =  x  — — -  H loi!  — -, r  • 

'         i  —  *2sn3rtsn2x  &[a)        2     c0(x-f-«) 


1 


Cette  intégrale  n'est  pas  tout  à  fait  l'intégrale  de  troi- 
sième espèce  de  Legendrc,  mais  il  est  clair  qu'elle  s'y  ra- 
mène aisément.  Jacobi  la  désigne  par  Il(.r,  a).  Ainsi 
l'on  a 

II)  ni.r,fl)  =  jf-i-i  +-  og-7 f- 


(  579  ) 
On  en  conclut,  en  changeant  x  en  a  et  a  en  x,  puis  en 

retranchant, 

n(-r,  a)  —  nfrt,  *)  =  x •  —  «— — f . 

On  peut  d'ailleurs  s'assurer  que  les  valeurs  des  loga- 
rithmes se  sont  détruites,  en  observant  que  l'on  doit  avoir 
une  identité  pour  x  =  o,  a  =  o. 

C'est  dans  l'égalité  précédente  que  consiste  Fiehange 
du  paramètre  et  de  V argument,  proposition  généralisée 
dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  On  peut  aussi 
écrire 

II(x,  a) —  n(a,  x]  =  xZ[a)  —  aZ(x). 


EXPRESSION  D'UNE  FONCTION  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUE  AU 
MOYEN  D'UNE  FONCTION  DU  SECOND  ORDRE  AUX  MÊMES 
PÉRIODES.    THÉORÈME    DE   LIOU VILLE. 

So\l  f(x)  une  fonction  monodrorae  et  monogène  du 
second  ordre  aux  périodes  wct  u  ;  soient  a  et  5  —  a  ses 
infinis,  s  désignant  la  quantité  constante  à  laquelle  se 
réduit  la  somme  des  valeurs  de  z  pour  lesquelles/ (z) 
prend  une  valeur  donnée  dans  un  même  parallélo- 
gramme. Soit  F(z)  une  fonction  quelconque  aux  mêmes 
périodes  &>,  tj;  soient  (3,,  (3,,  . . . ,  (3p  ses  infinis.  La  fonc- 

lion  ..   .       j,.    x  intégrée  le  long  d'un  parallélogramme 

des  périodes  donne  un  résultat  nul  :  la  somme  de  ses  ré- 
sidus est  donc  nulle. 

La  somme  des  résidus  relatifs  aux  infinis  x  et  s  —  x 

.  1 

de  771 Ti~\  est 


V'W  V  '/'[*-*) 


(  58o  ) 

ou  bien 

F(x)  —  F(.<  —  t) 

~7'H 


9 


en  observant  que,  f(x)  étant  égal  &f(s  —  j:))w/'(jr)doit 
être  égal  et  de  signe  contraire  hf(s — x).  La  somme 
des  résidus  relatifs  à  F(jt)  étant  alors  représentée  par 


27T 

on  aura 


_r r      F(z)<lz 


Y 


le  signe  F  placé  au-dessous  du  signe  f  indiquant  qu'on 
ne  doit  intégrer  qu'autour  des  inGnis  de  F  (2). 
Si  Ton  considère  en  second  lieu  la  fonction 

J  [*)-/[*)' 

son  intégrale  prise  le  long  d'un  parallélogramme  sera 
encore  nulle,  et  il  en  sera  de  même  de  la  somme  de  ses 

résidus.  Or  la  somme  des  résidus  relatifs  à  y. —  - 


est  égale  à 


/(»J-/(*) 


F(*)  +  F(*-*)-.F(a)- F(*-«), 
et  Ton  a  par  suite 

F(x)  -4-  F  [s  —  .r)  -  F(a)  —  F(*  —  a) 

ou  hion 

F(r)-i-  F(*  —  jr)  =  F(a)-hF(*  —  «) 


(  58 1  ) 
La  comparaison  de  celle  formule  avec  (i)  donne 

îF(xj  =  F(j)+F(i-«) 

r{z)[f'{x)+f'_[*]\dz 


it\l —  I  */F 


2irV-i*/F         /(*)  —  /(*) 
ou  bien  encore 

/  aF(ar)  =  F(«)-t-F(*  — a) 

(  ^2-u^-Oï^-1  L  (  '  A*)-A?)  J 

en  posant  F (z)  =  (*  —  ?)^(5),  [a  désignant  le  degré 
de  multiplicité  de  l'infini  [3.  Quand  (jl  =  i ,  le  symbole 

V — T  -^ — T  doit  être  supprimé. 

La  formule  (a)  montre  que  toute  fonction  aux  pé- 
riodes w,  u  peut  s'exprimer  rationnellement  au  moyen 
de  la  fonction  du  second  ordre  f  et  de  sa  dérivée. 

On  voit,  en  outre,  que  cette  dérivée  rC entrera  que 
sous  forme  linéaire* 

Ce  théorème  est  du  à  M.  Liouville,  mais  l'expres- 
sion (2)  explicite  de  F,  que  nous  venons  de  donner,  n'est, 
je  crois,  pas  encore  connue;  du  moins  on  ne  la  trouve 
pas  dans  le  Traité  de  MM.  Briol  et  Bouquet. 

Remarque.  —  La  théorie  précédente  tomberait  en 
défaut  si  F(x)  et  f(x)  avaient  des  inGnis  communs, 
maison  tournerait  facilement  la  difficulté  en  dévelop- 
pant F(jc)  divisé  par  une  puissance  convenablement 
choisie  dey"(.r). 

APPLICATION    DES    CONSIDÉRATIONS    PRÉCÉDENTES 
AU   PROBLÈME  DIT  DE   LA  MULTIPLICATION. 

Le  problème  de  la  multiplication  des  fonctions  ellip- 
tiques a  pour  but   de   faire   connaître   snmxy  cnmx: 


(  582  ) 

dn m x en  fonction  de  su;r,  en xt  dm?.  Notre  formule  (a) 
du  paragraphe  précédent  résout  cette  question  plus  sim- 
plement et  plus  complètement  qu'on  ne  Pavait  fait  jus- 
qu'ici. 

Soient  k  le  module  de  snx,  4&  et  2K'^i  ses  pé- 
riodes, m  un  nombre  entier  :  snm(x —  a)  admet  évi- 
demment les  mêmes  périodes.  Construisons  le  parallé- 
logramme des  périodes,  de  telle  sorte  que  ses  côtés 
coïncident  avec  Taxe  des  x  et  Taxe  des  y  positifs,  puis 
déplaçons  infiniment  peu  ce  parallélogramme,  en  pla- 
çant le  sommet  primitivement  à  l'origine,  dans  l'angle 
des  coordonnées  négatives. 

Les  infinis  de  snx  sontK'y/ — 1  et  aR-r  K/^ —  i, 
ceux  de  snm[x  —  a)  sont 


'=*-!-  (2/  +  ,)  ^ L  +  ( ,y  +  ,)  JL, 

'tu  '   m 


P    —a  H-  (2/  4-  1)  — - h  2/ , 


///  m 


ici  j  variant  de  zéro  km —  1.  En  faisant  j  =  aK,  la 
formule  (2)  du  paragraphe  précédent  donne 

9.  sn  m[x  —  a  )  =  sn//i  (  K/  \l —  1  —  a  ) 

(j\  ]  -4-sn/w'K/Y/— 1  H- aK.  —  ") 

,    v    ■  •  1  /  .  sn'.r  -f-  su' z 

-+-  2  rcsidu.sn/w(z  —  a)  - -. 

sn.r  —  sn* 

Le  résidu  relatif  à  un  infini  (3'  s'obtiendra  en  cher- 
chant la  limite  de 


/0,                  .  sn'.r -t-  sn'p' 
z  sn  w  (  S'  —  «  -4-  3  ]  — 

vr  ;   snx  — snp' 

=  Zsn[(2/+i)KV^  +  iv+i)2K  +  /n^^±-iî^' 

sn*  —  sn£ 

—  1     sn'.r  +  sn'B' 

Àsn//j*  sn-r  —  snp 


(  583  ) 


Cette  limite  est 


i  al 


__    t    sn' x  4-  sn'  p 
fan    sn.r  —  snp' 

L'infini  $!'  conduit  au  résidu 

i    sn'.r  -+-  sn']** 
km   snx  —  snjj" 

La  formule  (i)  devient  ainsi 
2sn/;/(x  —  a) 


=  y~ 


sn'*  +  sn'  I  *-L±±  KV~+  /,-  -f-  a 


-y. 


L7.r  -+-  i      ,    K  ] 
K'  v  —  i  -f-  4  y h  « 

-  ,  p2  /  -h  I       ,    , 

sn'.r  —  sn'    — K'  v7  —  i  -h  (2/  -+-  1  ) 

1  l     //j  v  ' 


2K 


sn.r  —  sn    ! K'  yj—  t  -+-    2/  H-  1)  — 

77/ 


L    * 


En  faisant  a  =  o,  on  a  la  formule  de  la  mulripli- 
caliou  pour  le  sinus  amplitude.  On  peut  vérifier  la  for- 
mule précédente  en  prenant  m  =  1  ;  on  a  alors 
oksn(x  —  a) 

sn  x-\-  sn'(K'v/^  1  ■+-  a)        sn' v -h  sn'(K'v/~  +  îK  +  «) 

=:    === — f- . /  • 

sn.r  —  sn  (K'^—i  -H  a)  sna?  —  sn(k'/ —  1  -t-  2K  -ha) 

et  si  Ton  observe  que  sn'x  =  cnxdnj, 


,  > 


en 


Or-hKV— 0=—  \/~ 


tln.r 


dn(. 


sn  (a:  -f-  KV-i)  =  -r—"> 

Xsna: 


011  trouve 


sn(j:  —  a)  = 


cnadntf  snjr  —  cnjrdnxsn/? 
1  —  Â-Jsn2xsuaa 


(  584  ) 

Ainsi  notre  méthode  donne  aussi  l'addition  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  multi- 
plication. La  division  aurait  pour  but  de  calculer  sn  -  ■. 

en      >  •■■  en  fonction  de  snx,  cnx,  dn.r Sans 


entrer  dans  des  détails  à  ce  sujet,  disons  seulement 
<]if  Abel  a  démontré  que  les  équations  d'où  dépend  la 
division  des  fonctions  elliptiques  sonteomme  celles  d'où 
dépend  la  division  des  fonctions  circulaires,  résolubles 
par  radicaux. 

APPLICATION    A    L'ADDITION    DES    FONCTIOKS 
DE    TROISIÈME    ESPÈCE. 


Si  l'on  désigne  alors  par  or,,  a»,  ....  a,n+i  des  argu- 
ments tels  que 


__  i_       rO[a.  —  ir)Q .;«,  —  a)  .  .  .  8  (  *,„.,  —  t) 

"a  0|ïe(«i  +  aje;<x,-t-ff)  ...e  («,»+.,  -h  «V 
La  quantité  placée  sous  le  signe  log  possède  les  pé- 
riodes 4e»et  aK'\/ —  i  par  rapporta  la  variable  a  ;  en 
pourra  donc  l'exprimer  en  vertu  du  théorème  de 
M.  Liouville  en  fonction  rationnelle  de  sua  et  de  sa 
dérivée  sn'a  ou  cnnxdnn.  Nous  ne  donnons  pas  ici 
celte  expression,  qui  est  un  peu  compliquée. 


(  585  ) 

DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  DOUDLEMENT  PÉRIODIQUES 

EN  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES. 

La  formule  de  Fourier  donne 


fit  • 


reste  a  calculer  la  valeur  de  l'intégrale  qui  en  Ire  dans 
cette  formule.  D'abord,  en  posant 


-2' 

m-cV  —  i 

J  x% 

-HK 

snze 

snx  : 

o      SE 

4K 

m-cV*-1 
îK 

SE 

911  *f5 


X 


A.—  /  snz*       ,h     rfz, 


u» 


on  trouve,  au  moyen  de  la  formule  sn (a  K  -hx)  =  —  snjr, 
H-  I  (  —  snz)*       8K  </* 


x,h-2K  _mi;V/-l_ 

sn«[i  —  (—  i)m]<?       *K      '</« 


L'intégrale  Am  étant  indépendante  de  x0,  on  peut 
supposer  x0  un  peu  plus  petit  que  zéro.  L'intégrale 
étant  prise  le  long  du  contour  recliligne  x0,  x0  -f-  aK 

peut  être  remplacée  par  deux  parallèles  à  K/^  —  i 
de  longueur  infinie,  menées  Tune  par  x0  cl  l'autre  par 
j0  +  2K  au-dessous  do  Taxe  des  x,  et  par  une  paral- 
lèle à  Taxe  des  x,  menée  à  l'infini.  Le  long  de  ce  nou- 
veau contour,  l'intégrale  sera  nulle;  mais  il  faudra  lui 

ajouter    les    résidus    relatifs  aux   points    — K/y/ — i, 

—  SK'y/ — i,  —  SK'sj — i,  .  .  . ,  multipliés  par  27r^ — i. 
De  plus,  ces  résidus  seront  pris  dans  le  sens  rétrograde. 


(  586  ) 
Calculons  le  résidu  relatif  au  point 

-(2/1 -h  i)K'^T; 


il  est  égal  à 


*  +  (*„  +  iHC'v'—  i     -2?£p±[-{*n  +  i)KW—  ) 
hni - — — e        *K  ; 

/•sn(ar-hKV—  0 
mais,  si/x  étant  égal  à  i  pour  ï  =  oou  27rK/^ —  i, 
cette  quantité  peut  s'écrire 


w      îiH-l 
I     __m 


On  a  donc 


/!  =  • 


4 

n  =  l 

et  Ton  a 


A2m  =  o, 

i/i  +  i 


par  conséquent 


lrn  -»-l 


I  q      » 


-  2Kt/  —  1  . 

-I 


2A'kl  —  (/~H+l 

Quand  m  est  négatif,  on  a 

'        snz<?    *K       </s  = —  |        snzdzc        *K     ". 
o  «/o 

Les  coefficients  des  termes  également  distants  de  l'ori- 
ginc  sont  donc  égaux,  et,  en  les  groupant,  on  a 

_  m  —  » 

* \!*l    V^       <7""M          •      ( 2 ;/î-f-  1  ) 7r.r 
snx  =  -~     > TT  sin j— ? 


m  =  o 

«0 


^  cos  — 


,3a-H 


4K 


dn*  =  Âid  '  +  4 i 7— - cos ~"^  '" 


2K 


(5«7) 
À  ces  formules  il  convient  de  joindre  les  suivantes, 
auxquelles  on  parvient  d'une  façon  toute  semblable  : 


«0 

9'  (  .v  )  2  it  ^        qm  .      ffiirx 


V.lt   X?  7  •        //ITT. 

— -  >  sin  — — - 

&  **  r  —  q*»  k 


î 

00 


Ls,"ïtJ 


on  trouvera  alors 

TtX  2  7T  ^         q 

cot   ~  +  ¥   >  -  sin 


H'.(.t)  7t  TT.r  2w  ^  ( — l)'""*'".      //#7r.r 

-i-,  =  _ -- tang  —  +  T2TT^rS!nl- 
De  ces  dernières  formules  on  tire 


rflogsnr       rnxdn.r         it  itx        2irv**      7""        .    mirx 

~ = =  —  col  --  —  —  >  — i— sin-rr— > 


\X(\n.v         it  Ttx         2ir  v^      qm        .    mit. 

=  — —  col  -  -  —  — -  > sin  — — 


r/logcn.r TT  itx        ?.ir  ^  (7™  .     m-nx 

dx       =""ÏKtanglK~  K"2-,  +(  — ij«^s,n"K"' 

dlo^dn-r  4*  ^        <yî"~"1  (2/n —  i)îtx 

dx  K  £*  1  —  «/^""O  2K 

On  arrive  plus  simplement  à  ces  résultats  comme  il 
suit. 

Rappelons  la  formule 

1  r»  t% 

lo£(i —  arcosf  4-/*)  =rcosa  4 —  cos2*  4-  -r  cos3a..., 

2  20 

et  partons  de 

Q{x)  =  C  f  I  —  2?C0S  —  4-  qA  (  I  —  2  7»COS—   4"  q%\  .  •  ., 


! 


®\[x)  2ir  ^  (  —  l)mqm    .     /Wîri  j 

—         —  —    t -—  sîn        —  ™ 

0,(jr)         R  ^    1  —  y*-  x^ 

1 
:      ''  devenant  infini  pour  x  =  o,  on  développera 

_£  fH(x) 
•  * Ix 


\ 


\ 


(  588  ) 
nous  aurons 

-lo-O^)  =-Iogc  — cos   -- 


1  2  7t.r       «' 

ces-. 


2  IV      I    —  </' 

et,  en  prenant  les  dérivées,  nous  aurons  le  développe- 
ment  de  — ^-|«  On  obtient  d'une  façon  analogue  ceux  de 

»>)!!'(■»)       H',(r) 

e,(x]'    H(ar)  I](.r) 


SUR    LE    PTIOBLEME    DE    LA    TRANSFORMATION. 

Le  problème  de  la  transformation  a  pour  but  la  com- 
paraison des  fonctions  elliptiques  correspondant  à  des 
modules  différents.  Exposons,  d'abord,  la  théorie  que 
Jacobi  donne  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Fundamenta 
nova  ihcoriœ  funrtionum  ellipticarum. 

Si  dans  l'expression 

d.r 


y/A  -h  il.r  4-  Car3  -h  Dx3  -+-  t^4 

on  ^ose  x  =   -  »  U  et  V  désignant  des  polynômes  entiers 
en^,  on  aura 


V'A  +  B.r+Cj3  -h  Di*  -h  Ex* 

*I;       {  VdU  —  VffV 


\/AV4  -h  BVaU  ■+-  CVU'  -4-  DVU3  4-  EU' 

et  Ton  peut,  d'une  infinité  de  manières,  déterminer  U 
et  V,  de  telle  sorte  que  le  second  membre  de  cette  for- 
mule soit  de  la  forme 

dy 


V'A'  4-  lO  -*-  Cj*  +  D'j*  4-  E'r1 


(58g) 
En  effet,  pour  que  dans  le  second  membre  de  (4)  le 
polynôme  sous  le  radical  se  ramène  au  quatrième 
degré,  il  faul  que  ce  polynôme,  qui  est  d'un  degré  qua- 
druple de  celui  de  U  et  V,  ne  contienne  que  des  facteurs 
doubles,  à  l'exception  de  quatre  qui  seront  simples;  on 
aqra  donc,  en  appelant  T  un  polynôme  entier, 

AV4-hBV8U  -f-  .  ..  -t-EU4 

=  T  (  A'  -h  B'j  4-  C'y*  -f-  D'y*  -+-  E' j> 4)  ; 

le  second  membre  de  (i)  se  réduira  alors  à  la  forme  de- 
mandée si  Ton  a 

(a)  — =  const. 

Or,  il  en  est  ainsi  quand  U  et  V  sont  de  même  degré 
ou  de  degrés  différents  d'une  imité.  Soit  eu  effet 

A  -f-  Bx  h-  Cx*  -h  Dj:3  -f-  Ex* 

=  E(*  — a)(*-P)(«  — 7)(*-5)f 
et  par  suite 

AV«  -4-  BV3U  ■+■  CV'U»  -f-  DVU"  -f-  EU4 

=  E(U— aV)(U  —  pV)(U-7V;(U-^V). 

Les  facteurs  (U  —  «V),  (U — (2V),  ...  sont  pre- 
miers entre  eux,  car  tout  diviseur  simple  de  U  —  aV  et 
de  U  —  pV,  par  exemple,  sera  diviseur  simple  de  U 
et  V,  et,  comme  on  peut  supposer  U  et  V  premiers  entre 
eux,  les  facteurs  U  —  aV,  ...  le  seront  aussi.  Or  on  a 
identiquement 

—  a(Vrfl)  —  UrfV)  =  (U  —  aV)</U  — U'/(U  —  aV); 

il  en  résulte  que  tout  facteur  double  de  U  —  a\  est 
facteur  de  VrfU —  Ur/V,  car  ce  facteur  appartient  à  la 

dérivée  -7-  (U  —  a V ). 

ily  x  ' 


(  59o) 
En  résumé,  le  polynôme  AV*-f-  BV8U  -f-  . . .  jouit 
de  cette  propriété  que  ses  facteurs  doubles  sont  aussi 
facteurs  doubles  de  U  —  «V,dcU — /3V,  de  U — yV  ou 
de  U — #V,  puisque  ces  polynômes  ne  peuvent  avoir 
de  facteur  commun,  et,  par  suite,  ses  facteurs  doubles 
divisent  UrfV — V//U.  Si  donc  on  suppose  tous  les  fac- 
teurs de  AV*  -+-  BV'U  -h  . . .  doubles,  à  l'exception  de 
quatre  d'entre  eux,  le  polynôme  T  divisera 

VaU  -  UrfV. 

Si  alors  on  suppose  que  V  et  U  soient  de  même  degré  p, 
ou  l'un  de  degré  p  et  l'autre  de  degré  p  —  i ,  AV4  •+-. .  . 
sera  de  degré  4p*  T1  de  degré  4p  —  4  et  T  de  degré 
a/>  —  a; 

est  évidemment  de  même  degré,  et,  par  suite,  la  for- 
mule (a)  est  satisfaite. 

On  pourra  donc  effectuer  la  transformation  d'une  in- 
finité de  manières,  car  on  pourra  d'une  infinité  de  ma- 
nières déterminer  les  coefficients  de  U  et  V,  de  telle 
sorte  que  AV*  -f-  BV8U  ...  ait  tous  ses  facteurs  doubles 
à  l'exception  de  quatre  d'entre  eux,  U  et  V  étant  de 
degrés  différents  de  zéro  ou  de  i. 

Le  degré  de  la  transformation  est  le  degré  de  celui  des 
polynômes  U,  V  qui  possède  le  degré  le  plus  élevé. 

TRANSFORMATION    DU    DEUXIÈME    DEGRÉ. 

Nous  n'avons  pas  à  parler  de  la  transformation  du 
premier  degré  j  on  a  vu  que  non-seulement  elle  réussis- 
sait toujours,  mais  encore  qu'elle  servait  à  la  réduction 
a  la  forme  canonique. 

Si  Ton  veut  opérer  la  transformation  du  second  degré, 
deux  des  facteurs  V  —  aU,  V  —  {3U,  ...   devrout  être 


(59i  ) 
des  carrés  parfaits,  on  devra  donc  poser 

U  —  aV  =  (m  y  -h  m')\     U  —  fV  =  [ny  -*-  n')\ 

On  en  conclut 

U  —  aV  __  (m  r-f- ;/?')' 

ou  bien,  en  observant  que  -  =ar, 

x  —  a       (wj  -h  m')2 

x— p~~    („/  +  //)i* 

On  pourra  ensuite  déterminer  m,  /w',  /i,  n'  de  manière 
à  donner  à  la  nouvelle  intégrale  la  forme  canonique, 
mais  nous  n'effectuerons  pas  le  calcul  en  disant  toute- 
fois qu  il  existe  deux  solutions  à  la  question. 

MÉTHODE    d'âBEL. 

Supposons  que  Ton  désire  calculer  toutes  les  valeurs 
de  y  rationnelles  par  rapport  à  x,  et  telles  que 


(i  -;î)(i-/'V)        (i  —*')(i  —  A2*') 

Si  l'on  pose 

P 

P  et  Q  désignant  des  fonctions  entières  de  degré  p,  à 
chaque  valeur  de  ^correspondront  p  valeurs  de  x,  et  si 
Ton  désigne  par  xt  etx2  deux  d'entre  elles,  on  aura 

tfxx  ±  d.r7 


Si  l'on  égale  à  du  les  deux  membres  de  la  formule 


(  59*  ) 
précédente,  on  aura,  si  l'on  veut, 

xx  =z  sn  u , 

x,  =  sn(xdza), 

a  désignant  une  constante;  on  peut  se  borner  à  con- 
sidérer le  signe  -f-,  car  sn(a  —  u)  =  sii(aK  -f-  u  —  a) 
et  aK — a  est  une  constante.  Ainsi,  l'une  des  racines 

P 
de  l'équation  y  =  -  étant  représentée  par  snu,  les  autres 

p 
seront  de  la  forme  sn  (u  -h  a  ).  Si  donc  on  pose  -  =  '|(x), 

on  aura 

identiquement,  et,  comme  on  a  aussi  j'  ~  ^( snu  -H  a), 
il  faut  eu  conclure 

tylsnu)  =i|;(sn«  -f-a)=i|i(sn*«H-2a;.  .  .  ', 
par  suite,  les  racines  dey  =  ^(x)  sont 


SI)  a,      sn« -4- a,      sn«4-2a,      srwz-f-3a,       ...; 

mais  les  racines  de  l'équation  en  question  sont  en 
nombre  limité  au  plus  égal  à  p:  il  est  facile  d'en  con- 
clure que  les  ^  valeurs  de  x  se  décomposent  en  cycles 

sna,      sn  (a   4- a),      ..,      sn^u   -t-/i~  iaj, 
sn«',      sn(a'-t-a),         .     ,      sn'.«'-t-/i —  iaj, 


n  désignant  un  sous-multiple  de  p..  Si  fx  est  un  nombre 
premier,  les  cycles  se  réduiront  à  un  seul.  Nous  exa- 
minerons eu  particulier  le  cas  où  [A  est  un  nombre  pre- 
mier impair.  Les  solutions  dej  =  '^(x)  sont  alors 

sn  /  ,      sn  [a  -+-  a  ] ,       .  .  ,  ,      sn  [u  -t-  y.  —  la); 
maris,  sn(a  -f-jxa)  étant  égal  à  sn  u,  il  faut  que  /*a  soit 


(  593  ) 
une  période  ;  donc 

a  =  -  (4K/ÏI  -f-  aK'it^— 7). 

Mais  l'équation^  =  ty(x)  est  de  la  forme 

(A^  —  Bvj)x^-\-  ...  -H-  A#  — B0/  =  o; 
on  en  déduit,  pour  le  produit  des  racines, 

Atf  —  B.r 


X\X7  .  .  .  X»  —  Z!Z — —  i 


et  pour  /  une  expression  de  la  forme 

a!  -h  aar.yXi .  .    jr^ 


b'  -\-  bxtX2 .  . .  Xp 
On  peut  simplifier  celte  expression  ;  on  a  en  effet 

xt     =sn(a-|-i — ia), 

jrji_j  z=  sn(«  -+-  f*a  —  *  —  i  a)  =  sn  ( u  —  i  —  la), 

car  (in  est  une  période,  et,  en  faisant  usage  d'une  for- 
mule connue, 

sn*«  —  sn'(i  —  i)a 

•r-^-'=  ,— ^sn2«sn'(/-  i)J 
on  a  donc 

sn//(sn*a  —  sn7«)(sn5«  —  sn1?»).  . .  (sn'rt  —  sn' - a) 


«* ,  x ,  • .  •  J?|.  — 


(  i  —  £'sn  «  sn  x  ) .  •  .  (  i  —  A-  sn  u  sn a  ) 


Le  produit  xt  Jt..  .x^  est  ainsi  exprimé  à  l'aide  de  la 
seule  racine  X\  =  sn  u.  Alors/  prend  la  forme 

£'  -f-  Af  (x,  ) 
Stdrm.  —  ^ji.,  If.  38 


(594  ) 

TRANSFORMATION    DE    LANDEH. 

Considérons  un  demi-cercle  tracé  sur  AB=2R 
comme  diamètre  ;  soient  O  son  centre,  P  un  point  fixe 
pris  sur  AB,  M  un  point  variable  de  la  circonférence, 
soient  OP  =  a,  MPO  =tp,  MAO  =  cj>.  Supposons  que  le 


point  M  se  déplace  infiniment  peu  et  posons  MM' 
nous  aurons 

ds        sinM'PM 


=  //s, 


(i) 


MP       sin  P  M' M 


Oi 


ds—  2R</?,     MP=  V/RJ  +a'  +  2flRcos2?,     M' PM  =<*!>, 


,  w 


et  MM'P  est  égal  à  -  plus  l'angle  que  OM  fait  avec  MP 
ou  PMO}  (1)  devient  alors 


(2) 


2  R  dy  city 

^Rï-h«a-i-2flHcos2y        cosPMO 


Si  l'on  observe  alors  que 


R 


JU 


siiiïj/       sinPMO 

RsinPMO  =  flsin  +  t 
R^cos'PMO  =  R»  —  «*sin^f 


(595) 
la  formule  (a)  deviendra 

2  flo  rAÏ» 


V^R2  4-flJ-t-  2<zRC0S2y  )/hi—a7Sllï'b 

ou  bien 

V^(R  +af-  4/iRsin2^  ~~  v/R'  — «asin2^ 

on  enfin 

2R  rf*  _  <A|p 

R-4-A 

Posons 


» 


/  4«R       .  /         a2    .  ,, 


13)        Vw^?='-  *='•• 

et  nous  aurons 

(4)  .?*  '?        =        <** 

R-+-"  y/i  —A'sin'y       y7'  —  *îsîn»-> 
Le  triangle  PMO  donne  d'ailleurs 

a  sin(2«  —  ^) 

Ï7  =  Ai  =  i-r-t ^ 

R  siny 

d'où 

i  —  kx sin  ^  —  sin  (  2  <p  —  ty  ) 

1  -\-  kx       sin  ^  4-  sin  (  2  ?  —  ^  ) 
ou  bien 

(5)  y~~  *»  =  tal>g (*—*)■ 

'  1+*,  tangç       5 

d'ailleurs  les  équations  (3)  donnent 

<*)  *-£& 

et  la  formule  (4)  devient 

(,j     ['  2        rfy  _  =  r  *     ^_  _ 

4/0    *-r-*i  ^i  —  À'sin'f       t/o    ^/i  —  X-J  ain*i 


(  W  ) 
Voici  comment  on  fera  usage  Je  ces  formules  :  sup- 
posons que  Ton  veuille  calculer 


x 


dty 


o     ^i  —  X?  sin'^ 

on  calculera  à  l'aide  de  (6)  un  nouveau  module  #,  et  à 
l'aide  de  la  substitution  (5)  (que  Ton  n'aura  pas  besoin 
d'effectuer  réellement  si  Ton  n'a  pas  besoin  de  faire  un 
calcul  numérique),  on  convertira  l'intégrale  proposée 
en  une  autre  de  module  A-,  donné  par  la  formule  (6).  Il 
est  facile  de  prouver  que  A<#iS  en  répétant  alors  la 
substitution,  on  peut  ainsi  obtenir  ce  que  Ton  appelle 
une  échelle  de  modules  de  plus  en  plus  voisins  de  un  ; 
on  pourra  donc  développer  l'intégrale  suivant  les  puis- 
sances de  i  —  Zr,  et  Ton  aura  une  série  très-convergente. 
Je  dis,  en  effet,  que  k  <[  kx  :  c'est  ce  que  prouve  la 

formule  (6),  car  la  moyenne  arithmétique de  i 

Jm 

et  kt  est  moindre  que  leur  moyenne  géométrique  ykl  : 
ainsi  k  <[£«;  donc  on  finira  par  rendre  ft<i.  Suppo- 
sons déjà  />t  <[  i,  on  a 

donc r^V^î^^ii  a*ns*  *^>^1'  ma*s  ^-<Os 

I    -f-   A*! 

donc,  etc. 

On  peut  donc  aussi  se  donner  k  et  calculer  kt  -,  si  alors 
test  moindre  que  l'unité,  on  aura  kt<^k9  et  Ton  ob- 
tiendra des  modules  tendant  vers  zéro-,  quand  k  sera 
très-petit,  l'intégrale  elliptique  développée  suivant  les 
puissances  de  k  sera  rapidement  convergente* 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  Ton  pose 

&  =  sinO, 


(597) 

on  aura 

6 
A,=  tang*-9 

tang(i}>  —  <p)  =  co$ôtangf, 
ce  qui  simplifie  le  calcul  logarithmique. 

SUR    LES    APPLICATIONS    DES    THÉORIES    PRÉCÉDENTES. 

Nous  avons  vu  que  toute  intégrale  d'une  fonction  ra- 
tionnelle de  x  et  d'un  radical  tel  que 


\/ax*  -+-  b.vs  -+-  ex2  -f-  dx  -i-  e 

se  ramenait  à  trois  types  simples  ne  renfermant  plus 
que  le  radical 

v/Âjfi  -+-  nixÀ)  (  i  -±~m'x2). 

Ce  radical,  dans  lequel  A,  m,  ni  peuvent  être  supposas 
réels,  comme  on  Ta  vu,  si  a,  b,  c,  d,  e  le  sont  eux- 
mêmes,  peut  se  ramener  au  suivant  : 


en  faisant  sortir  A  de  dessous  le  radical  et  en  posant 

mx*  = —  z%  et =  A'1  ;  mais  alors  k  n'est  pas  néces- 

///  * 

sairement  réel.  Je  me  propose  maintenant  de  montrer 
que  Ton  peut  toujours  supposer  À*  réel  et  compris  entre 
zéro  et  i,  ce  qui  simplifiera  évidemment  la  construction 
des  Tables  des  fonctions  elliptiques. 

D'abord,  on  peut  toujours  supposer  A  =  db  i  en  fai- 
sant sortir  sa  valeur  absolue  de  dessous  le  radical;  enfin, 

on  peut  supposer  77ï  =  dt  i,  en  posant  Xy///ï=  z,  si  m 

est  positif,  et  x  y7 —  m  =  -z,  si  z  est  négatif.  Ainsi  nous 
pourrons  toujours  supposer  rn  =  zhi  et  7tj'  =  dz  À1.  Cela 


(5g8) 

posé,  on  a  vu  et  Ton  vérifie  très -facilement  que,  en  po- 
sant A"  =  i  —  À*, 


(i)     Si     *=sn.r,       on  a     — =         \/(i  —  *')(i  —  A*z*)y 


(2)  z= ? 


dx 

1  dz 

snx  dx 


(3!  z  =  dnx,  *=_l'y/«(I_^)^I_i.^ 


I  dz 


W        '=5^'  2=-    V-(.-*')(«-^"), 

(5)  «  =  tnx,  -?•=         V(iî-»-*,)(n-Xf,*,)t 


(7)  s  =  en«,  ^=_X.'y/(I_I.)^,+  il^, 


rf«  /      .  .,  /         *" 


w      '=5;'         £=*    V-^-^^^2')- 

Dans  ces  formules,  on  peut  constater  que  le  radical  est 
partout  de  la  forme 


et  que  Ton  y  rencontre  toutes  les  combinaisons  possibles 
des  signes  avec  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de 
Â-J,  en  supposant  k\  <  1,  trois  combinaisons  exceptées, 
à  savoir 


v'-  (  i-f-  *>)  (1  +  k\  »«),    <j±l  (1  +  •»)  (1  -  *;«»). 

mais  la  première  est  impossible  si  le  radical  doit  être 
réel,  et  les  deux  autres  rentrent  dans  les  formes  (7)  et 


(599) 

k  k" 

(8)  par  le  changement  de  p  z  en  z  ou  de  -p  z  en  z.  Nous 

n'en  parlerons  donc  pas. 

II  résulte  de  là  que  toutes  les  équations  de  la  forme 

s'intégreront  par  les  fonctions  elliptiques,  et  que  toute 
intégrale  de  la  forme 

fF[z9  y/±z  (i  H-  mz')  (i  h-  wV)]<fc 
se  ramènera  à  la  forme 

f/[z,  ^(i -*)(i -*;*«)]*, 

où  l'on  aura 

Montrons  sur  un  exemple  la  marche  à  suivre  pour 
opérer  celle  réduction.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  l'in- 
tégrale 

__  r dz # 

en  posant  hx  z  =  £,  on  aura 


.=i  r  


V(I-Ki+^W 


On  posera  [*>o*r  formule  (7)] 
d'où 


A 1  —  1  _  A>' 


TTT[<:> 


(  6oo  ) 
et  l'on  aura 

('-r)('^') 

On  en  conclut  que  Ç  est  égal  à  en  ( —  u  -h  const.j,    i 

par  suile  que 

y7 1  —  Ç*  =  sn  f —  «  -4-  const.  ) . 

Si  donc  on  pose 

z  sera  le  sinus  amplitude  d'un  multiple  de  u,  et  l'inté- 
grale u  sera  ramenée  à  la  forme  voulue 


__^    Ç de, 


) 


La  méthode  de  réduction  que  nous  venons  d'indiquer 
a,  sur  celles  que  Ton  enseigne,  l'avantage  d'être  purement 
analytique;  elle  se  retrouve  facilement;  si  Ton  n'indique 
pas  la  marche  qui  conduit  aux  substitutions  à  effectuer, 
on  peut  hésiter  longtemps  avant  de  les  retrouver.  D'ail- 
leurs, notre  méthode  a  l'avantage  de  donner  immédiate- 
ment z  exprimé  en  fonction  de  u  au  moyen  des  fonctions 
6ii9  en,  dn. 

Voici  d'ailleurs  les  substitutions  à  eilectuer  dans  les 
différents  cas  pour  réduire  l'intégrale 

a  la  forme 

//[«,  V/(i-*,)(i-^"ir)]^     ou     *<i* 
d'après  MM.  Briot  et  Bouquet,  ire  édition,  p.  194* 


(6oi  ) 
i°  A  positif,  m  =  —  A*,  m'  =  —  A'%  A  >  A',  on  pose 


z 


2°  A  positif,  m  =  —  A1,  m'  =  A", 


3°  A  positif,  m  =  A%  m'  =  A'»,  A  >  .7, 

hx  •=:  • __    „-  • 

v'i  — z3 
4°  A  négatif,  m  =  —  A1,  m'  =  A'1, 

5fJ  A  uégatif,  m  =  —  A1,  ni  =  —  A",  A  >  A', 


Quand  on  a  ramené  le  radical  à  la  forme  voulue,  il 
reste  encore  à  calculer  les  quantités  que  Ton  a  désignées 
par  K  et  K/  et  dont  dépendent  les  périodes.  A  cet  cflel, 


K' 

—  % 


on  calcule  d'abord  la  quantité  q  =  e     K;  on  part  pour 
cela  de  la  formule 

Si  Ton  fait  x  =  o,  on  a 

/T7        efo)  i  —  iq  -f-  2<74—  2<79  — .  . 

0,^0)  I  +  iq  ■+■  2^r*  ■+-  2^-r.  .  . 


On  pourra  résoudre  cette  équation  par  la  méthode  du 
retour  des  suites.  Quand  on  connaît  ç,  K  se  calcule  fa- 
cilement, et,  en  effet,  on  a 

sn  x         i     H  (**} 


(  6o2  ) 
et,  pour  x  =  o, 

I=sJLffl. 

^*  e(o) 

En  faisant,  dans  l'expression  de  sn,r,  je  =  K,  snjr  de* 
vient  égal  à  i ,  et  Ton  a 

donc 

_H'(o)0(K) 

*~"  H(K)0(oj° 

Remplaçons  H'(o)  =  lim  5^  pour  x  =  o,  0(K),  H(K) 

•»• 

et  ©(o)  par  leurs  développements  en  produits,  nous 

aurons 

2R__  (i  — 72)a(i  — y4)a...    (i+y)}(i  +  tf... 

ou 

2j£  _  (1-7')  (1-7M  ■  •  •  ii±_?[(L±_?l)j_-_JL 

_(i-7)(i-7»)...(i-f-7)('  +  7^)...(i4-7)(i4-7>)>.. 

('-9)('~^)...(«  +  ^)(»  +  74}.-. 
=  (i+7)-(i+^)»(i+^...(i-^)(i-^)('-^-  •  •• 

C'est  précisément  la  valeur  de  Gt  (o). 
On  a  donc  finalement 

1  /  —  =  0,  (o)  =  1  -h  27  ■+-  27*  -+-  27»  -:-,.,, 

d'où  Ton  conclut  K. 

Mais  il  est  clair  que  Ton  pourra  aussi  calculer  K  et  K' 
par  les  formules 


Ak 


(  6o3  ) 

en  les  développant  en  série.  Si  k  est  voisin  de  l'unité,  K 
sera  donné  par  une  série  peu  convergente;  mais  K'  sera 
alors  donné  par  une  série  très- convergente.  Pour  aug- 
menter la  convergence  des  séries,  on  pourra  employer 
la  transformation  de  Landen. 

Le  développement  en  série  de  K,  par  exemple,  se  fera 
comme  il  suit  : 


[(,_«.)(,_*»,')]"' 


i  i  x7  i .  3      k 4  x* 

—  A* 


X 


V/i  —  x1       2     ^1  —  x2       24^i  —  «* 

dx 


-  •  •  » 


REMARQUE. 

Les  formules  (i),  (2),  . . .,  (8)  du  paragraphe  précé- 
dent conduisent  à  des  formules  curieuses  que  Ton  peut 
rapprocher  des  formules  élémentaires 

cosr  = ,     smx  =  — - — • 

2  2  y  —  1 

Considérons,  par  exemple,  la  formule  (5)  *,  on  en  tire 


Or  2,  étant  la  tangente  amplitude  dea\  s'annule  avec  or: 
on  doit  donc  prendre  pour  limite  inférieure  de  l'inté- 
grale zéro*,  mais  alors  on  a 

y/ —  1  *  =  sn(X-',  x^ — 1 J, 


ou  bien 


tn  (X-,  x)  =  -=  sn  (/•',  j:  V—  1  ) , 

si—  1 


(  6o4  ) 
ou  encore 

~r 777=5  =  7— sn(* .  *v-0- 

Vi  — ■  sna(/,  x)        v  — * 

Il  est  clair  que  Ton  pourrait  obtenir  ainsi  une  infinité 
de  formules  du  même  genre,  mais  qui  seront  plus  cu- 
rieuses qu'utiles. 

RÉSUMÉ    DES    PRINCIPALES    FORMULES    ELLIPTIQUES. 

K' 

—  n  — 

qzne        \ 

,    .                              r.x                      Tlkx                       3izx 
0    [ X)  =  I  —  iq  COS  — h  2 <74  COS  — la*  COS  -  - h .  •  ., 

v    '  K  K  Iv 

.    .  irx  iitx  3itx 

0â  [Xj  =  I  -f-  2  7  COS    --   -h  27*  COS  — h  2  7"  COS—- ..  ., 

IV  iv  iv 

„   ,    .  \    .      itx  \    .     3ttx  ±>    .     5nx 

II  (x)  =  27*  sin  — — -  —  20    sin  — -—  -h  27     sin  — - , 

v  '  '  2K  *  2K  2K 

r  1  trx  -J         3rJC  Y        5** 

II,    r]  =  2<74  COS  — —     h  27    COS-      -  -f-  27       COS — —  -»-..., 
v    '  2k  2lv  2k 

c=(i-7»)(,-7*)(l-f«)..    , 

(tr.r  \    /  itx  \ 

,  —  27  cos—  4-  7M  (  1  —  27»  cos—  H-  7"J  .  . . , 

0,  (x)  =^(  1  -4-  27  cos -^-  +  77J  f  1  -+-  27' cos—  -f-  7e  j. .  .  , 

II  (.r)  =  207*  sin  — —  (  1  —  27' cos-^ — h  7*]  (  1  —  27'cos-— — h  7M  . .. , 

I3i(-r)  =  2C74  cos ^7  (  1  -f-  27» cos—  +r/j   f  1  -h  274cos-^  -+-  7M.  . .  f 

e(— jt)=     e(-r),       e,(— x)  =  e,(x), 
n(-*)= -!!(*),       ii,(— Jr)  =  nl(*), 

e(*-*-K)  =     e,(r),  e(x  — K)=     e,(*)f 

e,  (* -+- K)  =     e  (.r),  e,(*  —  K)=     e  (*), 

H(;r-f-K)  —       H,(x),     H(x  — K)  =  -II.(x), 
II,(xMv)--H(r),      H,(a-  — K)  =       H  (*), 


(  6o5  ) 

e  (jr-f-*K)  =       ©  (*), 
0,(.r-t- aK)  =      a.  (jp), 

H(x  +  aR)  =  -H(*), 
H^-t-sK^-H,^). 

Si  l'on  fait 

on  a 

6  (x  +  aK'  ,/=7)  =  -  A©  (*),     6  (r  4-  K'  V=7)  =  V^~BH  (*) , 

ei(x  +  2K'v^T)=     Ae.(*),    6,(.  +  kV--)  =  bu^)) 

H  (*  +  2KW~)  =-  AH  (*),     H  {x  +  KV^T)  =  v/-iBet.r), 
B,(*  +  aKV^)  =      AH,(x),     H.(*  +  K'/=7)  =  Be,(*). 

e(ar)     est  nul  pour    ar=  aiK-t-(2/  + 0K'V'— «> 

H(jr)  »  ar  =  at'K-t- ay'KV— »» 

H,(ar)  »  a?=(a»  +  i)K-+-v'K'VC- ï» 


') 


*'=v/i  —  X», 


i    H(x) 


""^^T     CnX 


V^T 


sni  s'annule  pour     x==o     et     2K, 

cnx  •  jr^K,     — K, 

dnx  »  *=±(K-f-KV-i), 

Périodes  de  snar=4K»     îK'^-i» 

cnx=4K,     aK'^ï  +  aK» 
■  dnjT=2K,     4^V — lm 


Infinis  des  trois  fonctions  =  K' ^—  1 ,     aK  +  K'^-i 


(  6o6  ) 


a     e 


il 


M 

Il      H     „ 
O    *J     es 


*      I 

ï,! 

a     a 
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a 
•o 
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il  r= 
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s  "H 

e*      I      « 


*  fi 

es 


caca 

"O      *0     T3     *U 


O  I  il 


il 


il 
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H 

c 
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4 
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a 


*0     -3 


Il  H 

O  bà 

c  a 

v  3 
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II 
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(6o7) 

,     ,    .,       snacnb  Anbzhsnb cnaAna 
sn  [a  ±  b)  =  -— -r 9 

en  a  en  6  =p  sn  «  sn  6  dn  /r  dn  6 


en  (a  ±  b)  = 


i  —  X*sn*a  sn2ù 


,    .     ...        An  a  i\nb  qz  Psna  snb  enaenb 
dn(a  zhb)= -^— - — : — -, 


f. 


i  —  X'sn'tf  sn26 
-  k%WD?xdx  =  cx i-i  =  Zlr), 


ft  I  —  27  -4-  ? ^4  —  3 79 

A'*na  ena  Ana  sn**  _  .        . 

ax  =  U [x,  a) 

1  —  A-'sn'asn'x  x        ' 


r 


e  (a)        2     b  0(x  -f-  a) 


PREMIÈRES    APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES»  FORMULES 

FONDAMENTALES. 

Dans  les  applications  du  Calcul  intégral,  les  fonctions 
trigonomélriques  se  présentent  sous  leurs  formes  in- 
verses quand  on  ne  les  introduit  pas  directement  dans  le 
calcul  sous  leur  forme  normale.  Il  faudra  donc  nous  at- 
tendre à  rencontrer  par  analogie  les  intégrales  ellip- 
tiques avant  les  fondions  directes  :  aussi  allons-nous  re- 
venir un  instant  sur  ces  fonctions  inverses. 

Nous  avons  posé 

(>)      r ,  a'   =f(T)=f(*>T) 

•/o     y  1  —  A'sin'y 
et  de  là  nous  tirons 

sin<j>r=snF,     «  =  araF> 


(  608  ) 
Nous  poserons  encore,  avec  Legendre, 

(2)  I     dy  ^1  -  AJsina?  =  E(?)  =  E  (y,  k). 

La  fonction  (1)  est  l'intégrale  de  première  espèce,  l'in- 
tégrale E(y)  est  l'intégrale  de  seconde  espèce  de  Le- 
gendre :  elle  diiïère  de  celle  de  Jacobi.  On  a 

•/o    V1  —  A-'sinay  Jo         yi  —  a-' sin2y 

La  seconde  intégrale  est  celle  de  Jacobi,  qui  se  réduit 

sn*xdx  quand  011  fait  sincp  =  sinanix; 

o 

nous  la  désignerons  par  J(ç),  de  sorte  que  J(am  a:)  =  Z(.r); 
nous  aurons  alors 

(3)  E(T)  =  F(f)-J(t),     J(T)  =  F(T)-E(f). 

La  fonction  elliptique  de  seconde  espèce  E(<p)  repré- 
sente un  arc  d'ellipse  dont  les  coordonnées  seraient 

x  =z  a$\n<f,     y  =  bcosy'y 

<f  est  alors  le  complément  de  l'anomalie  excentrique,  et 
Ton  trouve 


/           «' —  O2 
ds  =  adfi/  1 - — si"2?» 


et,  par  suite,  en  prenant  a  pour  unité,  et  en  faisant 
1  —  b*  =  A1,  

ds  =  dy  y7 1  —  A1  sin'çp; 

on  a  donc 

*  =  E(<p,  /r^ï*) 

ce  qu'il  fallait  prouver. 


(6og) 
Si,  pour  évaluer  l'arc  d'hyperbole,  on  posait 

2  2 

ou  trouverait 


*  =  «,!*  y/, +ï!^±(*»_  ,-♦).. 

Par  une  suite  de  transformations,  on  finirait  par  ra- 
mener cette  expression  aux  fonctions  elliptiques,  mais  il 
est  plus  simple  de  suivre  une  autre  voie  pour  évaluer 
Tare  d'hyperbole;  nous  prendrons  l'équation  de  cette 
courbe  sous  la  forme 

ou 

b   , 


Si  l'on  forme  l'élément  d'arc  ds  =  sjdx*  H-  dy* ,  on 
trouve 

/  ,     «a  -f  a»  ,\  , 
(«'  +  — ^r- *')<** 


<&  = 


r/i^+x»)/^ 


H r—  *7 


ûa 


ce  que  l'on  peut  écrire,  en  posant  d'abord  -  =  x\ 


2 
ds  =  — ^ 


(,  +  i±ÈLy.y^ 


après  quoi,  conformément  aux  règles  que  nous  avons 
données  pour  la  réduction  des  fonctions  elliptiques,  nous 
poserons 


v/ 


nl  -f-  O2     ,  .r" 


«'  y/\   _  j^ï' 


Stlrm.  —  An.,  II.  39 


(6io) 
nous  aurons  alors 


dx"  à* 

.      ds=  —  »  —  -^ 


\Z(-")(-?:^)"---'""-^ 


Posons 

//       • 

*•      Ginm 

a2-hb 


b> 


et  nous  aurons 


ds=z 


^i  —  X-'sin'f      cosït 
Nous  poserons 


Tare  d'hyperbole  sera  donc  représenté  par  aT  (<f)  et  sim- 
plement parT(cf),  quand  a  sera  Tunilé.  La  suite  des 
transformations  que  nous  venons  d'effectuer  revient  h 
faire 


,  /      '      J/=.sin<P| 
y    i  —  X2  cosy 


ar  =  fla/  =  a\J\  —  kl  tangy , 
a  A       ^i  —  ^2sin,9 


COMPARAISON    DES    ARCS  d'eLLIPSE  ET  D'flYPERBOLE. 


Nous  continuerons  dans  ce  paragraphe  le  numérotage 
de  formules  employé  dans  le  précédent  et  nous  prou- 
verons d'abord  que  la  fonction  T  se  ramène  à  E  et  à  F 
(il  est  bon  de  remarquer  que  T  est  un  cas  particulier  de 


(6..  ) 
l'intégrale  de  troisième  espèce);  on  a 


Jo    cos7«v  »  —  *  su 


~i.  •» 


Si  l'on  observe  alors  que 

<*tangn/i  _*'siii'ï=  <M  — —: =  -  7=^~  -r=+  ) 

_      r  (i  —  /M  X»      _X-»sin'y1 

Lcos'<pV  tf  \/      J' 

on  aura,  en  intégrant  et  en  ayant  égard  a  (i),  (2),  (3), 


(5)     tangW»  ~  A'sin2?  =  *(*)  -*-  (**  —  0  F(?)  —  E(9)  : 

la  fonction  T  (<f)  se  ramène  donc  à  F(<p)  et  à  E(y). 

Mais  on  peut  aller  plus  loin,  et  exprimer  T (y)  au 
moyen  de  deux  fonctions  E  d'amplitude  et  de  modules 
différents.  Ce  théorème  sera  démontré  si  l'on  prouve 
que  F (<f)  peut  être  évalué  en  fonction  de  deux  fonc- 
tions E$  ce  théorème  célèbre,  en  vertu  duquel  un  arc 
d'hyperbole  peut  être  mesuré  par  deux  arcs  d'ellipse,  est 
dû  à  Landen  et  porte  son  nom. 

Or  la  transformation  de  Landen  permet  d'écrire 

(6) 


^1 — Xfsin2?i  2       ^1  —  Z^sin'f 

et  la  relation  qui  en  résulte  pour  les  angles  <p  et  <f t  peut 
s'écrire 

(7)         sina?,  =  -(1  +  XsinJ?  —  cosy  y'i  —  X'sin'y); 

d'ailleurs, 

A*  =   • 

1  -t-  Ai 


(  G. a  ) 
Si  nous  multiplions  membre  à  membre  (6)  et  (7),  nous 
aurons 

ou,  en  vertu  de  (3), 
jj[F(*.,f,)-E(*llfl)] 

mais  la  formule  (6)  donne 

F(*.,T.)=1^F(*,T); 

en  remplaçant  alors  F(ki^<fl)  par  cette  valeur,  on  a 

F(X-,?)  =  -J2^  [E(*,f)  —  (1  -f-  *)  E(/„  ?1)  -H  X-  sia?], 
V  »  —  *t 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


SUR  L'AUDITION  DES  INTÉGRALES  DE  PREMIÈRE  ESPECE. 

Les  questions  traitées  ci-dessus,  quoique  se  rattachant 
à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  pourraient  se 
traiter  sans  avoir  aucune  notion  de  ces  fonctions;  il  était 
bon  de  les  signaler,  parce  qu'elles  ont  fait  naître  des  re- 
cherches ultérieures  et  ont  été  le  point  de  départ  de  la 
théorie:  on  saitqu'Euler  avait  deviné  l'intégrale  algébri- 
que de  l'équation  d'où  dépend  le  théorème  de  l'addition 
des  fonctions  snx,  cn:r,  dnx.  Il  convient  de  faire  con- 
naître ici  une  méthode  géométrique  due  à  Lagrange,  qui 
a  dû  contribuer  pour  sa  part  à  faciliter  les  premières 
recherches. 


(6.3) 

Soient  cp,  ^,  fx  les  côtés  d'un  triangle  spliérique  et  C 
l'angle  opposé  à  jjl;  posons 


"sin'C 


; =  /'        COSC  =  ±i/l  —  /-"Mil2». 

sin'p  '  y  l 

Supposons  actuellement  que  l'on  fasse  varier  çp  et  $  en 
laissant  (x  constant,  ainsi  que  l'angle  C,  nous  aurons 


(i)  cosu  =  cos<pcos^  dz  sin^sin^ 1  —  A-2sin'p; 

mais,  le  côté  (i  variant  seulement  de  position,  ses  extré- 
mités décrivent  sur  les  côtés  <p  et  <pdes  éléments  dy  et  cty 
dont  les  projections  sur  [jl  doivent  être  égales.  Eu  effet, 
soient  A  A' et  BB'  les  positions  voisines  du  côté  //,  si  du 
point  O  où  se  croisent  ces  positions,  comme  pôle,  on  décrit 
les  arcs  BC,  A'C,  comme  OB  =  OC,  A'O  =  C'O,  il  faut 
bien  que  AC  =  B'C  Or 

AC  =  tif  cos(<p,  y.),     B'C'  =  cty  cos(t|>,  p): 
donc 

<'?  COs(y,  y)  =  dty  COS(rj/,  p)f 

ou 


mais 


v/i  —  sina (y,  p)  =  d^fi  —  sinJ(^,  p)  ; 
sin(y,  u)       sinC       , 


donc 


sin  ^  sin  p. 

sin(f,  ;*)  =  /•  sin^. 
La  formule  précédente  donne  alors 


(2)  d<f)/i  —  ÀHin1ty=±d^^i  —  A'siii''?. 

La  formule  (1)  est  donc  l'intégrale  de  celle-ci,  py  est 
constant;  si  Ton  fait  alors  <fr  =  o,  on  a  /jl  =  <p.  Si  l'on 
écrit  (2)  ainsi 

y7!  —  A-'sin-'f         \  1  —  X'SUVf 


(  6.4  ) 

OU 

(4)  f(9)  +  f(4.)  =  f(j»), 

F(p)  désignant  la  constante,  f*  se  réduira  à  <p  pourtf  =  ot 

vt  (i)  sera  équivalente  à  la  relation  transcendante  (4); 

la  formule  (i)  devant  avoir  lieu  pour  [i  =  o  et  y  = —  <|>, 

il  faudra  alors  prendre  le  signe —  devant  le  radical.  Que 

Ion  fasse  <f  =  ama,  «Ji=  ain&,  p  =  am(a+-t),  on  aura 

alors 

en  (a  -+•  b)  z=  en  a  en  b  —  snasnbdn(a  -4-  b). 

Cette  équation,  combinée  avec  les  suivantes  : 


ena  =  ^/ 1  —  tira. 


drifl  =  y/ 1  —  X-'sn'a  i 

fera  connaître  cn(«-t- A),  dn(a  4-  i)  et  sn[a  -+- b)  :  on 
retrouve  ainsi  les  formules  fondamentales  de  l'addition 
des  fonctions  elliptiques.  On  peut  retrouver  ces  formules 
en  cherchant  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  se- 
cond ordre  :  c'est  ce  que  nous  allons  voir. 


LIGNES    DE    COURBURE    DE    l'hYPERBOLOÏDB. 

On  peut  considérer  les  lignes  de  courbure  de  l'hyper- 
boloïde  gauche  comme  les  lignes  bissectrices  des  géné- 
ratrices. Or  les  génératrices  ont  pour  équations 

■T*  Z  f  Z 

-  -  —  -  cos»  -h  sin©,      -  =  -  sin^  —  cnsJ», 
a        c         '  '        a        c 

T  —  -  sin  ©  —  ces*,     V  =  -  costIi  •+-  sin \L. 
oc1  T       b       c 

Les  paramètres  ç  et  ^  servent  à  caractériser  une  généra- 
trice; en  les  prenant  pour  variables,  les  équations  diffé- 
rentielles des  lignes  de  courbure  prennent  la  forme 


(  «'5  ) 
équations  dans  lesquelles  on  a 


<ï>»  = 


dx\* 


/dy\*        /dz\* 
en  effectuant  les  calculs,  on  trouve 


/i  —  X;2sin2<J/rf<p  =  dt  /i  — À'3sin*cptity, 


ou  bien 


rfo 


dty 


: -M ===== 

\J  i  —  k'1  sin2  çp  ~~  y/ 1  —  ^2  sin2  ^ 


=  o, 


d'où  Ton  conclut  l'équation  des  lignes  de  courbure  sous 
forme  finie.  11  est  assez  curieux  que  Ton  puisse  ramener 
ainsi  aux  fonctions  elliptiques  la  solution  d'un  problème 
résolu  par  une  tout  autre  voie. 


THÉORÈME  DE  PONCELET. 


Voici  encore  une  interprétation  très-curieuse  du  théo- 
rème qui  vient  de  nous  occuper  :  considérons  deux 
cercles  intérieurs  l'un  à   l'autre;  soient  R  et  r  leurs 


rayons  et  PQ,  PQ'  deux  tangentes  infiniment  voisines 
menées  au  cercle  de  rayon  r\  soit  OO'la  ligne  des  centres 

arcAP  =  a?R,     arcAQ  =  2^R. 


(  616  ) 

On  aura 

PP'  __  d9 

mais  les  triangles  semblables  PPM,  QQ'M  donnent 

PP'  _MP  _MP 
QQ'~*MQ'"~"MQ; 
ainsi 

^_  MP 

or,  à  la  limite,  le  point  M  vient  sur  le  cercle  r  au  point 
de  contact  de  PQ,  et  Ton  a 

MPa=  ÏÏV7  —  r*  =  Ra  -f-  d*  —  r*  -+-  iRa  cosï>  j, 
SÏq'i^Ô'Q'  —  r*  =  R7-+-a*—  r8 -h-aRa  cosa$: 
on  a  donc 

dy /  Ra  -h  a%  —  r*  -h  2  tf  Reos  2<p 

<fy       y    R2  -f-  aj  —  #■*  -h  laRcasi-fy 

__      /iRr+^j^^^^âR^in7?^ 

""  y    (R  +  *)*  —  r>—  la RsIn'V 
Si  Ton  fait 

—  (R -+-«)>  _/■'' 
on  a  l'équation  connue 

*  '  '  <Ji  —  X3sin2<p       \/i  —  X^Tin1^  ~" 

d'où  l'on  peut  conclure  une  construction  géométrique 
de  son  intégrale.  Mais  on  peut  en  déduire  un  résultat 
nouveau. 

L'équation  précédente  devient,  en  intégrant, 

Jr?  dy  n<p  dy 

0    \/i  —  *sin'f      Jo    ^«  —  ^2sin2^ 

v    '  j  r*p  dp. 

J0    \/  i  —  X'sin'f* 


(6,7) 
et  {à  est  la  valeur  de  tp  pour  <p  =  o.  On  voit  que  (i  ne  dé- 
pend ni  de<p  ni  de  <Jr,  si  donc,  à  partir  du  point  (f,  on 
mène  une  seconde  tangente  QR  au  cercle  intérieur,  et 


si  Ton  pose  AR  =  a^,  on  aura  encore,  en  posant 

i—  Â*sin'<p  =  4>,      i  —  /''sin'^m:  V,     ...,     i—  A'sin'f*  =  M, 


(3) 


**ty 


X  dx  __   r  H-  d?  m 


en  menant  par  R  une  nouvelle  tangente  RS,  on  aurait 
entre  Tare  20  =  AS  et  l'arc  2^  une  relation  analogue: 

les  iutégrales   /     -=,    /—=>...  forment  donc  une  pro- 

Jo     Vfà    J0    V^ 

— =• 

Supposons  que  le  polygone  PQRST  soit  fermé  et  que 
le  point  T  coïncide  avec  A,  le  dernier  des  aresey,  ^,  x>*-* 
sera  de  la  forme  9 -h  2  nit.  En  ajoutant  alors  les  foi  mules, 
telles  que  (2)  et  (3),  on  a 


r4+  r 


— —  "=■  m 


ou  bien 


Jfip-+-/iîr  r/«?  Çp  du. 

9  1J1  —  ifcasin'<p  J0    y7"  —  *2sinV 


(6.8) 

le  premier  membre  de  cette  formule  ne  dépend  pas 
de  <p;  car  on  peut  prendre  pour  limite  o  et  niz.  Donc  : 

S1  il  existe  un  polygone  de  m  côtés  inscrit  dans  un 
cercle  et  circonscrit  à  un  autre,  il  existera  une  infinité 
de  poly  gones  de  m  côtés  jouissant  de  la  même  propriété. 

Ce  théorème  est  évidemment  projectif  et  s'applique 
aux  coniques  :  il  a  été  découvert  par  Poncelet  •,  la  dé- 
monstration précédente  est  de  Jacobi. 

ADDITION  DES  ARCS  d'eLLIPSE.  —  THÉORÈME  DE  FAGNANO. 

Nous  avons  posé 

Z(*)=  /     À'sn'xdx. 
Nous  aurons  alors 

Jr*x  r*x  -+-y 

I     kisni{x-hy)dx=z  /  Xasn'(jr-l-r)  dx 

o  «/o 

y 

ydy 


OU 


—  j     A»sn» 

f*  Vsn>(x  +  y)dx=:Z[x+y)-Z[j'), 

* 

/      k>  sn'  (*  —  y )  dx  —  Z  (*  —  y  )  +  Z  [y). 

«/o 

Retranchons   ces  formules  Tune  de   l'autre,  en  ayant 
égard  aux  relations 

,  ,  ,  asn.r  rnr  dnr 

8n  [x.  -f-  y)  -f-  sn  (x  —7)  = — — — — -  , 

,  .  .  .  2sn  r  rn.r  tln.r 

sn  [x  -f- r)  —  sn  (x  -—  y)  = - -—; 

K         J  '  K         J  ]       1  —  X'  sn'x  su1/* 


I 


(    Ccj  ) 
nous  aurons 


x 


4**  snx  sny  cn.r  en/  dnr  dn/ 


(i  —  X-1  sn'x  sna/)a 

=  Z(.r+j)-aZ(ir)-Z(*-.y). 

La  quantité  sous  le  signe  /  est  une  dérivée  connue,  si  l'on 

observe  que  'isux  cnx  Anx  est  la  dérivée  de  sn2#,  et 
l'on  a 

'2sn'.r  snv  cny  dnr        _  .  .  rwl    . 

__ï^-^=z(x+/)-.a5(y)-z(,-jr). 

Si  Ton  pose  alors 

f  =  amx,  ^  =  amj,  /*  =  am  (a?  -+-/),  v=am(x — 7), 
et  si  l'on  observe  que  Zu  devient  J(am«),  et  que 

Z(*)  =  J(?)  =  F(f)-E(f)f  ..., 
la  formule  précédente  devient 


2sin2«p  sin\|;  cos^  \J  1  —  X*  sin2^ 
1  —  X3  sin*?  sin'f 
=  F(f*)— aF(  +  )  — F(v)— E(fA)  +  aE(4i)-f-E(v); 

et  comme  F(jk)  =  F(<j>)  -hF(^), 


asm9©  sinù  cosW  ' -~*J  sin'ù  , 

1 Y       /;  ?  =  —  e  (p)  -4-  E  (v)  -+-  2E(+), 

si  l'on  échange  y  et  vj/,  f*  ne  change  pas,  v  se  change  en  —  v 
et  le  second  membre  devient  —  E((x)  — E(v)  •+-  aE(<y). 
Eu  ajoutant  alors  à  cette  formule  celle  que  Ton  obtient 
en  changeant  <f  en  ^,  et  vice  versa,  on  trouve  [eu  égard 
à  la  formule  qui  fait  connaître  sn  (x  4-^)] 

E(?)  -f-  E(\[>)  —  E(p)  =  X'  sin  <j>  sin>|;  sinp 

On  obtient  le  théorème  de  Fagnano  en  posant  fx  =  -j 


1 


(  6ao  ) 

alors  E(fz)  est  le  quart  d'ellipse;  nous  le  désignerons 
par  E  et  nous  aurons 

(i)  f(ï)  +  E(4p}  —  E  =  X->  sin?siinji. 

Entre  les  angles  y,  <p,  p,  on  a  la  relation 


oosp  =  cosy  cos  4»  —  siny  slnty  ^  i  —  k7  sîn  a^« 
Si  alors  on  fait  fz  =  -»  on  a 


o  =  cosç  cos\|;  —  sincp  sin^  V  i  —  k* 
ou 

(2)     tangç  tangr}/  =  - ou     b  tang 7  tang^  =  1. 

y  1  —  k% 

La  formule  (1)  montre  que,  si  les  arcs  d'ellipse  E(<p)  et 
E  —  E(^)  sont  tels  qu'ils  correspondent  à  des  anoma- 
lies y,  t|/  satisfaisant  h  la  formule  (2),  leur  différence  est 
reclifîable.  Les  équations  de  l'ellipse  sont 


j?  — sinç,    /=^i — À"tt>s<p  =  b  cosy. 

Si  Ton  cherche  la  distance  /  du  point  cj>  de  l'ellipse  à  la 
perpendiculaire  menée  de  l'origine  sur  la  tangente,  on 

trouve 

**tang<p 
*  =^  —  ■* 

^(ft'tang'  +  i)  (1  -Mang'y) 
En  chassant  les  dénominateurs,  on  trouve  une  équation 
du  quatrième  degré  en  tangtp,  à  savoir 

b*  lang4?  -1-  ung'y  (  1  -h  h7  —  —  )  -+- 1  =  o» 

Soient  9  et  ^  les  deux  solutions  de  cette  équation,  on  en 

déduit 

b  tangy  tang\[>  =  1. 

L'identité  de  cette  formule  avec  (2)  montre  de  quelle 


(62.    ) 

façon  doivent  être  construits  les  angles  y  et  t|>.  On  voit 
que  les  arcs  12  (op)  et  E  —  E(tp)  auront  une  différence 
rectifiante,  s'ils  sont  choisis  de  telle  sorte  que  les  nor- 
males menées  par  leurs  extrémités  soient  à  des  distances 
égales  du  centre  de  l'ellipse. 


SUR    LES    ATICS    DE    LEMNISCATE. 

La  lemniscate  est,  comme  Ton  sait,  une  courbe  telle 
que  le  produit  de  ses  rayons  vecteurs  issus  de  deux  points 
fixes  est  constant.  Son  équation  en  coordonnées  po- 
laires est,  en  prenant  pour  axe  polaire  la  droite  qui  joint 
les  points  fixes  et  pour  origine  le  milieu  de  cette  droite, 

r4  —  2flar*  cos20  H-  ak  =  b*9 

ia  désignant  la  distance  des  points  fixes  et  b  une  con- 
stante. 

M.  Serret,  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  YHIdu 
Journal  de  M.  Liouvillc,  a  montré  que  toute  fonction 
elliptique  de  première  espèce  pouvait  être  représentée 
par  deux  arcs  de  lemniscate.  Voici  son  analyse  ; 

Soit  -  <  i ,  la  courbe  se  compose  de  deux  branches 

distinctes.  On  pose  —  =  sin  2^.  Soient  s\  et  a\  les  deux 

aies  de  lemniscate,  dont  les  extrémités  ont  pour  angles 
polaires  09  et6l9  on   a 


01  V  COS2Ô  -+-  V^COS82Ô — C0S,24'     „ 

—LdO 


Q        y'  COS'20  —  COSs2^ 


*•  V  COS2  Ô  —  y/COS22è  —  COS22lp 


y7  COa'2  0 —  COS22\I> 


(  6a2  ) 
On  déduit  de  la,  en  ajoutant  et  en  retranchant, 


(10 


q      y/cos2  0  —  C0S2^ 


s>  — <  =  >!*--  \    -, 

a    J«       i/COS20   - 


g       V  COS2  0   -h  C0S2^ 

Si  Ton  pose,  dans  la  première  formule, 

sic  0  =  sin  ty  sin  y , 

dans  la  seconde, 

sin  6  =  cos>j*  sin  * , 
on  a 

5» +  <  =  T  fF  t8"1*'?1  )  "  F  (»ln*-»t)l 

•'1  —  o\  =  -  [F  (cos+.f,)  -  F  («**,?„}]• 

On  voit  que  Jes  modules  de  jJ-I-ctI  et  de  sl0  —  a\  sont 

complémentaires. 

Un  calcul  un  peu  différent  conduit  aux  mêmes  coli- 
te 
clusions  quand  on  suppose  -  ^>  1  ;  mais  alors  ce  sont  les 

arcs  correspondant   à  des  rayons  vecteurs  perpendicu- 
laires qu'il  faut  désigner  par  s|,  <j|. 

La  lemniscate  de  Bernoulli  est  la  plus  célèbre  ;  elle  a 
pour  équation 

r7  =  2fl*  COS2  0. 

L'arc  de  cette  courbe  est  donné  par  la  formule 

n  JUdQ 
as=  — =  • 

V^COS2  0 

Si  Ton  pose 

sin  0  =  —  sin  ©, 

va 


(  6a3  ) 

on  a 

r/9 


ds  =  a 


On  en  conclut,  en  comptant  convenablement  l'arc, 


ou  bien 


s 

On  trouve  aussi 


*=aF(î'0 

=  aF  I  ->  arcsin(v^sin0) 


s  = 


AIRES   DE  QUELQUES  COURBES. 

La  quadrature  d'une  courbe  du  troisième  degré  ne  dé- 
pend absolument  que  des  fonctions  elliptiques;  pour  nous 
en  convaincre,  plaçons  l'origine  sur  la  courbe:  l'équation 
de  la  courbe  sera  de  la  forme 

?$(■*»  y)  +  2<p2(x.  y)  -+-  y,  (*,  r)  =  o, 

?i»  ?s?  ?»  désignant  des  polynômes  homogènes  de  degrés 
1,  2,  3.  On  peut  l'écrire 


x1 


f.(".j)  +  "?.(i-ï)-H?.(i^)=o, 


et,  en  posant 
on  a 

On  en  tire 

x= 5 


(624    ) 

v  en  appelant  alors  R  la  racine  d'un  polynôme  du  qua- 
irième  degré,  on  voit  que  x  est  de  la  formey(f,R),  oùj 

désigne  une  fonction  rationnelle;  —  et  y=tx  seront 

de  la  même  forme,  et  par  suite  l'intégrale 


fjrd*  =  fjr%tdt 


ne  dépendra  que  des  fonctions  elliptiques. 

Lorsqu'une  courbe  du  quatrième  degré  a  deux  points 
doubles,  on  peut  aussi  exprimer  son  aire  au  moyen  des 
fondions  elliptiques.  En  effet,  au  moyen  d'une  transfor- 
mation homographique,  on  peut  transporter  les  deux 
points  doubles  à  l'infini:  soit 

l'équation  de  la  courbe  ainsi  transformée  \  on  peut  sup- 
poser que  s  =  o,  je  =  o  et  z  =  o,^  =  o  soient  les 
coordonnées  des  points  doubles.  Quand  on  fera 


z  =  o,     x  =  o 


dans  les  formules 


à/ d/  d/_ 

dï  =  °'    d7  =  0'    JT-0' 

elles  devront  être  satisfaites  ;  les  dérivées  des  termes  du 
quatrième  degré  en  x  et  y  devront  donc  s'annuler  pour 
x  =  o,  ce  qui  exige  que  le  terme  en  yk  et  le  terme  en  xy  * 

soient  nuls;  la  dérivée  -r-  étant  nulle  pour  x  =  o,  il  faut 

az  * 

que  le  terme  en  x1  soit  nul  également  5  on  verrait  de  même 
que  les  termes  x*y,  et  xk  ainsi  que  j"*,  disparaissent. 
L'équation  de  la  courbe  prend  donc  la  forme 

A-r'r'  ■+■  Bx'j  -t-Crj3 

4-  Dx*  -+-  Exjr  -4-  F y  ■+■  G.r  -4-  H/  -f-  K  =  o, 


! 


(  625  ) 
et,  si  l'on  résout  cette   équation  par  rapport  à  y,  on 
trouve  pour  cette  fonction  une  expression  rationnelle  par 
rapport  à  x  et  par  rapport  à  un  radical  recouvrant  un 
polynôme  du  quatrième  degré. 

SUR  LES  COURBES  DE  DEGRÉ  m  QVl  ONT-  (m  l)  (m a) 

POINTS    DOUBLES. 

On  sait  que  -  (m  —  i)  (/n  —  2)  est  le  nombre  maxi- 

mum  de  points  doubles  que  puisse  posséder  une  courbe 
d'ordre  m. 

Une  courbe  d'ordre  m  qui  possède  -  (m —  1)  (m  —  2) 

points  doubles  est  quarrable  par  les  fonctions  algé- 
briques et  logarithmiques  (y  compris  les  'fonctions  cir- 
culaires inverses) . 

Il  suffit  de  prouver  que  Yx  et  Yy  de  celte  courbe  sont 
fonctions  rationnelles  d'un  même  paramètre  A;  pour  y 

parvenir  par  les  -  (m  —  1)  (m  —  2)  points  doubles  D  de 

la  courbe 

(0  f(*fjr)=o, 

d'ordre  m,  faisons  passer  une  courbe  d'ordre  m  —  2.  Cette 
courbe  est  déterminée  quand  on  l'assujettit  à  passer  par 

-  (m  —  2)    (f/i-hi)    points*,   or,    elle  passe    déjà   par 

-  (m  —  1)  (//*  —  2)  points  D  :  on  peut  donc  l'assujettir 
encore  à 

-  (  /w  —  2 )  (m  -+-  1  ) [m  —  1  )  ( *»  —  2 )  =  m  —  2 

conditions.  Nous  l'assujettirons  à  rencontrer  la  courbe 
(1)  en  m  —  3  points  fixes  que  nous  appellerons  À-,  elle 
contiendra  alors  dans  son  équation  un  paramètre  arbi- 

Sturm.  —  An.,  II.  (\0 


(  626  ) 
traire  X,  et  cette  équation  sera 

(2)  ?l*t.r)  +  W(*,y)  =  0. 

Mais  cette  courbe  (2)  coupe  (1)  en  m  (m  —  2)  points;  sur 
cesm(m —  2)  poiuts,  les  points  D  comptent  pour  deux 
et  équivalent  à  (m —  1)  (m —  2)  points  d'intersection*, 
si  l'on  y  ajoute  les  m  —  1  f oints  A,  on  voit  que 

(m  —  1)  (m  —  2)  -f-  /n  —  3=/nî  —  2m  —  1 

points  d'intersection  des  courbes  (1)  et  (2)  sont  fixes  et 
connus;  il  n'en  reste  plus  que 

m  [m  —  2  )  —  [m2  —  2 m  —  I )  =  1 

qui  soient  variables.  Si  Ton  forme  alors  la  résultante  des 
équations  (1)  et  (2),  toutes  les  racines  x  de  cette  résul- 
tante seront  connues  et  indépendantes  de  X,  à  l'exception 
d'une  seule  que  Ton  obtiendra  par  suite  à  l'aide  d'une 
simple  division  et  qui  sera  rationnelle  en  X,  Ainsi  x  et  y 
s'exprimeront  rationnellement  en  fonction  de  X. 

c.  Q.  F.  D. 

Réciproquement,  on  peut  prouver  que,  si  x  et  y  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  X  de  la  forme  ti~A  j  tttt> 
?'  X»  *r*  etant  de  degrés  m  au  plus,  xety  seront  les  coor- 
données   d'une  courbe   d'ordre    m  ayant -(m  —  1) 

[m —  2)  points  doubles. 
Posons,  en  effet, 

z  étant  introduit  ici  pour  l'homogénéité  ainsi  que  /x 
(nous  supposerons  ultérieurement  £=1,^  =  1).  La 
courbe  représentée  par  les  équations  (1)  coupera  la  droite 

(2)  ax  •+-  by  -f-  cz  =  o 


(6a7) 

en  m  points,  car  les  A  d'intersection  seront  donnés  par 
la  formule  du  degré  m 

"?(AifO  H-  *X  fit?)  +  '*(*,  f»)  =  o. 

2  aura  m  valeurs  et  par  suite  xetjr  auront  m  valeurs 
simultanées. 

Comptons  maintenant  les  points  d'inflexion  j  ces  points 
satisfont  à  l'équation  (a)  et  aux  suivantes  ; 


(3) 

(4) 


dj:        ,  ây  dz 


dx 

d2x 
d? 


dX 


dX 


,  dV  d'* 


or,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes,  (  a)  ei 
(3)  peuvent  s'écrire 

d*x 


(5) 


a[  x1 


d7x  m  d*x 


.  =  o. 


(6) 


ai  x 


dX3 


dXdp 


?) 


.  . .  =  o; 


la  résultante  des  formules  (4),  (5),  (6  )  donnera  les  A  des 
points  d'inflexion.  Or  (5)  et  (6)  se  simplifient  et  peu- 
vent s'écrire 


d*x         d7y 

*  v      s? 

d'x  dy 


d'« 
Cd7=°' 


dXd/x  dXdp  (1a  il  a 

et  la  résultante  cherchée  prend  la  forme 


=  o* 


X 


dÀ' 

d2x 


d\r 
dX7 

dJr 


El? 
dA' 

d'z 


dXdp.       dXdp       dXdp. 

d'jr         dV  àH 

dp'         d/**  d2f* 


~c. 


(  628  ) 

Cette  équation  est  manifestement  du  degré  3(/w — 2); 
ainsi  la  courbe  considérée  possède  3  (m  —  2)  points  d'in- 
flexion. Or  une  courbe  d'ordre  m  possède  normalement 
Zm  (  ni  —  2)  points  d'inflexion  ;  celle  que  nous  considé- 
rons en  a  donc  peidu 

3m[m  —  2)  —  3  [m  —  2)  =  3  [m  —  1  )  [m  —  2). 

Or  on  sait  que  les  points  d'inflexion  ne  disparaissent 
que  parce  qu'ils  se  trouvent  remplacés  pardes  points  sin- 
guliers.   Chaque    point    double  faisant  disparaître  six 

„.    ,.     .  ,  3  [m  —  1  )  (m—  2) 

points  d  inflexion,  on  en  conclut  que  & 

ou  -  [m  —  1  )  [m  —  2)  points  doubles  se  sont  attachés  à 

la  couibe.  c.  q.  f.  d. 

Il  faut  bien  remarquer  que  dans  notre  raisonnement 
nous  avons  tenu  compte  des  points  situés  à  l'infini,  ce 
qui  résulte  de  l'emploi  des  coordonnées  homogènes.  En 
second  lieu,  nous  n'avons,  en  fait  de  points  singuliers, 
considéré  que  des  points  doubles,  mais  il  est  clair  que  nos 
énoncés  devront  être  corrigés  si  les  points  singuliers,  au 
lieu  d'être  des  points  doubles,  devenaient  points  triples 
ou  seulement  points  de  rebrousseraient. 

Les  théorèmes  précédents  sont  dus  à  M.  Clebsch  qui 
les  a  établis,  mais  moins  simplement,  dans  le  Journal 
de  Crelle  (t.  64,  p.  43). 

SUR  LES  COURBES  D'ORDRE  m  POSSÉDANT  -  m  (/7l 3) 

POINTS    DOUBLES. 

Les  courbes  d'ordre  m  possédant  -  m  (m  —  3  ) points 

doubles  sont  quarrables  par  les  fonctions  elliptiques. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  une  couibe 

(«)  /(*!/)=  O, 


(6*9) 
d'ordre  m, possédant  -  m  (m  —  3)  points  doubles  D$  ce 

nombre  est  égal  à  -  (m  —  i  )  (  tf*  —  a)  —  i ,  c'est-à-dire  au 

maximum  du  nombre  des  points  doubles  moins  un. 
Pour   déterminer   une   courbe    d'ordre  m  —  2,   il  faut 

-  (m  —  2)  (m  -h  1)  conditions  •,  on  pourra  donc  assujettir 

une  courbe  d'ordre  m  —  2  à  passer  par  les  -  m  (  m  —  3) 

2 

points  D  et  par 

-  (01  —  2)(w+  1) m  [m  —  3)  — 1  =  m  —  2 

autres  points  de  la  courbe  (  1  ),  que  nous  appellerons  À. 
Cette  courbe  contiendra  dans  sou  équation  un  paramètre 
arbitraire  X  et  pourra  être  représentée  sous  la  forme 

(2)  f{x,jr)+\$[x9x)  =  o; 

mais  celte  courbe  (2)  coupe  ja  courbe  (1)  d'abord  en 
m  (m  —  3)  points  confondus  avec  les  points  doubles  D  qui 
comptent  pour  deux,  et  en  m  —  2  points  A,  ce  qui  fa  il 
en  tout  m*  —  2 m  —  2  points  ;  or  les  courbes  (  1  )  et  (  2 ) 
devant  se  couper  en  m  (m  —  2)  points,  il  restera  deux 
points  que  j'appellerai  B  sur  la  courbe  (  1  )  et  par  les- 
quels passera  encore  la  courbe  (2).  Nous  supposerons  les 
points  À  fixes  ;  les  points  6  dépendront  alors  de  la  valeur 
attribuée  à  X;  nous  les  déterminerons  comme  il  suit  : 
Par  l'origine,  imaginons  une  série  de  droites 

(3)  r=«*f 

passant  par  les  intersections  A,B,  D  des  courbes  (  1)  et 
(2)  \  les  coefficients  angulaires  a  seront  racines  de  l'équa- 
tion 

(4)  (.ri  —  «*i)(ri  —  «*i)(r»  — **»)•••  -0    ou   &  =  <>, 
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dans  laquelle  (Xj,/i),  (xitj  *),  •••  sont  les  solutions 
communes  à  (  i)  et  (a);  on  peut  supposer  que  xxyx  et 
x%y%  sont  les  coordonnées  des  points  6.  Alors  on  voit: 
i°  que  l'équation  (4)  est  la  résultante  de  (  1),  (2)  et  (3): 
a0  que  celte  résultante  est  divisible  par  le  facteur 

que  nous  représenterons  par 

(5)  Aa,  +  2B*  +  C  =  o    ou    R,  =  0, 

et  qu'il  sera  facile  de  former.  Ce  facteur  fera  connaître  les 
coefficients  angulaires  des  droites  allant  de  l'origine  aux 
points  B  •,  3°  la  résultante  R  =  o  pouvant  s'obtenir  en 
éliminante  entre 

f[xy'jLx)  =  o     et     y  (x, a.r)  «+-  X>j/(:r,ax)  =  O 

sera  de  degré  tn  par  rapport  à  X;  mais  comme,  dans  cette 
résultante,  x%%y%,  xk,yk, . .  •  sont  indépendants  de  X,  le 
facteur  Àa1  -f-  aBa  -+-  C  le  contiendra  seul  et  par  suite 
l'équation  (5)  sera  du  degré  m  en  X. 
On  tire  de  (5) 

(6)  «= - , 

en  ne  considérant  que  Tune  des  valeurs  de  a  ;  la  valeur 
correspondante  de  x  s'obtiendra  par  les  considérations 
suivantes  :  soient  ai;-  et  bq  les  coefficients  de  xy  dans  <p 
et  ty  et  C|;-  =  a^  •+-  X  ii;-,  faisons  varier  a^  fei;-,  auy  bit  de 
manière  à  ne  pas  altérer  la  résultante  Rt  =  o  j  les  auan- 
lités  x  ne  varieront  pas,  et  Ton  aura 

dR,    ,„  dR,    ^ 

—  Je-—  "c" + —dur  tiCu-°t 
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celte  dernière  formule  peut  s'écrire 

xtyiddj  -4-  a*  y1  dCki  =  o, 
et  l'on  en  conclut 

/   \  dR'      t  ;       dR«      k  i 

de  là  plusieurs  manières  de  se  procurer  x  en  fonction 

rationnelle  de  a  et  de  \  par  exemple  au  moyen  de 

l'équation 

dR,        _  dR, 

de,.'*  ~~dCM' 

Maintenant  revenons  à  la  formule  (6),  pour  étudier  la 
quantité  B1  — AC  placée  sous  le  radical  et  la  décom- 
poser en  facteurs.  Pour  cela  annulons-la  :  l'équation 
Rj  =  o  aura  une  racine  double;  les  droites  allant  de 
l'origine  aux  points  B  seront  confondues,  ce  qui  peut 
avoir  lieu  :  i°  soit  parce  que  les  points  B  sont  en  ligne 
droite  avec  l'origine;  a0  soit  parce  que  les  points  B  sont 
confondus. 

i°  Supposons  d'abord  les  points  B  en  ligue  droite  avec 
l'origine,  x  doit  être  indéterminé;  donc,  dans  les  for- 
mules (7),  les  -r— -  doivent  être  nuls.  Or  on  a 

etc.// 

dR,  __  ^  dR,  dfy  __  ^1  dR,  ,    __ 
dX  -  2-dC^-oT  -  2idC0    v~~OÎ 

mais,  l'équation  (5)  ayant  une  racine  double,  on  a  aussi 

dR, 

■d7  =  oî 

1  dR,  at»  A 

or,  quand  on  pose  -p-  =  oouAa-+-13  =  o,  ou«  =  —  -  « 

Ri  se  réduit  à 

B'  —  AC 
R,= ; 
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en  égalant  -r—  a  zéro,  on  a  alors 

&  (1a  ' 

donc  enfln  B*  —  AC  s'annule  en  même  temps  que  sa  dé- 
rivée pour  les  valeurs  X  pour  lesquelles  deux  points  B 
sont  en  ligne  droite  avec  l'origine^  B*  — AC  aura  donc 
autant  de  facteurs  doubles  qu'il  y  aura  de  valeurs  de  X 
pour  lesquelles  les  points  B  sont  en  ligne  droite  avec  l'o- 
rigine, et  l'on  pourra  écrire 


V/B2  — AC  =  e(X)Y/V. 

2°  Supposons  maintenant  les  points  B  confondus,  les 
valeurs  de  X  pour  lesquelles  cette  circonstance  se  présen- 
tera s'obtiendront  en  exprimant  que  les  courbes  (i)  et 
(2)  se  touchent  :  alors  aux  points  de  contact  on  aura 

ûx    \dx  cUy        d/"  \dj  i\y)       àz  '  \âz  dz/' 

en  égalant  ces  rapports  à  L,  en  Cassant  les  dénomina- 

teurs,  puis  en  éliminant  p  et  X,  on  trouve 

(8)  J  =  o, 

J  désignant  le  déterminant  de/*,  <y,  i}>.  L'équation  (8)  est 
celle  de  la  jacobienne  des  courbesy*=  o,  y  =  o,  ^  =  05 
or  on  sait  que  (Salmon,  Leçons  d1  Algèbre  supérieure, 
traduites  par  Bazin,  p.  72)  si  les  courbes  (f  =  o,  ty  =  o 
sont  de  même  degré  :  i°  la  jacobienne  passe  par  les  points 
communs  aux  trois  courbes  •,  20  s\f=o  a  un  point 
singulier  en  D,  la  jacobienne  y  a  un  point  singulier  avec 
les  mômes  tangentes  et  par  conséquent  coupe  f  =  o  en 
six  points  confondus  en  Dj  3°  la  jacobienne  touche  la 
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courbe  /'aux  points  A  et  par  conséquent  y  coupe  f  en 
deux  points  confondus. 

Or  la  jacobienne  est  de  degré 

m —  i  -h  2  (m  —  2)  =  3/n  —  7; 

elle  coupe/ =  o  en  m  (3  m  —  7)  points  dont  il  faut  dé- 
falquer les  points  D  au  nombre  de 

6  —  m[m  —  3)  =  3 m  (m  —  3), 

et  les  points  À  au  nombre  de  2  (m  —  2)  5  il  reste  donc 

m  [3m  —  7)  —  3  m  [m  —  3)  —  2  [m —  2)  =  4 

points  où  la  jacobienne  peut  rencontrer  /=  o  et  par 
suite  où  la  courbe  (2)  peut  toucher  (1),  et  par  suite 
quatre  valeurs  de  X  pour  lesquelles  Bf  —  4  AC  s'annule  pa  r 
le  fait  du  contact  de(i)  et  (2).  Le  polynôme  V  est  donc  du 
quatrième  degré  en  X;  d'où  il  résulte  que  l'a  et  par  suite 
Y  x  et  Yy  d'un  point  variable  B  de  la  courbe  f=  o  peu- 
vent s'exprimer  rationnellement  en  fonction  d'un  para- 
mètre X  et  d'un  radical  de  la  forme 


y7  V  4-  «V  -+-  £Xa  -f-  7à  -f  9, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé  plus  haut. 

La  première  démonstration  de  ce  théorème  est  due  à 
M.  Clebsch  (Journal de  Crelle,  t.  64,  p.  210). 

Remarque.   —  On  pourra  représenter  les  coordon- 
nées 07,  y  de  la  courbe  (1)  sous  la  forme 

.r  =  F[x,v/li—  X')(i-*'X2)], 

r==*[>,v/Ti-^)i'-Aa>-1j]' 

à  l'aide  d'une  transformation  rationnelle  opérée  sur  la 
variable  X$  si  Ton  fait  alors  X  =  snl,  on  aura 

a?=G(snf)  -j-sn'fH(snf) 
jr  =  K(snf)  -h  sn';L(sDf  ), 
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G,  H,  K,  L  désignant  des  fonctions  rationnelles.  En 
effet,   le  radical  entrera  si   l'on  veut  dans  x  et  y  sous 
forme  linéaire  5  or  il  est  égal  à  entant,  c'est-à-dire  à  su'  t. 

c.  q.  r. 

Ainsi,  quand  une  courbe  a  son  maximum  de  points 
doubles  moins  1,  ses  coordonnées  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles d'un  même  sinus  amplitude  et  de  sa  dérivée, 
ou,  si  Ton  veut  encore,  sont  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  même  période  d'une  même  variable 

QUELQUES  COURBES  REMARQUABLES  DONT  l'ÊQUÀTIOH 
DÉPEND  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

Lorsque  Ton  cherche  une  courbe  plane  dont  le  rayon 
de  courbure  soit  proportionnel  à  l'inverse  de  l'abscisse,  on 
est  conduit  à  l'équation 


Y  =   I  —  dx. 


Cette  courbe  est  une  élastique,  on  la  rencontre  encore 
quand  on  cherche  parmi  les  courbes  isopérimètres  celle 
qui  engendre  le  volume  de  révolution  minimum  \  eu 
transformant  convenablement  les  coordonnées,  on  peut 

prendre  c  =  o  :  alors  on  a  —■  =  o,  quand  x  =  o,  et 


JÇ        x*dx 
o     \l a*  —  x* 


OU 


__     Ç*  x?dx 

=i  VFfRT 
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Si  l'on  fait  -  =  t,  on  a 
a 


Çl  nt>r/t 

Y  "~~   I    z  —  • 


or,  en  prenant  le  module  A  égal  à  —  >  en  sorte  que/c9  =  À'J, 

on  a 

Jl    

cn'0  =  —  -^ —  \Z(»  — cn*9J  C1  "^  cn'G)^ 

si  donc  on  fait 


f  =  cnô,    dt=z  —  1—  )J[i  —  f)  (i  -+-*')  cfô, 


on  aura 


«  — ^ôcna0  = y—  l         (i-sn'Ô)rfO; 

la  limite  inférieure  est  d'ailleurs  arbitraire  si  Ton  choisit 
convenablement  l'origine  :  on  a  alors 

/  =  --*-  9+^-Z(0), 

.r  =  a  cn0. 

La  courbe  de  M.  Delaunay  engendrée  par  le  foyer 
d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisser 
sur  une  droite  a  pour  équation 

(x*±b*)dx 
dy  =  v  ' 


yV^-r3  —  {x*±b2y 


son  abscisse  et  son  ordonnée  s'exprimeront  facilement 
aussi  par  les  fonctions  elliptiques.  Dans  cette  courbe,  la 
moyenne  harmonique  du  rayon  de  courbure  et  de  la 
normale  est  constante. 
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SUE  LE  MOUVEMENT  DE  ROTATION  AUTOUR  d'un  POINT. 

Les  équations  du  mouvement  d'un  corps  solide  qui 
présente  un  point  fixe  et  qui  n'est  sollicité  par  aucune 
force  extérieure  sont,  comme  on  sait, 

aJ=(b-c)^ 

(i)  \  bJ=(C-à)7>, 

À,  6,  C  sont  les  moments  d'inertie  principaux  rela- 
tifs au  point  fixe-,  p,  q,  r  sont  les  composantes  de  la  ro- 
tation instantanée  autour  des  axes  principaux  relatifs 
au  même  point  \  enfin,  t  est  le  temps. 

L'analogie  entre  les  équations  (i)  et  celles  qui  lient 
entre  eux  snx,  cnx,  ànx  et  leurs  dérivées  est  telle,  que 
Ton  est  tenté  de  poser 

p  =  *cng(t  —  t), 
q  =  $sng[t  —  t), 
r=idng(t  —  t), 

a,  (3,  y,  g,  t  et  le  module  k  désignant  des  constantes  ar- 
bitraires; et  Ton  satisfera  effectivement  aux  formules  (i) 

si,  observant  que 

en' x  z=  —  sn.r  dnx, 

sn'x  =  cnxdnx> 
dn'x  =  —  A**  snxrnx, 


on  prend 


/ 


_  /  AB 

8   V  (A  — C)  (B  — C)' 
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Ces  formules,  auxquelles  on  est  conduit  ainsi  par  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés,  fourniront  pour 
a,  j3,  y  des  valeurs  réelles  si  Ton  a  A  >  B  ]>  C,  ce  qu'il 
est  toujours  permis  de  supposer. 

Les  trois  arbitraires  de  la  solution  sont  g,  A",  t.  On 
peut  faire  abstraction1  de  la  dernière  t,  et,  en  comptant 
convenablement  le  temps,  poser 

(a)  p  =  *cngt,     q=Psngt,     r=ydngt. 

Les  formules  (i)  sont  donc  intégrées. 

Mais,  pour  résoudre  complètement  le  problème,  il  ne 
suffit  pas  de  connaître/?,  qy  r,  il  faut  encore  calculer 
les  valeurs  des  angles  0,  y,  vp,  qui,  dans  les  formules  de 
transformation  de  coordonnées  d'Euler,  servent  à  définir 
la  position  des  axes  principaux  d'inertie  par  rapport  à 
trois  axes  fixes  passant  au  point  fixe.  Ou  démontre  dans 
les  Traités  de  Mécanique  que  Ton  a 

dû  dB 

p  =  sin©sin0~  -+-  cos«-r-> 
r  T  dt  T  dt 

.       dû  .       dO 

(3)  \  <j=  cosçsinô  —  —  siny-T- > 

do  m  dû 

r  =  ~  H-cosO-p- 
dt  dt 

Prenons  le  plan  du  maximum  des  aires,  ou  plan  inva- 
riable, pour  plan  des  xy.  On  sait  que  Apy  Bq,  Cr  sont 
les  moments  des  quantités  de  mouvement  relatives  aux 
axes  principaux.  Si  donc  on  désigne  par  G  la  constante 

des  aires  yjA*p*  -f-  B1^*  -H  Cf/*,  on  aura 

A/?  =  Gcos(z,A),      B<7  =  Gcos(z,  B),      C/-  =  Gcos(s,  C), 


ou 


bien 


Ap  =  G  sinOsin<p, 
(4)  {  B<7  =  GsinÔcos?, 

O  =  Gcos0. 
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La  constante  G  est  facile  à  calculer  au  moyen  de  k  et 
de  g.  De  ces  trois  formules  on  tire  9  et  <j;  il  reste  à  cal- 
culer l'angle  <//.  Pour  cela,  entre  les  formules  (3),  éli- 


dB 
minons -7- »  nous  aurons 
dt 


.'     dû 
p  sin <p  -h  q  cosf  =  sin  9  — - 


ou 


T  sinô 

Éliminons  <p  et  9  de  là,  au  moyen  des  formules  (4). 
nous  aurons 

ou  enfln 

(5)  ^  =  GAa-cn^4-B^sn^^      • 
v    ;  Y  A'a'cn'gï-t-B'p'sn1^ 

Posons,  pour  abréger 

(6)  £'  =  *; 
nous  aurons  alors 

G  Aa»cnax-f-  Bfi'sn'jr    , 

dy  = «#. 

T       £  À,a,«n'.r-i-B,p2sn2:r 

Remplaçons  en* a:  par  1  —  sn*;r,  et  a,  (i,  y  par  leurs 
valeurs  (a);  nous  aurons 

d,=  G      B-C  +  (A-B)«n'* 
Y      #  A(B  —  C)  +  C(A-  Bjsn'x      ' 
Posons 

A  H  — C 


(7)         \/ 


y  —  1  sn  y  —  1  a  9 


C  A  — B 
et  a  sera  réel,  puisque  sna  est  une  fonction  impaire; 
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nous  aurons  alors 

B  — C 


—  -h  sn'x 


ou 


G      A  —  B 

dy  =  — dx9 


„  sn*.r sn*tf  i/  —  i 

</$  =  — ^—-<ix9 

£**   sn'x —  sn'ay — * 


ce  que  Ton  peut  écrire 


,0.  ,  G      /*Asn*;r —  Csn'a^  — !   . 

W        *  =  7c\  I — ; ; — =-<&■ 

o  L,A  «y      sn'x  —  sn'a  y  —  i 

Désignons  par  F(x)  la  quantité  placée  sous  le  signe  y, 
en  sorte  que 

Nous  allons,  pour  pouvoir  intégrer,  décomposer  F  (or) 
en  éléments  simples,  par  la  méthode  de  M.  Hermite. 
Nous  désignerons  par  T  l'intégrale  de 

prise   le    long   d'un   parallélogramme  de  côtés   2K  et 

aK\/ —  1  (périodes  de  la  fonction  sna#).  Cette  quan- 
tité r  est  indépendante  de  x\  elle  est  égale  a  la  somme 
des  résidus  de  la  fonction  f(z)  pris  à  l'intérieur  du  pa- 
rallélogramme en  question.  Si  Ton  suppose  que  ce  pa- 
rallélogramme contienne  le  point  .r,  le  résidu  relatif  à 
ce  point  sera  F  (a:),'  quant  aux  résidus  relatifs  aux  autres 

infinis  a>J —  l  et  —  ayj —  1 ,  ils  sont  de  la  forme 

H'(fly/~  —  x) 
ll{a^^n  —  x)  * 
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multipliée  par  la  limite  de 

(x —  a  y/ —  1)  (AsnT.r  — Csn»/*^/ —  i  ) 
sn'a; —  sn*«  ^ —  i 

pourx  =  a\j —  i  j  or  cette  limite  est 

(A  —  C)sn»ay/~  (A  —  C)  un' a if^i 
ou 


2sna  y/ —  i  sn'ûy7  —  *         asm» ^ —  j  cua^ —  1  dna^  —  1 
ainsi  donc  on  a 

A  sn'jf  —  Csn'fl  y/       i 


r  = 


sn2x  —  sd2ûv/ —  i 

^  f  iï(gK/ZrT—x)  (A  — C)sn'/7y/~ 


2 


Il  (ay7-—  *  ~  ■*)    sn  a  y/—  icna  y7  —  i  dru/y/  —  i 

iHM^V^Th-^)  (A  — Cjsn'av7^ 


2H^v^—  i+x)   snc7^— i  cna  ^/— i  dnc/y/—  i 
ou  bien 

_,    .         Asn*.r —  CsnVi/ —  ï 

F(x)  = ±— 

sn2d7—  sn'#  ^/ —  ï 


—  r—  '    (A  —  C)s"<*y/  — 


=  r 

2 


I 


en  ay —  ï  dnay/ —  ï 

Substituant  celte  valeur  dans  (8),  on  a 

(9)       {  *AC*       2      ^AC      «"«V^^dn*!^ 

X  log  -^ SL—i. 

H(.r-f-  a  y7  —  1) 

Cette  formule  se  simplifie  beaucoup  quand  on  remplace 


(64.  ) 

G  par  sa  valeur.  On  a 

G'  =  À'p*  -4-  B»<72  -+■  C'r* 

=  À'a'cn'x  -4-  B'p'sn2*  -f-  C^'dn»*; 

si  (ce  qui  est  permis,  puisque  G  est  constant)  on  fait 
X  =  o,  on  a 

Ga  —  AV  -hCV 

et,  en  remplaçant  a  et  y  par  leurs  valeurs  (a), 

,    ABC    AJHfB  — CJ-^-CiA— B) 
6   A— C  (A— B)(B— C)  ■ 


d'un  autre  côté,  si,  à  l'aide  de  (7),  on  calcule  en  a  ^ —  1 
et  dn  a  ^ —  1,  et  si  alors  on  forme  la  quantité 

1  G(A  — C)  sna  v7       T 

a       éfAC       en  a  y/ —  idna^ — 1 


on  la  trouve,  réductions  faites,  égale  è  --  — \  il  en  résulte 
que  la  formule  (9)  se  réduit  a 

Grx       J—  r  1      h(j?  —  a\l  —  1) 
$AC  2  °  H^-hay7  —  ij 

On  peut  introduire,  comme  l'a  fait  Jacobi,  la  fonction  6 
à  la  place  de  H,  en  observant  qu'à  un  facteur  constant 
près  on  a 

w~ 

H  (  x  -+-  a  y'—  1  )  =  e  (  *  -h  a  v/~-~*"  -4-  K'  ^  —  1  ) 


Si  donc  on  fait  a  -+-  K'  =  £,  on  aura,  en  négligeant  une 
constante, 

(IO)  Ù  = ^+I l0g-H —=z=Lt 

Stchm.  —  v//?.,  H.  41 


(  642  )      • 

Rueb,  en  modi Gant  des  formules  données  par  Legendre, 
était  parvenu  par  une  tout  autre  voie  à  ces  résultats-, 
Jacobi  est  allé  plus  loin  en  calculant  encore  les  lignes 
trigonométriques  de  vp  de  manière  à  revenir,  au  moyen 
des  formules  d'EuIer,  aux  neuf  cosinus  qui  définissent  la 
position  du  corps.  Indiquons  rapidement  la  marche  qu'il 
a  suivie. 

La  formule  (10),  en  ayant  égard  à  (6),  devient 


*-ac        2    ^e^  +  ^—iy 

si  Ton  pose 

sf11^ .    e(*  —  çv'"11^)      Gr 

Vi  = loi» — - ^      — -  =  n, 

on  aura 

+  =  **-+-+,, 

et^se  composera  d'une  partie  proportionnelle  au  temps 
(et  Ton  pourra  appeler  la  quantité  n  le  moyen  mouve- 
ment) et  d'une  partie  ^  dont  nous  allons  calculer  le 
sinus  et  le  cosinus.  On  a 


) 

et  Ton  en  conclut  facilement  cost^  et  sincpj.  Pour  plus 
de  développements,  nous  renverrons  au  Mémoire  de 
Jacobi  inséré  dans  ses  Mathematische  Werke,  t.  XI, 
p.  i3c;,  écrit  en  français. 

a 

MOUVEMENT  DU  PENDULE   CONIQUE. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  verticale  descendante  du 
point  de  suspension,  pour  plan  des  xj  le  plan  horizon- 
tal passant  par  le  même  point.  Soient  r  la  longueur  du 


(643  ) 
pendule,  0  sa  colatitude,  ty  sa  longitude  :  le  théorème 
des  forces  vives  donnera 

(i)  Wtt)    -+-^sinaÔ  f-~  J    =  2£rcos0-*-a, 

et  celui  des  aires 

(a)  *•«!!»•  (^)=«. 

a  et  c  sont  deux  constantes  dont  nous  allons  fixer  la 
valeur.  Soient  s>\  =  zgh0  la  vitesse  initiale  du  mobile, 
h  sa  hauteur  initiale  au-dessus  du  point  le  plus  bas;  en 
faisant  t  =  o  dans  (i),  nous  aurons 

p\  =  2grcosGd  -+-  a, 
ou 

*gh9  =  ngh  -h  a  ; 
d'où 

(3)  «  =  **(*.-*). 

Désignons  par  p  l'angle  que  f0  fait  avec  l'horizon.  En 
faisant  t  =  o,  0  =  0O  dans  (a),  nous  aurons 

"sin,*«(5)rcj 

mais  rsin0o  (-jH   est  égal  *  focosjx  et  rsin0o  est  égal  à 
^r1  —  A*,  on  a  donc 


(4)  czrry/r*  —  AJ  P,  COS  j*  =  ^2 #/*, (  7*  —  /*a)  COSfA. 

Maintenant,  entre  (i)  et  (2),  éliminons  -—->  nous  au- 
rons 

/</ô\* (2grcos0  -4- a  J/^sin1©  —  c1 

\di)    ~~  r  sin'Ô  " 

Si  nous  posons 
(6)  r  cos  0  =  2, 


(  644  ) 

nous  aurons 

ou,  en  vertu  de  (3)  et  (4), 

**  (s?)'  =  *g^*  +  *•  —  *)  (>*  —  *)  —  M**  -  A5)  cos>]. 

Si  l'on  substitue  à  z,  dans  le  second  membre, 
—  oo  ,  —  r,  A,  -f-  r,  on  obtient  des  résultats  ayant  pour 
signes  -f-,  — ,  -+-,  — ;  on  peut  donc  poser 

a,  (3,  y  désignant  des  quantités  réelles  dont  deux  sont 
comprises  entre  —  r  et  -f-  r,  et  dont  la  troisième  est  né- 
gative et  moindre  que  —  r. 

On  sait  que,  pour  ramener  l'équation  (8)  à  celle  qui 
définit  la  fonction  elliptique,  il  faut  poser  z  =  a  -f-  pu*  ; 
posons  donc 

(6)  *  =  a -h^sn'wf  ; 

nous  aurons,  au  lieu  de  (8),  en  écrivant  s  au  lieu  de 
sn  tùt  et  en  désignant  par  A  le  module  inconnu  de  sno>/9 

+  *>[(i-+-*>)  ^»7> +*/>(*«- P -7)] 

-h  a/»»'/* -+-*(«  —  p)  (a  —  7)=o. 

Cette  formule  aura  lieu,  quel  que  soit  5,  si 


9,r9 

—  »>p=-  (a  —  p)  (a  — 7), 


(  645  ) 
En  éliminant  o)  par  division,  on  en  tire 

k*      _        —p  k*  _  pt 

7+T»~~2a- p  — 7'      7"~~(a— p)  (a  — 7)' 

d'où,  égalant  les  valeurs  de  A% 

2a  —  p  —  7 

En  résolvant  par  rapport  à  p,  on  trouve  —  (a  —  (3) 
ou  —  (a  —  y);  alors  A*  =  —    —ou ?•   Pour  que  A 

v  #  '  a  —  7         a  —  p  * 

soit  réel,  il  faudra  que  a  —  (3  et  a  —  y  soient  de  même 
signe,  ce  à  quoi  on  arrivera  en  prenant  pour  a  la  racine 
positive  la  plus  grande.  Enfin,  pour  que  k  soit  moindre 

que  l'unité,  on  prendra  p  =  —  (a  —  /3),  A*  = »  et 

l'on  supposera  que  y  soit  la  plus  petite  des  racines; 
alors  on  aura 


<»>       -v^- 

a  —  7 

la  formule  (9)  donne  alors 

*  =  a  —  (a  —  p)  sn'oif, 

ou  bien 

z  =  a  cn'*>/  -4-  psn'wl, 

ou,  en  vertu  de  (6), 

(11)  rcos0  =  acn*»f-f-  psn'u/. 

Maintenant,  la  formule  (2)  donne 

dty  c 

dt  ""/^sin'fl* 
et,  en  vertu  de  (n), 


r2 —  (acn'wf  4-  psn'wf)* 

cdt  I  1  1 

ar  \r — a  en7 bit — p*a3«f      r  -+-  a  en1  ul  -4-  p  sa 


'«*/ 


(646) 
On  a  donc  enfin 

T»-«-,4-.r— A 


—  al  a 


sn'w/    ' 


+_l_  r - - 

r-4-a    /  a  —  B      . 

I       i '  "sn'af 

J  r-t-  a 

Les  deux  intégrales  qui  figurent  ici  sont  de  seconde 
espèce;  —  (^  —  ^0)  s©  composera  donc  d'un  terme  pro- 
portionnel  à  £  et  de  termes  périodiques  de  la  forme 

-  • 

Si  donc  on  imprimait  au  pendule  un  mouvement  uni- 
forme de  rotation  convenable,  son  mouvement  relatif 
serait  périodique. 
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APPENDICE  AU  TOME  II. 

EXERCICES  SUR  LE  CALCUL  INTÉGRAL. 


QUESTIONS  TIRÉES  DU  RECUEIL  DE  M.  TISSERAND  (  *  ). 

/n  jj                           dx 
— -  s'ex- 
0  -+-  x  yx(x  -ha)(x-h  c) 

prime  à  l'aide  des  fondions  logarithmiques  ou  circulaires  lorsque 
b*  =  ac. 

2.  Trouver  les  courbes  telles  que  le  segment  intercepté  sur  Ox 
par  la  tangente  et  la  normale  soit  constant. 

3.  Trouver  une  courbe  telle  que  les  tangentes  de  ses  diamètres 
aux  points  où  ils  rencontrent  la  courbe  soient  toutes  parallèles  à 
une  direction  donnée. 

4.  Ou  bien  aillent  toutes  passer  par  un  point  donné. 

5.  Trouver  les  courbes  telles  que  le  coefficient  angulaire  m  de  la 
tangente  en  un  point  quelconque  et  le  coefficient  angulaire  m'  de  la 
tangente  du  diamètre  au  môme  point  soient  liés  par  la  relation 
mm'  =  conat. 

6.  Déterminer  la  fonction  /  de  manière  que  les  trajectoires 
obliques  des  courbes  qui  oni  pour  équation  en  coordonnées  polaires 
r  =  C/(0)  s'obtiennent  en  faisant  tourner  les  courbes  proposées 
d'un  certain  angle  autour  du  pôle  (C  est  un  paramètre  variable.) 

7.  Trajectoires  orthogonales  d'une  cycloïde  dont  la  base  se  meut 
parallèlement  à  elle-même,  un  de  ses  points  décrivant  une  droite 
fixe. 

8.  Trouver  les  courbes  égales  à  leurs  développées. 

9.  Trouver  les  courbes  telles  que,  p  désignant  le  rayon  de  cour- 
bure,  V  l'angle  de  la  tangente  et  du   rayon  vecteur,  on  ait 


a 


P      sin'»  V  " 


(')   Recueil  complémentaire   d'Exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal t 
par  M.  Tissehand.  Paris,  Gauthier-Villars.  , 

Stlrm.  —  An.,  II.  41- 
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40.  Trouver  les  courbes  telles  que  p  =  r/(V),  p  et  V  ayant  la 
même  signification  que  dans  l'exercice  précédent,  et  r  désignant  le 
rayon  vecteur. 

11.  Trouver  les  courbes  telles  que  p  =  /(r);  application  aux 
cas  de/(r)  =  kr,  ou  -r>  ou  —  • 

12.  On  trace  sur  un  cylindre  de  révolution  une  ligne  dont  la 
première  courbure  est  constante  :  trouver  ce  que  devient  cette 
courbe  quand  on  développe  la  surface  du  cylindre  sur  un  plan. 

13.  Même  question  quand  on  trace  sur  le  cylindre  une  courbe 
dont  le  plan  osculateur  fait  un  angle  constant  avec  la  surface. 

14.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  l'hélicoïde  gauche  à  plan 
directeur. 

15.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  qui  a  pour 
équation  c~z  =  cosxcosj. 

16.  Trouver  les  lignes  géodosiques  de  l'hélicoïde  gauche  à  plan 
directeur. 

17.  Trouver  sur  l'hyperboloïde  à  une  nappe  les  courbes  qui,  en 
chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  à  Tune  des  bissectrices  des 
angles  formés  par  les  génératrices  rectilignes  qui  passent  en  ce 
point. 

XY 

18.  Montrer  que  la  famille  des  surfaces  a  =  ~  fait  partie  d'un 

système  triple  orthogonal,  et  trouver  les  deux  autres  familles  du 
système. 

19.  Même  question  pour  les  surfaces  a  =  xyz. 

20.  Déterminer  les  fonctions  cp  et  ^  de  manière  que  la  famille  des 

surfaces  représentées  par  l'équation  a  =  <p  (s)  <j;  (?-)  fasse  partie 

d'un  système  triple  orthogonal  ;  les  fonctions  o  et  ^  étant  déter- 
minées, trouver  les  deux  autres  familles  du  système. 


QUESTIONS   PROPOSÉES  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE. 

1.  Calculer  l'intégrale 

27r  a2cos2 x  -+-  /;*sin2.r 


x 


g*  cos*  x  -h  //*  sin2  x 


dx. 
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â.  Calculer  l'intégrale 
i       /       (Aîsi^ôcos^-hB^sinîôsin^-HCïcosîô)    «sinôrfO^; 

0      *^o 

on  remarquera  que  c'est  la  mesure  du  volume  d'un  certain  ellipsoïde. 
3.  Démontrer  que  l'on  a 

h      I     ••'  /     f(x)dx*=—-^ f    (x*—z*)"f(z)dz. 

Intégrer  les  équations  différentielles  suivantes  : 

4-  (/2-j0'=j(/2+r)2, 

6.  //''(i +r'2)=(3/*--i)/'*, 

7.  ^2JW—  2^/-hj  =  x*-hpx  -h  ^r, 

8.  (jfi  -f- /«  ) ^  _ j^i  -+-  xj's  -f-  .r/  —  y  =  o, 

9.  a*/"  —  3.*y -+-  7  */  —  8j  =  x3  —  2.r, 

10.  j70-^yt—ix/-^y%=  w, 

iV*  y  tfty 

H-      -jjz  -  a  —^  -t-j  =  Ae*-+-Btf-*-t-Ccos.z-4-Dsin.r. 


12. 


rf»r       <#r 


~t~  "i  „-  =  x. 


do;5       dlc* 


14.  x*jm—  Qjflf-h  37xr'—64j  =[«-f-  6Lx-4-  c(Lx)î].r*. 

15.  Intégrer  l'équation 

axiyi^2xy(y  —  va)?'  —  2j2(j—  2«)=  o, 
et  chercher  les  solutions  singulières. 

16.  Montrer  que  l'équation 

('-**)  as  _a*È+',(',+,,-r=:0' 

où  /i  est  un  nombre  entier,  peut  être  satisfaite  par  un  polynôme, 
et  déduire  de  là  l'intégrale  générale. 

17.  Même  question  pour  l'équation 
p  étant  entier  et  p  fractionnaire. 
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18.  Étant  donnée  l'équation 

(** +  0^  Mi* -*)^-*r  =(**  +  * -*)**, 

montrer  que  l'équation  privée  de  second  membre  a  une  intégrale 
de  la  forme  erx,  r  étant  une  constante  qu'on  déterminera,  et  in* 
tégrer  ensuite  l'équation  complète. 
Intégrer  les  systèmes  suivants  d'équations  simultanées 

dy  z  dz  y 


19. 


20. 


21. 


22. 


dx       (s — y)*  dx       (z  —  y)*' 

|^  jF'(x) -*?'(*)  =o, 

^  H-*F(j:)-+-<r<p'(j:)=o; 
d>x 

-y-r-  -h  3X  -t-Y—  C082/, 

ai* 
d*Y 

d*y       „dy       dz        _ 

d*z        dy       ndz 


23.  Déterminer  deux  fonctions  u  et  p  des  variables  indépen- 
dantes x,  y  telles  que  l'on  ait 

du  =(3«-f-  i2p)c£r-t-(2K-+-i2i>)*(j, 
rfp  =  (K-h2p)*£z-h(w  -f-  v)dy. 

24.  Trouver  les  intégrales  réelles  du  système  d'équations 

dz       dy  _  dx       dz  __  dv       dy  __ 

dt~dt~X'     dt^dï"7'     dt~dt~Z' 

25.  Intégrer  l'équation  aux  différentielles  totales 

(.r  —  43)rfx  -H(j—  5z)</>  -r-  (4^  —  4-r —  5j  -h  i)ck  =  o; 

trouver  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  faites  par  un 
plan  quelconque  passant  par  l'origine  dans  les  surfaces  que  repré- 
sente l'intégrale  générale  (l  ). 


(')  Nous   supposerons  partout  les  axes   de  coordonnées    rectangu- 
laires. 
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26.  Éliminer  a  entre  les  deux  équations 

z  -4-  <p(a)-f-  aCr*—  a)<p'(a)  =  o, 

7J+a[2  +  (p(a)l(p'(a)  =  o; 

intégrer  ensuite  l'équation  aux  dérivées  partielles  qu'on  a  obte- 
nue, et  particulariser  son  intégrale  de  manière  qu'elle  représente 
une  surface  passant  par  le  cercle 

z  =  O,      X*-hy%  =  m*. 

27.  Former  et  intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  engendrées  par  une  droite  qui  rencontre  constamment 
Taxe  des  z  sous  un  angle  déterminé. 

28.  Trouver  la  valeur  de  z  qui  se  réduit  à  zéro  pour  x  =  a,  et 
satisfait  à  l'équation 

dz  dz 

ax*  -z — \-{xkz  -f-  ax*y  —  ax*y*)  -j-  —  iax*yz  —  a^/3. 

29.  Intégrer  l'équation 

\x     #)&     dx)-l> 

et  disposer  de  la  fonction  qui  figure  dans  l'intégrale  générale  de 
telle  sorte  que,  pour  x  —  i,  on  ait  z  =  y. 

30.  Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

/  ,  d*z  d*z  *d*z\,   ,        ,x 

!     dz  dz\  .   _        ,.       /     dz  dz\* 

en  substituant  à  x  et  y  des  coordonnées  polaires  :  indiquer  le 
mode  de  génération  des  surfaces  représentées  par  l'intégrale  gé- 
nérale. 

31.  Intégrale  complète  de  l'équation  des  surfaces  telles  que  le 
tétraèdre  compris  entre  les  plans  coordonnés  et  un  plan  tangent 
quelconque  ait  un  volume  donné.  Intégrale  singulière  :  lignes  de 
plus  grande  pente  et  ombilics  de  la  surface  représentée  par  cette 
intégrale. 

32.  Éliminer  le  paramètre  a  de  l'équation 

(ia  —  x)y*=  x*\ 

trajectoires  orthogonales  des  courbes  représentées  par  cette 
équation. 
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33.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  sa  courbure  en  un 
point  quelconque  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  courbure 
que  présente  au  point  correspondant  la  transformée  de  la  courbe 
cherchée  par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  centre  et  le  module 
d'inversion  étant  donnés. 

34.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  définies  par  l'équation 

(  jc*  -*-/*)1  zh  c*xy  =  o. 

35.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  définies  par  l'équation 

,        17tan£0 
r3=  axl  — — > 
tanga 

a  étant  un  paramètre  variable.  Chercher  si  Faire  comprise  entre 
l'une  des  courbes  proposées  et  les  rayons  vecteurs  correspondant 

àô  =  aetà6=  -a  une  valeur  finie. 

2 

36.  Trouver  et  construire  une  courbe  plane  telle  que  le  triangle 
ayant  pour  base  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  et 
pour  sommet  le  centre  de  courbure  correspondant  ait  une  aire 
constante. 

37.  Déterminer  et  construire  une  courbe  plane  telle  que  le 
triangle  qui  a  pour  côtés  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  de 
la  courbe,  ainsi  que  la  perpendiculaire  menée  par  le  pôle  au 
rayon  vecteur  du  même  point,  présente  une  aire  constante. 

38.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que,  dans  le  quadrilatère 
formé  par  les  axes  coordonnés  (toujours  rectangulaires),  la  tan- 
gente et  la  normale  en  un  point  de  la  courbe,  les  diagonales  se 
coupent  sous  un  angle  constant. 

39.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  la  droite  menée,  dans  une 
direction  donnée,  depuis  le  centre  du  cercle  osculateur  à  la  courbe 
en  un  point  M  jusqu'à  la  tangente  en  M  ait  une  longueur  constante. 

40.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  le  centre  du  cercle 
osculateur  en  l'un  de  ses  points  M  se  projette  sur  le  rayon  vec- 
teur OM  en  un  point  symétrique  de  M  par  rapport  au  pôle  0. 

41.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  la  distance/?  du  pôle  à 
la  tangente  en  un  de  ses  points  M  soit  une  fonction  donnée  du 
rayon  vecteur  r  de  ce   point;  cas  où  cette  fonction  est  de  la 

^  r*  / —        <& 

forme  Àr,  ou  — >  ou  \Jar>  ou  —  • 
a  r 

42.  Lieu  des  centres  de  courbure  principaux  :  i°  d'un  ellip- 
soïde, aux  divers  points  d'une  de  ses  sections  principales,  i°  d'un 
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paraboloïde  équilatère,  aux  divers  points  de  l'une  des  génératrices 
qui  passent  au  sommet. 

43.  Déterminer,  sur  un  paraboloïde  elliptique,  le  lieu  des 
points  où  la  normale  fait  un  angle  donné  avec  Taxe  de  la  surface  : 
aire  de  la  partie  du  paraboloïde  comprise  à  l'intérieur  de  ce  lieu. 

44.  On  considère  l'enveloppe  des  plans  donnés  par  l'équation 

z  =  ax+jF(a)4-  Rv/n-a*-r-[F(a)ï*~, 

a  étant  un  paramètre  variable  et  F  une  fonction  donnée,  et  l'on 
demande  de  prouver  que  les  lignes  de  courbure  de  la  surface 
sont  les  génératrices  et  des  courbes  situées  sur  des  sphères  con- 
centriques. 

43.  Lignes  asymptotiques  de  la  surface  zx*  —  ay*. 

46.  Lignes  asymptotiques  de  la  surface  engendrée  par  une  para- 
bole qui  tourne  autour  de  sa  tangente  au  sommet,  ou  par  une 
droite  horizontale,  animée  d'un  mouvement  hélicoïdal  par  rapport 
à  une  droite  verticale. 

47.  Montrer  que  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  glisse  sur  trois  lignes  directrices  peuvent 
se  déterminer  à  l'aide  d'une  simple  quadrature  quand  l'une  des 
directrices  est  rectiligne  :  si  une  seconde  directrice  est  rectiligne, 
on  sait  effectuer  la  quadrature. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  : 

48.  Des  génératrices  d'une  surface  gauche  de  révolution; 

49.  Des  paraboles  tracées  sur  un  paraboloïde  donné  et  dans 
des  plans  parallèles; 

50.  Des  cercles  tracés  sur  une  sphère  et  passant  par  deux  points 
fixes  de  la  sphère. 

51 .  Lignes  géodésiques  d'un  cône  droit. 

52.  Trouver  sur  le  cylindre  x*=z  une  courbe  telle  que  la 
tangente  en  un  quelconque  de  ses  points  M  coupe  le  plan  XOY 
au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  rencontre  du  plan 
osculateur  en  M  avec  OX  et  OY. 

53.  Étant  donnée  la  parabole 

3  =  o,    y  =  x*, 

par  un  de  ses  points  M  on  mène  une  droite  MP  parallèle  à  OZ  et 
égale  à  l'aire  comprise  entre  l'arc  de  parabole  OM  et  sa  corde  :  lieu 


